Chapitre2
les différences finies

Pour passer d’un probléme exact continu régit par une EDP au probléeme
approché discret, il existe trois grandes familles de méthodes :

Les différences finies: La méthode consiste a remplacer les dérivées
partielles par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de
la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en
compte des conditions aux limites de type Neumann.

II-1 Principe - ordre de précision

La méthode des différences finies consiste & approximer les dérivées des équa-
tions de la physique au moyen des développements de Taylor et se déduit di-
rectement de la définition de la dérivée. Elle est due aux travaux de plusieurs
mathématiciens du 18éme siécle (Euler, Taylor, Leibniz...).

Soit u(z) une fonction de R dans R si la fonction est de classe C™, alors le
développement de Taylor de la fonction u(x + h) au voisinage de x, donne

h? h3 h* h™

u(x+h) = u(x)+hu’(x)+§u"(x)+gu(?’) (x)+Iu(4)(x)+...+ﬁu(”)(x)+0(h”)

en tronquant la série au premier ordre en h, on trouve
u(z + h) = u(x) + hu'(x) + O(h)

d’ou
o (z) = u(x + hf)L — u(x) + o)

L’approximation de la dérivée u/(x) est alors d’ordre 1 indiquant que ’erreur de
troncature O(h) tend vers zéro comme la puissance premiére de h.
Définition:la puissance de h avec laquelle ’erreur de troncature tend vers
zéro est appelée ’ordre de la méthode.
De la méme facon que précédente on peut déduire plusieurs formule qu’on
les a besoin, telles que

II-2 Notation indicielle

Dans notre travail, on souhaite déterminer une grandeur u(z) sur U'intervalle
[a, b]. La recherche d’une solution discréte de la grandeur u améne a constituer
un maillage de l'intervalle de définition. On considére un maillage (ou grille de
calcul) composé de N + 1 points x; pour i = 0, ..., N réguliérement espacés avec
un pas h = ]Ii]:fl Les points x; = a + th sont appelés les noeuds du maillage.

Le probléme continu de départ de détermination d’une grandeur sur un en-
semble de dimension finie se raméne ainsi a la recherche de N valeurs discrétes
de cette grandeur aux différents

noeuds du maillage.




Notation

on note u; la valeur discréte de u(x) au point z;, de méme pour la dérivée
de u(x) au noeud z;, on note ) la valeur discrete de u/(z) au point z;, Cette
notation s’utilise de fagon

équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de la grandeur w.

Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en no-
tation indicielle

wp = = 1 O(h)

1I-3 Exemple simple 1D avec conditions de Dirichlet
Considérons ’équation différentielle suivante :

{ —u"(x) = f(x), x€]0,1]
u(0) =, u(l) =7

ou f est une fonction continue.
On commence par une discrétisation de 'intervalle [0, 1] en introduisant N +2
points équidistants, comme suit

w; =ih, 0< i< N+1

1
N+1° ] )
n a résoudre s’écrit, sous forme discréte en chaque noeud x;

—u" (z;) = f(x:),

Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a ’ordre

avec h =
L’équatio

2
o Wil — 2U; + Ui
u; = 72
D’ou I’équation discrétisée est donneé par
2u; — Uip1 — ui—1 = hf;, pour 1< i< N
La forme matricielle de ce systéme d’équations linéaires AU = f s’écrit
comme suit
2 -1 0 . . 0 u fi+t %
-1 2 -1 . . . s f
0 .
= h?
. . —1 Unp—1 fn—l
0 . ) .o—=1 2 Up, frt+ 5

il reste & démontrer que la matrice A est inversible, d’ou la solution U =
(Ul, uz, ..., un)



Exemple

Trouver une solution appprochée par un schéma de différences finies pour
n = 3 du probléme suivant

{ —u"(x) = f(x), x €]0,n]|
u(0) =u(mr) =0

Solution . . )
—a i
On a h = =—, x,=—,0<:<4
N +1 o 7t T T T
Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a ’ordre
2
v Wil — 2u; + w1
u;, = 72
D’ou le probléme discrétisé est donneé par
2 — U1 — Ui = 7{—; sin(z;) pour 1< <3
u(0) =u(4) =0
écrivant la forme matricielle du probleme
2
pour i = 1 2u; — uz — ug = Jg sin(xy)
pour i = 2 QUy — U3 — U] = “—2 sin(z2)
pour ¢ = 3 2u3 — Ug — Uz = 1—2 sin(xs)
™ s 3T
tels que 1 = —, x1=§ xl:Z’ =0, u(4) =0.
d’ot, le systéme AU = F est donnée par
. T
sin(—
2 -1 0 Uy 2 (74)
—1 2 —1 2 = 1_6 Sln(—)
0 —1 2 Uus in( T
sin(—
4
La matrice A est symetrique et définie positive, en effet:
1. A=At

2. Soit Xt = (z1,x2,x3)" # (0,0,0)%. On a

2 -1 0 T
XtAX = ( 1 o 3 ) —1 2 —1 i)
0 —1 2 xrs3

— (wl—x2)2+($2—$3)2+$%+$§>0

D’ou la matrice A est inversible. On en déduire que le systéme matriciel
AU = F admet une unique solution.



Calculons la solution

’ 2
2’UJ1 — U2 = 773\2/5
2
S —U1 -+ U — U3 — 7{—
_ m2V2
[ —Uuz Fus = T557
( 14+v2) 72
up = ¢ 32)
24+/2) 7>
_ (+v2)n?
. U3 = 32

e II-4 Exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann

Considérons ’équation différentielle suivante :

{ —u’(z) = f(x), = €]0,1]
u(0) = o, w(1) =

ou 'on a cette fois une condition de Neumann en x = 1.
Les modifications du probléme discrétisé par rapport au cas précédent sont
les suivantes.

Tout d’abord, le nombre d’inconnues a changé. Il y a une inconnue au
bord en x = 1. Le probléme discret a donc maintenant, sur la base du méme
maillage que précédemment, /N + 1 inconnues u; pour ¢ variant de 1 & N + 1.

D’autre part, il faut discrétisée la condition de Neumann u'(1) = 3. Plusieurs
choix sont possibles pour approximer cette dérivée premieére. C’est un des in-
convénients de la méthode des différences finies : elle ne donne pas de facon
naturelle une bonne approximation des conditions de Neumann.

UN —UN-1
h

Dans notre cas, nous utilisons une approximation d’ordre 1 : u/(1) =

Sous forme matricielle, on obtient :

(2_1 -1 0 . . 0\(u1 \ f1+}?—2\

2 —1 . U2 fa

: : =h*| .
) -1 2 -1 : fn-1
—-1 2 Un, In
o . . .0 =11 J\ ) \ 2 )
il reste & démontrer que la matrice A est inversible, d’ou la solution U =
(U1, U2y ooy Uy UN+1)
Exemple

Trouver une solution appprochée par un schéma de différences finies pour
n = 3 du probléme suivant

S
u(0) =0, /(7)) =0




Solution

b—a 1 1 .
On a h = =—, x,=—,0<:<4
' N+1 us
Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a I'ordre
2
g Uikl — 2U; + Ui
u =
h2
discrétisons la condition de Neumann «/(1) = (, au moyen d’un schéma
décentré a droite
UN+1 — UN
/ _ _

D’otu le probléme discrétisé est donneé par

u(0) = 0, Ya " U3 _

2 .
{ 2u; —uip1 — Ui—1 = jgsin(x;) pour 1 < 7 <3
h

écrivant la forme matricielle du probléme

2
. x?
pour i = 1 2up — ug — ug = l—gsm(ﬂcl)
. o2
pour ¢ = 2 Uy — U3 — U] = 1—98111(1'2)
pour i = 3 2u3 — Uy — Uz = Tg sin(z3)
Ug — U3 :hﬁ:O

s T 3
tels que =1 = 1 Ty =7, T1 = 71

d’ot, le systéme AU = F' est donnée par

’U,OZO.

. T
2 -1 0 0 u sin(y)
-1 2 -1 0 Uo B 2 sin(—)
o -1 2 -1 ws | T 16| B
0 0 -1 1 " sin(—-)
0

det(a)=1, alors:La matrice A est inversible. On en déduire que le
systéme matriciel AU = F' admet une unique solution.
Calculons la solution

U = A'F
1.4892
2.5422
2.9784
2.9784



