3 Les matrices

3.1. Définitions et exemples

Définition 3.1 (Matrice). Soient n et m deux entiers naturels non nuls. On appelle
matrice de type (n, m) a n lignes et m colonnes a coefficients dans K, toute famille
A = (aij )1<i<n1<j<m d’éléments de K. La matrice A est généralement représentée
sous la forme d’un tableau an lignes et m colonnes comme suit :

ail ai12 . A1m

a1 Q22 ... d2m
_A =

an1  an2 cee Apm

On la note aussi A = (a;;) s’il n’y a pas d’ambiguité sur la taille de A, ol a;; € K
est I’élément correspondant & I'intersection de la i ligne et de la j¢¢ colonne
de A. L’ensemble des matrices de type (n,m) & coefficients dans K est noté par

My m (K).

Définition 3.2. Soit A = (a;;) une matrice de M, ,(K).

e Sin=m=1, la matrice A de M1 1(K) est uni-coefficient. Elle est de la forme
(a). 1l est usuel d’identifier cette matrice et son coefficient a € K.

e Si tous les coefficients de A sont nul, alors elle est appelée matrice nulle et notée
On,m = (0).

o Sin=1 et m quelconque, la matrice A de My n,(K) est appelée matrice ligne.
Elle est de la forme

Az(al as ... am).

Il est usuel d’identifier cette matrice au m uplet (ay, @z, ..., ).
o Sin quelconque et m =1, la matrice A de M, 1(K) est appelée matrice colonne.
Elle est de la forme

ay
az
A=
Qn
Dans ce cas, il est usuel aussi d’identifier cette matrice au n uplet (a1, ag, ..., an).

Définition 3.3 (Transposition). Soit A = (a,;) une matrice de My, n(K).



CHAPITRE 3. LES MATRICES

On appelle transposée de A, la matrice (aj;) de My, »(K) et on note A*, i.e.,
At = (aji) .

Remarque 3.1. Soit A = (a;;) une matrice de M, ,(K). Alors on a :
(A=A,

Définition 3.4 (Matrice carrée). Soit A = (a;;) une matrice de M, ,,(K).
Sim = n, alors A est appelée matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées
d’ordre n_est noté par My, (K) ou simplement My (K).

Définition 3.5 (Matrice diagonale). Soit A = (a;;) une matrice de M, (K).

o Les éléments a;; s’appellent les coefficients diagonauzx de A.

e La famille (a1, a2, ..., any) est appelée diagonale principle de A.

o Une matrice D € M,,(K) est dite matrice diagonale lorsquelle ses coefficients
non diagonauz sont nuls. Une telle matrice est de la forme :

all 0 0 0
0 a99 0 0
D= 0 0 ass
0
0 0 0  ann

Définition 3.6 (La trace d’une matrice). Soit A = (a;;) une matrice de M,,(K).

La trace de A est le nombre dans K, notée Tr = ay1 + asa + ... + anp.

Définition 3.7 (Matrice symétrique). Soit A = (a;;) une matrice de M, (K).
On dit que A est symétrique si et seulement si A = At.

Définition 3.8 (Matrice triangulaire). Soit T' = (a;;) une matrice de M,,(K).
e On dit que T est triangulaire supérieure si tous les coefficients en dessous de
la diagonale sont nuls. Donc, elle est de la forme :

a; a2 @iz .. A1n
0 22 423 . A9on
T = 0 0 ass
. . : App—1
0 0 . 0 Qnn

e On dit que T est triangulaire inférieure si tous les coefficients en dessus de
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la diagonale sont nuls. Alors, elle est de la forme :

ail 0 0 . 0
as1 a9 0 .. 0
T'=1] a3 as2 ass
0
Gpl  An2 .. Gpn—1 GOnn

Définition 3.9 (Matrice identité). On appelle matrice identité d’ordre n, la matrice
carrée d’ordre n dont les éléments de la diagonale sont égaux a 1 et tous les autres
sont égauz a 0. On la note I,,. On écrit,

0 0 0

01 0 0
I,=10 0 1

: 0

0 0 0 1

Somme de deux matrices
Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de M,, ,,, (K).
La somme de A et B est la matrice notée A + B de M,, ,,,(K) définie par :

a1 +bi1 aa+bi2 ... aim +bim

ag1 +ba1  az b ... azm 4 bopy
A+ B = (ai; +bij) =

an1 + bnl An2 + bn2 o Apm + bnm

Multiplication par un scalaire
Soient A = (a;;) une matrice de M,, ,,(K) et A € K.
Le produit de A par A est la matrice notée A - A de M,, ,,(K) définie par :

)\au )\&12 )\alm

)\agl )\(LQQ )\(LQm
AN-A= ()\aij) =

Aap1 AApa ... Aapm

Définition 3.10 (Antisymétrique d’une matrice). Soit A = (a;;) une matrice de
M (K). On dit que
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A est antisymétrique si et seulement si — A = A'.

Propriété :
Soient A, B € M, n(K) et o € K. Alors on a :

(A+B)' = A" + B' et (a-B)t=a~Bt.

Théoréme 3.1. En munissant l'ensemble M, ,,(K) par les deuz opération :

e 7 +7 addition des matrices (loi interne),

e 7.7 multiplication d’une matrice par un scalaire (loi externe).

Alors, (Mp,m(K),+,-) est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul est la matrice

nulle Oy, .

Définition 3.11 (Produit de deux matrices). Soient A = (a;;) une matrice de
My (K) et B = (b;j) une matrice de My, ,(K). Le Produit de A par B est la
matrice C = A x B de M,, ,(K) définie par :

m

Vie{l,2,...,n},Vj€{1,2,...,p};C = (c;j) avec ¢;j = Zaikbkj )

k=1

Exemple 3.1. Soient

On a donc
Ax B = 5 5 =3 .
-3 1 -1

Remarque 3.2. La multiplication de deux matrices n’est pas toujours commutative,
lorsqu’il est possible de calculer les deux produits.

Proposition 3.1. Soient A = (ai;) € Mpym(K), B = (bij) € Mup(K) et
C = (cij) € Mpp(K) avec n,m et p trois entiers naturels non nuls, et soit
a € K. Alors on :

e A+ B=B+A.

e (A+B)xC=(AxC)+(BxC)etAx(B+C)=(AxB)+ (Ax(C).

e Ax(Bx(C)=(AxB)xC.

e AxI,=Ael, xA=A

oo -(AxB)=(a-A)xB=Ax (a-B).
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Définition 3.12 (Puissance d’une matrice). Soient A = (a;;) € Mp(K) et k
un entier naturel non nul. On note A = I,,, A = A, A2 = Ax A et AF =
Ax Ax ...x Ak termes ). Cette matrice A¥, c’est la puissance k™ de A.

Définition 3.13 (Inverse d’une matrice carrée). Soit A = (a;5) € My(K). On
dit que A est inversible (réguliére) s’il existe une matrice B de M, (K) telle que
Ax B =BxA=1,. 5i tel est le cas, la matrice B est unique et est appelée
matrice inverse de A. De plus, elle est notée A™1.

Notation 3.1. On note GL,,(K) l’ensemble des matrices inversible d’ordre n.

Propriétés :
Soient A, B € GL,,(K). Alors on a :
o (ANt = (A1)
o (A Ht=A
1_

e (AxB)'=B"1xAL

3.2. Les matrices et les applications linéaires

La matrice associée & une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives m et n, B =
{v1,v2, ..., v } une base de E, B = {w1, wa, ..., wy, } une base de F et f € L(E, F).
On appelle matrice de f dans B et B’ et on note Mp p/(f) la matrice de la famille
f(B) = {f(v1), f(v2),..., f(vy)} dans la base B’. Autrement dit, Mp g/ (f) est la
matrice & n ligne et m colonne & coefficients dans K, dont les éléments de la j¢™¢
colonne sont les coordonnées du vecteur f(v;) dans la base B’ ol

MB,B’(f) = (aij)7vj € {1a2 m} f 'U] Zal] w; =

Application linéaire associée & une matrice

Proposition 3.2. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respec-
tives m et n, B = {v1,va, ..., v} une base de E, B’ = {wy, wa, ..., w,} une base de
F. Alors la donnée d’une matrice A € M, ., (K), donne une unique application
linéaire f de E dans F', ou A = Mg p/(f).

L’expression analytique de f :
On a:Vz € E, 3 (x1, 22, ..., Tm) EK™; x= 10| @; - v;.
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Etant donné la matrice A = Mg 5/ (f).
1

T2
e Pour chaque z € F, notons X = Mp(z) =

Tm

Y1

Y2
e Pour chaque y € F, notons Y = Mg/ (y) =

Yn
Alors siy = f(z),ona:Y = A x X. Cette équation peut étre écrite sous forme

matricielle comme suit :

Y1 a1 a2 ... Qim Z1
Y2 a21 Q22 ... QA2m 1)
= X
Yn an1 an2 o Anm T

On obtient alors le systeme suivant :

Y1 = G11T1 + a12T2 + ... + A1 Tm

Y2 = G21T1 + G22T2 + ... + Q2 Tm

Yn = Gp1T1 + Ap222 + ... + AT

On en déduit que I'application linéaire f associée & la matrice A est définie par :

flx1, @, ooy ) = (a1121 + @12%2 + oo + A1 Ty ooy Cp1T1 + Q2T + oo+ G Ton ) -

Propriétés :

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G) ou E, F et G trois K-espaces vectoriels
de dimensions respectives m,n et p avec m,n,p Trois entiers naturels non nuls.
Soient B = {v1,va, ..., U} une base de E, B’ = {wy, ws, ..., w,} une base de F et
B" = {u1,us, ..., up} une base de G. Alors, on a :

e L’application ¢ : f — Mg p/(f) est un isomorphisme de L(E, F) sur M, ,,(K).
o L(E,F) est un K-espace vectoriel de dimension finie avec

dim(L(E, F)) = dim(M,, n(K)) =m x n =dim(E) x dim(F).

e On considére m =n et A = Mp p/(f). Alors on a :
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f est un isomorphisme de E sur F' si et seulement si A est inversible. de plus
My s(f71) = A7"
e L’application g o f est définie par :
Mg g (go f) = Mp 5 (g9) x Mg s (f)

Remarque 3.3. Si la matrice de f est A= Mg g/ (f) = (a;;) € My m(K), et
la matrice de g est B = Mg/ g (g) = (bij) € My n(K), alors la matrice de g o f
est C' = Mppr(go f) = (cij) € Mpm(K).

Définition 3.14 (Matrice de passage). On appelle matrice de passage de B ¢ B’ la

reme

matrice carrée P = (p;;) dont la j colonne s’écrit dans la base B de la forme :

Vi€ {12, .onbw; =D pijvi.
i=1

Autrement dit, les colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs de la base 13’
exprimées dans la base B.

Proposition 3.3. On considére ’endomorphisme identique de E, ’application
Id(E) : v — Id(v) = v. Soit P la matrice de passage de B a B'. Alors,

P = Mp p(ldg).

Changement de base

Théoréme 3.2. Soient x un élément de E, X et X' les matrices colonnes des
coordonnées de x dans les bases B et B’ respectivement. Alors,

X=PxX'.
En effet, on a : P = Mg (Idge), X = Mp(z) et X' = Mp/(x). Alors,
X = Mg(aj) = MB(IdE(.’E)) = M&@(IdE) X MB/(Q,‘) =Px X'

Remarque 3.4. La formule suivante peut également étre extraite : X' = P71 x X .

Changement de base pour une application linéaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie m, B et B’ deux bases de E et
P la matrice de passage de B a B'.

Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie n, C et C’ deux bases de F et Q
la matrice de passage de C a C’.
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Théoréme 3.3. Soient f € L(E,F), A= Mpc(f) et A’ = Mp: ¢/ (f). Alors,

A =Q 'xAxP

Corollaire 3.1 (Cas d’'un endomorphisme). Si f € L(E), A = Mp(f) et A’ =
Mg/ (f). Alors,
A =P 1'xAxP.

Définition 3.15 (Matrices semblables). On dit que deuz matrices A et A’ de
M, (K) sont semblables s’il existe une matrice inversible P, i.e., P € GL,(K) telle
que :

A =P 1'xAxP.

Définition 3.16 (Rang d’une matrice). Soit A une matrice de M, ,,(K). On
appelle rang de A, et on note rg(A), le rang de ces vecteurs colonnes.

Proposition 3.4. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B
une base de E, B’ une base de F, f € L(E,F) et A= Mp g (f). Alors,

rg(f) =rg(A).

Théoreme 3.4. Soit A € M, (K). Alors, A est inversible si et seulement si les
matrices colonnes de A forment une base de A € M, 1(K). Cela revient aussi a
dire que

A est inversible < rg(A) =n.

Remarque 3.5. A est inversible si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une base de K™.

Proposition 3.5. Soit A une matrice de M., n,(K). Alors,

rg(A") =rg(4).



