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Examen du Module Introduction à la Théorie des Groupes

Exercice 1 (4 pts) :

Soit (G, ·) un groupe tel que ∀x ∈ G, x2 = 1G,i.e, tout élément de G
différent de 1G est d’order 2.
Montrer que (G, ·) est commutatif.

Exercice 2 (10 pts) :

Soient n ∈ Z et SL (2,Z) = {M ∈M (2,Z) : det (M) = 1}.
1. Montrer que (SL (2,Z) ,×) est un groupe.

Soient H =

{(
1 2s
0 1

)
, s ∈ Z

}
et K =

{(
1 0
2t 1

)
, t ∈ Z

}
.

2. Montrer que (H,×) et (K,×) sont des sous groupes de (SL (2,Z) ,×).
3. CalcculerH×K = {h× k, h ∈ H, k ∈ K} etK×H = {k × h, k ∈ K,h ∈ H}.
4. En déduire que H ×K n’est pas un sous groupe de (SL (2,Z) ,×).

Exercice 3 (6 pts) :

(a) Soit n ∈ N, n ≥ 2
1. Montrer que Un =

{
e
2πik
n , k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n− 1

}
est un sous groupe du

groupe (C∗,×).
(b) Soit l’application θ : (Z,+) −→ (Un,×) définie par f (k) = e

2πik
n .

1. Montrer que θ est un morphisme surjectif.
2. Calculer Ker (θ).

Bonne chance
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