Université de M.Boudiaf M’sila
Faculté des Mathématiques et d’Informatique
Département de Mathématiques

2020/2021

Corrigé type du Module Introduction & la Théorie des Groupes
Exercice 1 (4 pts) :

Soit (G, -) un groupe tel que Vo € G, 22 = 1 (A),i.e, tout élément de
G différent de 14 est d’ordre 2.
Soient x,y € G, on a zy € G et d’aprés la propriété (A) (xy)2 = lg,lie,
(xy) (ry) = 1g, par conséquent x (yx)y = lg, donc zx (yx)yy = xy, qui
implique yr = xy. Finalement le groupe (G, -) est commutatif.

Exercice 2 (10 pts) :

(a) Soient n € Z et SL(2,Z) = {M € M (2,Z) : det (M) = 1}.
(SL(2,Z), x) est un groupe:

1. La loi ” x 7 (le produit matriciel) est interne sur (SL(2,Z), x):
solent M, N € SL(2,Z), i.e, det (M) = 1 et det(N) = 1. On sait que
det (M x N) = det (M) det (N) =1, donc det (M x N) = 1, par conséquent
M x N € SL(2,Z).

2. Il est claire que le produit matriciel est associative.

3. La matrice [ = L0 ) est 1’élément neutre de SL (2,Z) car VM €

01
SL(2,Z), M x I = I, x M = M.

4. Chaque élément de (SL(2,Z), %) admet un élément symétrique: soit
M € SL(2,Z), i.e, det (M) = 1.on note M ! la matrice inverse de M. On a
det (M) = m, donc det (M) =1,deplus M x Mt = Mt x M = I,
finalement M ~! est I’élément symétrique de M.

(b) Soit H = {( (1] 218 > .5 € Z}, (H, x) est un sous groupe de (SL (2,Z), X):
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1. Pour tout s € Z, det < 0 1

) =1,donc H C SL(2,Z).

2. H#0: sis:O,alorslgz((l) ?)EH.
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3. Soient ST € H.ie,S=( L 2 ) sezer=(1 % )1ez
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OnanT_<0 1 )EHetS —<0 1 >€H.
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(c)Sth:{<28 1) SGZ} (K, x) est un sous groupe de (SL (2,Z) , X):
1. Pour tout s € Z, det < ) =1,donc K C SL(2,Z).
10
2. K #(: sis=0,alors I = <0 1)6[(.

3. Soient S, T € K, i.e, S = ! (1) 21 ,t € Z.
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(d) Hx K={hxk,he H ke K}
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! 28 ),s,tEZ}.

e) Comme H x K # K x H, alors (H x K, X) n’est pas un sous groupe de

SL(2,Z), %).
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Exercice 3 (6 pts) :

(a) Soitn € Nyn > 2, U, = {ngk,kEZ,Oﬁl@Sn—l}, (Up, X) est un

sous groupe du groupe (C*, x):

1. U, #0: sik =0, on a e =1eU,.
2mik 27ik:

2. Soient e e w- € U,, on a

2miky 2miky \ —1 2mi(ky —ks)
n X (e Tn =e = e U,.
2mik

e
(b) Soit I’application 6 : (Z,+) — (U, x) définie par 0 (k) =e™n .

1. 6 est un morphisme surjectif:
2mi(k1+ko) 27iky 2miko

on aVky, ks € 72,0 (k1 +ky)=e = =e n xe n =0(k)x0(ks).

27mik

L’application 6 est surjective car Ve® it € Up,3dk € Z tel que 0 (k) =e™n .

27mik

Ker(@):{k:GZ,Q(k):e n zl}znZ.



