Chapitre 1
Méthode numérique pour EDP

Schéma d’ordre supérieur

1.1 Discrétisation pour I’équation de la chaleur 1D

Considérons le proléme monodimentionnelle de la conduction de la chaleur dans une barre
1 m de longueur.
le champ de température u(z,t) véirfie ’équation de la chaleur, avec quelques conditions
comme suit
ou , 0%u Lo 0
— = -—,
ot 0x?
u(0,t) =wu(l,t) =0, t =0,
u(z,0) = f(z), @ € [0,1]
discrétisé I'intrvalle en N +1 noeuds de coordonnées z;, (i variant de 1 a N +1) réguliére-
ments éspaceées.
Notons h le pas de l'espace, le temps est discrétisé en intervalle de pas constant k |,

notons u; la température au noeud z; = ih, et a l'instant t; = jk

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation
ou\’ ,0%u\’
- — v ——
ot 0x?
ou\’ %\’
- — U2_
&) - (%)



1.2. Schéma explicite

La premieére dite explicite utilise une discrétisation au noeud x; et a l'itération courante

7, la seconde dite implicite utilise une discrétisation au noeud z; et a l'itération courante

J+1

1.2 Schéma explicite

Nous utilisons un schéma avant d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma
centré d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace
d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace

8U J uj_H — uj
5y - £

0*u)’ _ ungl — 2u] +ul_,
o), h?

i

d’ot le proléme discrétisé est donné par

ul! UJ_ 2ug+1—2ug+ug_1 £ 0
k- h? ’

upy = uy,, =0, =0,

ug = f(xi), = €[0,1]

ak
En posant A = 72 la température a l'itération j 4+ 1 est donnée par
W =\

qu’on peut ’écrire sous forme matricielle comme suit

(ul a 1—2) A 0 . . 0 2y ! (a\
0
_ A
0
. . A . 0
Vv ) o YA 5 )



1.3. Schéma implicite

1.3 Schéma implicite

Nous utilisons un schéma arriére d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma

centré d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace

d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace

du\’ B wl Tt — !
o), k

(%)jﬂ o 2w ]l

Ox? h?

d’ou le proleme discrétisé est donné par
T R AP
uh =y, =0,t=0,0< j<M+1
W= f(z;), z€[0,1], 0< i< N +1

ak
En posant \ = Wz la température a l'itération j + 1 est donnée par
Wt =\

qu’on peut ’écrire sous forme matricielle comme suit

J+1 J
1420 =A 0 . . 0 w u [ o
0
= + A
0 .
- ) . 0
0 —A 1+2>\ unN KUN ﬁ

d’ou
AU =T+ C = U = A0 + A71C

Exemple 1.3.1 Soit le probléme

ou  O%u 1
a5 02,0< t<2 €10, 2|
u(0,t) =u(2,t) =0, 0< t <

1
2’
u(z,0) =1 — cos(mz), x € [0,2]



1.3. Schéma implicite

1. Donner les schémas explicite et implicite pour h = 0.5, kK = 0.1,

2. Trouver deuz solutions approchées en utilisant les deux schémas a l’instant 0.1.

b—a 2 1

Solution 1.3.1 h— _ 1N
O“W; 0”0‘; N+l 1+N 27 3
— C .
M+1 2(1+)M 0.1=
o2k 12(0.1
A= UR — 04
= (05)

Schéma explicite
On remplace uy;, Uy, par leurs approrimations

i+1
w 't —

7 7

]{j Y

J J J
Uipq — 2u; + Uy
B2

Uy = Ugr =

Alors on obtient le schéma aux différences finies pour le probléme (1) comme suit

k k k.
uZH h2 §+1 (1— Qﬁ)u+h2g1,1§i§N’1§j§M
U%_UNH—O O< j=sM+1,

w? =1—cos(rz), 0< i <N +1,

Schéma tmplicite
On remplace uy, Uy, par leurs approrimations

Jj+1 J J+1 J+1 J+1
]f ) ULBIE - h2

U =
Alors on obtient le schéma aux différences finies pour le probléme (1) comme suit

k k ;
—sulhy + (4 205)ul ™ — el =ul, 1< i <N 1< <M
uozuN+1=O, 0< < M+1,

u) =1—cos(mz), 0< i< N+1,

2. Calculons les deux solutions approchées en utilisant les deux schémas

Schéma explicite

ko k k

ul,, — (1 — 2h2)u +

= S, wl, 1< i<N,1< j<M

hgzlv

avec u%:u%+120,pour0§ J<M+1,ud =1—cos(mx),pour 0 < ¢ <N +1,

k
Posons A = 72 =04



1.3. Schéma implicite

Pour linstant 0.1 on prend j =0

k k
pouri=1 — U%Zﬁug—(l—Zﬁ)u%ﬁug

k k
pouri =2 — Uézﬁug—(l—zﬁ)ungﬁu?

k
pouri =3 — ul= ﬁug— (1 —Qﬁ)ugjt ﬁug

D’ot le systéme matriciel correspondant au probléme discretprecedent UUTY = AU est

donné par
(+1) ()
U1 1—2)\ A 0 U1
U9 - A 1—2X A U9
Us 0 A 1—2\ Us
=
(1) (0)
Uy 02 04 0 Uy 0.2 04 0 1
Ug = 04 02 04 U2 = 04 02 04 2
U3 0 04 0.2 U3 0 0.4 0.2 1
d’ot
(1)
U1 1
U2 - 1
Uus 1

Schéma implicite

1k i ,
ARy L

; Sl 1< i<N,1< j<M

k k

avec u = uly,, = 0,pour 0 < j < M + 1,u) =1 — cos(nz),pour 0< i< N +1,
Posons \ = % =04
Pour linstant 0.1 on prend j =0

pouri =1 — —Aud+ (142 \)ui — Au = uf

pouri =2 — —Auj~+ (1+2\)uj — \uj = ud

pouri =3 — —Aui+ (1+ 2\)uld — \ud =



1.3. Schéma implicite

D’ou le systéme matriciel correspondant au probleme discretprecedent AUV = U0 est

donné par
(G+1) ()
1 —+ 20 =\ 0 U1l Uq
—>\ 1 -+ 2A —)\ U9 = U2
0 —A 1+ 2\ us us
=
(1) (0)
1.8 —-04 O Ul U1 1
0 —-0.4 1.8 Uus Us 1
d’ot
1.8uj — 0.4ud =1 uj = 0.3247

_0.4ul +1.8u) — 0.4ul =2 = { wl =1.0390
—0.4uj + 1.8u = 1 uj = 0.3247

Généralité d’'un schéma pour I’équation de la chaleur

Il s’agit d’une genéralisationdes schémas précédent avec 0 < 6 < 1, ce schéma s’écrit

sous la forme suivantes

Wl o, ull =20 ulh Ul — 2u] +ul_ . .
=0 2 +(1-96) 72 ), 1<i<N, j=12,..
2k
posons A = vh_2
on obtient
ul ™=y = MO(uly = 2l ) + (1= ) (ugy = 2u] 4 uly)

la forme matricielle de ce schémas’écrit comme suit

(I +OXAUYTY = (I — (1 - 9) AUV

2 -1 . .o 0 1 0
-1 2 —1 0 0 1 0
o U = (ul,ul, ..., uly) ,A=| ' ' et =
—1
0 -1 2 ) 0 0




1.4. schéma de Crank Nicolson

Cas particuliers
Si # = 0 —schéma explicite
Si # = 1 —schéma implicite

Si 0 = 0 —schéma de Crank Nicolson

1.4 schéma de Crank Nicolson

considerons le probléme
ou 0%
— =V 1[, ¢
5=V g ¢ €|0,1[, t >0
uw(0,t) =u(l,t) =0, t =0,
u(z,0) = f(z), = €[0,1]

Le schéma de crank Nicolson est donné par

Jj+1 J 2 ,J+1 Jj+1 Jj+1 J J J
up o —wy U7 Uy — 22U Uy F Uy — 20 U : :
= E 1< iSN,1< <M

w=uy, ,=0,t=0,0< j<M+1
0

u; = f(z;), x€[0,1], 0< i< N +1

v2k

En posant A = W on obtient

20" —ul) = Muliy = 2] ) ol - 2] +uly)
= T+ 20)u T =l = Ml (2204 + /\u{;1
Alors la forme matricielle CU = DU équivalente au probléme precedent est écrite

comme suit

Jj+1

2420 A 0 . . 0 s 292\ A 0 . . 0
A 242) A . ” A 22\ A
0 . . o .
0 N 0
A A
0 A 242X uy 0 A 2-2)

tels que

Uy

Ug

un




1.4. schéma de Crank Nicolson

242X
—-A

0
d’onnt la solution

—-A
242\

0
-
-\ 242X

Uttt = 1 pu?

2-2\ A 0
A 2-2X A
0
0

A 2-=2)

U=

Uy

Ug

un




1.5. Discrétisation de I’équation de Laplace 2D stationnaire

1.5 Discrétisation de I’équation de Laplace 2D station-

naire

Considérons le probléme de Poisson avec conditions aux limites de type Dirichlet homogéne

sur le pavé Q = [0,a] x [0,b] C R?

—Au = f sur
uw=0 sur d

ot u = u(x,y) et f est une fonction réguliére donnée dans €2

Soient n, m € Nx*. On définit le pas dans les deux directions comme suit :

a

h = , x; =1th, 1=0,1,2,....n+ 1.
n+1
b
f— _— i: .k, ] 20,1,2,..., ]..
m—I—l’y Jr, ] m —+

On écrit le schéma aux différences finies pour les dérivées partielles du second ordre par

2 I 9,7 J 2 Jj—1 J Jj+1
0 u Ui —2u; H Uy 0w U = 2u F

@(Iiayj) — h2 3 3@/2 (xiayj) — ]C2

Et les conditions aux bords de type de Dirichlet homogene

uw(2,0) =0 =ud, u(z,b) =0 = v pouri =0,1,...,n+1

(3

w(0,y) =0 = uj,u(a,y) =0 =1l , pour j =0,1,....m+1
Alors le schéma de différences finies pour le probléme (3.6) est donné par

— s — e —f,1<i<n, 1<j<m

=u" =0, 0<i<n+1

/ . . . . . .
J __9,] J Jj—1 J Jj+1

u

0
7
\ u6:u£+1:O, 0<j<m+1

D’ou le systéme matriciel correspondant a (3.7) s’écrit sous la forme suivante

AU = F,



1.5. Discrétisation de I'équation de Laplace 2D stationnaire

ol A est une matrice tridiagonale par blocs de taille n x m donnée par

(B C o . . o\

¢ B C
0

0
¢ B C

\6 0 ¢ B

avec B et C' sont deux matrices carrées dans le corps R représentons comme suit

2 2 1 1
ﬁ+ﬁ ~3 0 .o 0 \ ( ~2 0 o . . 0
1 2 2 1 1
0 .
B — 7C: O .
0 0
1 0
h2
1 27 2 1
__- £, = 0 0 ——
\ 0 h2  R2 + L2 ) K k2

et
U == (Ul,UQ,...,Uj,...,Un)t,F - (Fl,FQ,...,Fj,...,Fn)t,

pour 1 < j3 <mon a

Us = (bt By = (f2, 2 S

7

d’ou la solution

U=A'F

Exemple 1.5.1 Dans cet exemple, on prend a = b =1 et n = m = 3. Le schéma de
différences finies (3.7) est devient

4u‘f—ug—1—ug+1—uf_l—uf+1=h2 /,1<i<3,1<;5<3

)

W =u"t =0, 0<i<4

7 2

u{):uiH:O, 0<5<4

Ainsi on écrit le systéme matriciel pour 1 <1i,j < 3.

10




1.5. Discrétisation de I’équation de Laplace 2D stationnaire

Fizons i =1
pour j =1 — 4u} —uf —ud —ud —u? = h2f]
pour j =2 — 4ut —ul —ui —uj —ud = h?f?
pour j =3 — 4u} —uf —uy —ud —uf = hAf}
Fixons 1 = 2
pour j =1 — 4uj —u —uy — u? —u? = h2f}

. 2 _ .2 .2 .1 _ .3 _ 122
pour j =2 — 4duy —ug — uy — u; —uy = h° ff

. _ 3_,1 _ .3 _ .2 4 _ p2s3
pour j =3 — 4duy —uy —uy —ui —uy; = h°f;
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