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Module : Analyse-2

Correction d’examen (Session normale) : 24/05/ 2021

Durée de l’examen : 1 Heure et 30 Minutes

Ce sujet comporte 3 exercices :

— Exercice 1 : Le développement limité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 points
— Exercice 2 : Les intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 points
— Exercice 3 : Les équations différentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 points
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Correction d’exercice 1 : (7 pts )
1 - Comme sin, arctan ∈ C∞(R). Alors, par la formule de Mac-Laurin, on a

sin x = x− 1
6x

3 + o(x4) (1).1 pt

et arctan x = x− 1
3x

3 + o(x4) (2).1 pt

2 - Soit la fonction f(x) = 1
1− sin x −

1
1− arctan x.

a) On a 1
1− t = 1 + t+ t2 + t3 + t4 + o(t4).1 pt

Pour 1
1− sin x , et d’après (1), on pose t = x− 1

6x
3 + o(x4), on a

{
t→ 0
x→ 0. Alors, on

trouve,

1
1− sin x = 1 + (x− 1

6x
3) + (x− 1

6x
3)2 + (x− 1

6x
3)3 + (x− 1

6x
3)4 + o(x4)

= 1 + x+ x2 + 5
6x

3 − 1
3x

4 + o(x4).

La même méthode pour 1
1− arctan x , et d’après (2), on pose t = x − 1

6x
3 + o(x4), on1 pt

obtient, donc

1
1− arctan x = 1 + (x− 1

3x
3) + (x− 1

3x
3)2 + (x− 1

3x
3)3 + (x− 1

3x
3)4 + o(x4)

= 1 + x+ x2 + 2
3x

3 − 2
3x

4 + o(x4).

Par conséquent, on a f(x) = 1
6x

3 + 1
3x

4 + o(x4)1 pt

b) D’après la formule de Mac-Laurin, on a aussi :

f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x+ f ′(0)

2! x2 + f ′(0)
3! x3 + f ′(0)

4! x4 + o(x4).0.5 pt

Donc, par identification, on a

f(0) = 0,
f ′(0)

1! = 0,
f ′′(0)

2! = 0,
f (3)(0)

3! = 1
6 ,

f (4)(0)
4! = 1

3 ,

⇒



f(0) = 0,
f ′(0) = 0,
f ′′(0) = 0,
f (3)(0) = 1,
f (4)(0) = 8.

0.5 pt

c) lim
x→0

f(x)
x3 = lim

x→0

1
6x

3 + 1
3x

4 + o(x4)

x3 = lim
x→0

(1
6 + 1

3x+ o(x)) = 1
6 .1 pt
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Correction d’exercice 2 : (7 pts )
1 - Posons ∃a, b, c ∈ R, tels que pour tout x ∈ R− {−1} on a :

3
x3 + 1 = a

x+ 1 + bx+ c

x2 − x+ 1 . Donc, 3
x3 + 1 = (a+ b)x2 + (−a+ b+ c)x+ a+ c

(x+ 1)(x2 − x+ 1) .1 pt

Par identification on trouve,
a+ b = 0
−a+ b+ c = 0
a+ c = 3

⇒


a = 1,
b = −1,
c = 2.

C’est à dire : 3
x3 + 1 = 1

x+ 1 + −x+ 2
x2 − x+ 11.5 pt

2 - On calcule l’intégrale I =
∫
f(x)dx. On a donc,

I =
∫
f(x)dx =

∫ 1
x+ 1dx+

∫ −x+ 2
x2 − x+ 1dx

=
∫ 1
x+ 1dx−

1
2

∫ 2x− 1
x2 − x+ 1dx+ 3

2

∫ 1
x2 − x+ 1dx

= ln |x+ 1| − 1
2 ln |x2 − x+ 1|+ 2

∫ 1
(2x−1√

3 )2 + 1
dx.

2 pt
Pour l’intégrale

∫ 1
(2x−1√

3 )2 + 1
dx, on fait le changement u = 2x−1√

3 , donc, on trouve

du = 2√
3
dx. Par conséquent

2
∫ 1

(2x−1√
3 )2 + 1

dx =
√

3
∫ 1
u2 + 1du =

√
3 arctan(u) =

√
3 arctan(2x−1√

3 ).1 pt

En fin, on obtient : I = ln |x+ 1| − 1
2 ln |x2 − x+ 1|+

√
3 arctan(2x−1√

3 ) + c.0.5 pt

3 - D’où : J =
1∫
0
f(x)dx =

[
ln |x+ 1| − 1

2 ln |x2− x+ 1|+
√

3 arctan(2x−1√
3 ) + c

]1

0
= ln 2 +

√
3

3 π.1 pt

Correction d’exercice 3 : (6 pts )
1 - Soit l’équation y′ − 2xy = −x (1).

a) On résoudre l’équation homogène (EH) : y′ − 2xy = 0. Alors, on a
y = 0 est une solution de (EH), donc si y 6= 0, on a

y′ − 2xy = 0 ⇔
∫
dy

y
=

∫
2xdx

⇔ ln |y| = x2 + c⇔ y = kex2
/k = ∓c ∈ R.

C’est à dire yH = kex2
, /k ∈ R.1 pt

b) On cherche par méthode de variation de constante une solution particulière sous la forme
yp = k(x)ex2

. On a donc : y′p = k′ex2 + 2xkex2 . Alors,

y′p − 2xyp = −x ⇔ k′(x) = −xe−x2 ⇔
∫
dk = 1

2

∫
−2xex2

dx

⇔ k(x) = 1
2e
−x2

.
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Comme yp = k(x)ex2
. D’où yp = 1

2 .1 pt

Par conséquent y = yH + yp ⇒ y = kex2 + 1
2 , /k ∈ R.0.5 pt

2 - Soit l’équation de Bernoulli y′ − 2xy = −x (2). Alors on divise (2) par y2, on obtient
donc : y′y−2 + 2xy−1 = x.0.5 pt
Puis, on pose z = y−1, on trouve z′ = −y′y−2 et z′ − 2xz = −x0.5 pt

Alors, d’après (1) on a z = kex2 + 1
2 , /k ∈ R. Par conséquent y = 1

kex2 + 1
2
.1.5 pt

3 -

y(0) = 2 ⇔ 1
k + 1

2
= 2

⇔ k + 1
2 = 1

2 ⇔ k = 0.

C’est à dire y = 2.1 pt

FIN.
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