Analyse?

Exercicesrésolus

ANNEE UNIVERSITAIRE :2020-2022



Table des matiéres

Introduction

1 Formules de Taylor et Développements Limités

1
2
1.1 Séried’exercices N:1 . ... ... ... o 0oL 2
1.2 Correction de série d’exercices N:1 . . . . . . . . . . . ... ... 4

2 Intégrale de Riemann et calcul de primitives 17
2.1 Séried’exercices N :2 . . . . . . .. 17
2.2 Correction de série d’exercices N :2 . . . . . . . . . . . ... ... 19

3 Equations différentielles 31
3.1 Séried’exercices N:3 . . . . . . . ..o 31

3.2 Correction de série d’exercices N:3 . . . . . . . . . . .. ... .. 32

iii



Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utili-
sées par la suite.

=
5
N

: voisinage de .
). : f est négligeable devant g au voisinage de x.
: [ et g sont équivalentes au voisinage de .
I,R) : La fonction f de classe C" sur I, (n € N).
'(z0) : La dérivée a droite et a gauche en point z (respectivement).

: La fonction réciproque de f.

i
M2
o QO Q

S

I
;h

D.L : Développements limités.

R,(z)  :Lereste dans la formule de Taylor d’ordre n.
P,(z) : Fonction polynéme d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos  : Fonction arccosinus.

arctan  : Fonction arctangente.

sh,ch et th :Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch : Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.

deg(P) :dégré d'un polyndéme P.

o = (x)o<k<n: Subdivision finie du segment [a, b].

&([a, b], R): L'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles.

f € Bla,b] : Les fonctions f est bornée sur [a, b].

f € Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intégrable sur [a, b].
k=n

So(f) = Y myAz la somme de Darboux inférieure de f ott m;, = [inf ]f(x).
k=1 TE|Tp—1,Tk
k=n

So(f) = Y M;Az la somme de Darboux supérieure de f ou M, = sup f(x).
k=1 TE€[TE_1,Tk]
k=n

R,:(f) = > (xx — zx—1)f(tx) La somme de Riemann de f associée a o ou

o Py
t b: (tk)1<k<n tels que t; € [zi_1, T
/ f(x)dx:= [F(x)]% = F(b) — F(a) l'intégrale limité de f ot F est une primitive de f
sur [a, b|.

f(z)dx = F(x) + cl'intégrale illimité de f sur [a, b] ot F’ est une primitive de f et ¢
est une constante quelconque.
(EDL): Equation différentielle linéaire.

(E.H) : Equation différentielle homogene.
PPCM(.,.) : Le plus petit commun multiple.
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Introduction

Cette polycopié est une tentative de donner un coup de main a nos étudiants,
en résolvant en détail certains exercices d”Analyse 2 et dans tous les chapitres
liés a la polycopié comme le développement limités, I'intégration de Riemann,
le calcule de primitives et les équations différentielles ordinaires, qu’elles soient
du premier ou second degré.

De plus, nous n’avons généralement pas résolu les exercices notés par une
étoile (x) ou les exercices supplémentaires et avons laissé le soin au lecteur.

Ce travail, et comme tout travail humain, il n’est pas exempt d’erreurs et de
manquements, nous vous demandons donc de nous conseiller et de corriger
nos erreurs si possible.



Chapitre 1

Formules de Taylor et Développements
Limités

Sommaire
1.1 Séried’exercices N i1 . . . . o o i i i i i e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 2
1.2 Correction de série d’exercices N i1 . . . . . . . i i i i i i i i et et e et e et e e e e e 4

Remarque 1.1. Les exercices notés par (x) ou supplémentaires ne sera pas cor-
rigé dans cette polycopié, ils laisant au lecteur.

1.1 Série d’exercices N :1

Exercice 1.1. Donner un développement limité des fonctions suivantes a 1’ordre
n au voisinage de 0

@f(x):em, n=3. @f(a:):sinx, n=>5.(x)

@f(a:):cosa:, n=4. @f(x)zshx, n=>.

Exercice 1.2. @ Soit @ € R*. Donner un développement limité a I’ordre 3 au
voisinage de 0 de fonction f définie par f(z) = (1 + ).

@ En déduire le D.L a I'ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions suivantes
@ flz) =V1+z. 1 1
® f@)=Vitve.  @F@) =7, ® flz) = (14 2)5.(+)

% sin (%), six #0

0, six =0.

Exercice 1.3. Soit la fonction f définie par, f(z) = {

(1) Ftudier la continuité et la dérivabilité de f en point 0.
@ Etudier l’exixtence de dévellopememnt limité de f au voisinage de 0.

Exercice 1.4. Donner la formule de Taylor-Mac-Laurent des fonctions suivantes
a l’ordre n au voisinage de 0



1.1 Série d’exercices N :1
@f ) =€, n=3. @f = sh3x, n =0>5.
@

) = cos(4x), n=4. @f =In(2-2°%, n=4.
@fx:ch4x, n = 4.(x) @f ) =sin(2 + 2%), n=3.(x)

Exercice 1.5. Donner le D.L & d’ordre 3 en point zy = 0 des fonctions suivantes

@) f(z) = — @f(:c)zex_l- (5) f(z) _h(+o)

flx
Q) f(z) = e, @) f(z) = 1 (6) f(x)

q
& .

- a1 o+
1—|—ac+x2 \/1—|—$2)§.(*)

Exercice 1.6. Donner un développement limité a I’ordre n au voisinage de z;
des fonctions suivantes

@f(f):ﬁa n =3, x9=1. @f(x)zsinx,

(2) f(z)=e"", n=4, x0=1.(%) @) f(x) =tanz, n=3, zo=.(+)

Exercice 1.7. Calculer les limites suivantes en utilisant soit les fonctions équi-
valente ou le D.L

n=2>9y, rg=

%\ﬁ“‘*

@1 \/3—|—cosx—2
im

@ lim (e —1) smx.(*)
20 22 =0 1 —cosx
=, . In(l4+2)—=
@) lim (2 + e (+) @) lim -

Exercice 1.8. (1) Calculer le développement limité & I'ordre 3 au point 0 de
coS

fle) = 1+z+a?
@ Déduire les dérivées successives, f(0), f/(0), f”(0) et f&3)(0)

Exercice 1.9. Calculer le développement limité a I'ordre 4 au point 0 de
f(.fL’) = €08 T

(2) En déduire £(0), f'(0), f"(0) et f®)(0).

, 1
Exercice 1.10. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = az,71 ——
x

(1) Donner le D.L a l’ordre 2 au voisinage de +oco (respectivement —oc. (%) )
de f.

@ Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique
quand z tend vers oo

@ Préciser sa position relative par rapport a cette asymptote.(x)

Exercice 1.11. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = V1 + = + 22.
Donner le D.L a 'ordre 2 au voisinage de +oo (respectivement
de f.

—00.(+))
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

@ Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique
quand z tend vers toc.

@ Préciser sa position relative par rapport a cette asymptote.(x)

Exercice 1.12. @ Donner le D.L la fonction f(x) =

au voisinage de 0 a
1+ 5

’ordre 3. Puis deduire le D.L de la fonction f(z) =
4.

@ D’apres qugstion 1, deduire le D.L de la fonction f(x) = arctan(x), au V(0)
a l'ordre 5.

[ g2 AU V(0) al’ordre

Exercice supplémentaire 1.1. Etudier au voisinage de z, les fonctions f défi-
nies ci-dessous (tangente, position par rapport a la tangente)

6

@) f(z) = 1,750:0, @f(x):i(ex—es_
@f:c ::c+2\/_—\/3+x,:1:0:1.

>,£IS0 =0, (%)

1.2 Correction de série d’exercices N :1

Correction d’exercice 1.1. @ Soit la fonction f(z) = e*, on cherche le déve-
loppement limité, ( D.L) de f au voisinage de 0, i.e., (V(0)) a l'ordre n = 3.
Ona,Vn € N: f("(z) = e*. Donc, f(0) = fM(0) = f@(0) = f®0) =1

f1©O) . f10) F(0)

Comme, f(x) = f(0)+ T ) 2+ 3 23+o0(z3). Alors, on obtient

RS DU PTNS
e’ —|—Fx—i—§x —i—gx + o(z?).

@ Le D.L de f(z) = cosz, au V(0) a 'ordre n = 4.
OnaVn € N: f"(z) = cos(z + ). Donc f©(0) = 1
0, 1O)(0) = cos(m) = —1, O(0) = cos(3) = 0, FH(0) = cos(2r) = 1.
! " (3)
Comme,f(x)=f(0)+f<0) +f() 70 s

x° +
Alors, on trouve

TIRT 3| 4l
1 1
cosx—l—aaz +Ex + o(zh).
(3) Le D.L de f(x) = sinz, au V(0) a 'ordre n = 5.
OnaVn € N: f"(z) = sin(z + ). Donc, f©(0) = 0, f(0) = sin(3) =
L f®(0) = sin(r) = 0, fO(0) = sin(F) = ~1, fH(0) = sin(27) =
0, f2(0) = sin(%) =

' / " (3) (4) (5)
Comme, f(z) = £(0) 14 QD IO 2 JOO) 5\ fOO) 4, TOO) 5,
1 2l 31 Al 51
o(z*). D'ou,
81nx—x—;x3+5l'x + o(29).

Dr: Dahmane Bouafia 4 Sw: https:/ /elearning.univ-msila.dz/moodle



1.2 Correction de série d’exercices N :1

(4) Le D.L de f(x) = shz, au V(0) a 'ordre n = 3.

(n)(.y — | shx, sin paire
Pour toutn € N,ona f\")(x) = { cha, sin Impaire. Dong,
£ (0) = { (1)’ :i Z E?&ggir o Alors, par substitution, on trouve,

1 1
shx—x—l—gx —I—gx + o(z”).

Correction d’exercice 1.2 (1). (1) Soit o € R*. Le D.L de f(z) = (1 + z)%, au
V(0) al'ordre n = 3.

1) = £0) =1,

e (x) o1+ a)0 F(0) =a,

F0) — afa - 11 + 2 7 1200) = afa - 1),

(3 () = ala = (a = 2)(1 +2)°7, FO0) = ala = 1)(a - 2).
Donc, par substitution dans la formule de Taylor et Mac-Laurant, on
trouve,

14z =1+ 20+ ala=1) » ala=Dla=2) 4 +o(z®). (1.1)

1! 2! 3!

1 1
@@ Dans le cas ou f(z) = vV1+2 = (1 + )2 c'est a dire a = 5" Alors,
d’apres 1’équation (1.1), on obtient
1

S 4 o(2).
2" 78" T

N|—=

(1+x)

1 1
() Sif(z) = f(x) =vV14+2x=(1+2)s Cestadire a = 3 Par conséquent,

on trouve 1 . .
(1+$)é:1—|—3 —§:c +gaz + o(z?).
. ]_ 1 1 . . 7 2 .
© Si f(z) = WiEnr = (14 )2, a = — <. Par substitution dans 1"équation
1+ 3
(1.1), on aura
1 1 3 5
(1—|—x)5:1—§a:—|—8:z:2—1—6x + o(z?).
1
(@) Dans le cas, ou f(z) = 172 On peut écrire f comme suit f(z) =
T
1
e (14 )71, c'est a dire « = —1. Par I'équation (1.1), on a
x
1
T =(1+2) ' '=1-2+2* 2"+ o(z?). (1.2)
T

@ Si f(z) = 1—1x =(1—xz)t=(1+t)"1. Telquet = —z,eta = —1. Alors

t— 0,
{sz’
x — 0,
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

Donc, par substitution, dans 1’équation (1.2), on obtient

1
l—=x

= (I+t) ' =1—t+ =1 +o(t
= 1+a+22+2°+0o(2?)
() Reste comme exercice.
Correction d’exercice 1.3. @@ Comme 91513% f(z) = 0 = f(0), alors f est

continue en point 0.
(b) Par la définition de la dérivabilité, on trouve,

— 1 1
lim M = lim 23 sin (—) = 0.
xz—0 €T z—0 €T
Donc f est dérivable en point 0.

@ L a fonction f admet une dévellopement limité a l'ordre 2, car f(z) =
2% () telle que e(z) = x5 sin (1) et lim lim £(z) = 0.

x—0 x—0
T
On remarque que liin f(2)
X

O;L’n’

n’existe pas pour tout n > 3. Donc, f n’admet
pas un D.L au voisinage de 0 d’ordre n > 3.

Correction d’exercice 1.4. On donnant la formule de Taylor-Mac-Laurent pour
les fonctions suivantes a 1’ordre n au voisinage de 0

@ Soit f(z) = €**,et n = 3. Alors, la formule de Taylor-Mac-Laurent est
f10)  f"(0) 5, f(0)

f(x) = f(0)+ TR z? + T:c?’ + o(x?). Telles que
Mot (Mo,
T) = 2e”, =2,
fO(a) =4e>, T fO(0) =4,
fO(z) = 8e™, F®(0) =38

4
D’oti le résultat f(z) = e?* =1 + 2z + 222 + gxg + o(z?).

@ Si f(z) =cos(4x), et n =4. Alors,ona:

f(0) =1, f(0) =1,
fO(x) = —4sin(4z), f1(0) =0,
f@(x) = —16cos(4z), ={ fP(0)= —16,
fO)(z) = 48sin(4x), f3(0) = 0.
fW(x) = 64 cos(4x), F9(0) = 64.

32
Par conséquent, on obtient f(r) = cos(4z) = 1 — 82% + §x4 + o(z?).

@ Laisse au lecteur
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

@ Dans le cas ou f(z) = sh3z, n =>5. Alors,ona

f(0) =0, f(0) =0,
fO(x) = 3ch(3x), FU(0) =3,
f2(x) = 9sh(3z), f2(0) =0,
FO(2) = 27ch(32), ) fO(0) = 27.
fW(z) = 81sh(3x), f@(0) = 0.
fO)(x) = 243ch(3x), fO)(0) = 243,

Dongc, on trouve,

flx )—1+3x+9x +§:U + o(z9).

2 40
@ Pour f(z) =1In(2 — 2%), n = 4. Nous avons donc que,
flx) = ln(2 —2%) =In2+1In(1 — 123). Posons ¢ = 12°, dong, { t;z:(;:
Par la formule de Mac-Laurant de In(1 — ¢) on trouve,
In(l—f) = —t— ;tQ ot
= In(2—-2°) = In(2) — ;x?’ + o(z?).

@ Reste comme exercice

Correction d’exercice 1.5. Le D.L d’ordre 3 en point zp = 0 des fonctions sui-
vantes

@ Soit la fonction f telle que f(z) =

deux fonctions suivantes :

g(x) =e"eth(z) = i

el‘

Vit

D’apres, exercice 1.2, on a

Alors, f est multiplication de

i 11 1
g(z) =€ = 1+Fx+§x +§x+ o(z?)

1 1 3 5
hz)=(1+2z)? = 1—§x—l—8x2 Ex + o(z?%).

Par conséquent, on trouve,
@) = e x——
r) = e
Vitx

— <1—|—1:c+1a: +§az + o(x ))(1—1x+3$2—5$ + (3)>

1! 2! 2 8 16
R R S I S
g+ QT+ gT ol
1 t =0,
(2) Si f(z) = ————. Posons t = z + 22, donc, { si
1+x+$2 x_)o,
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

et comme

= 1 —t+t* — 13+ o(t?). Alors par substitution, on aura,

1
14 a+a?

f(x) = 1—(z+2H)+ (429> — (x+2%)° + o(a?)

= 1—az+2°+0o(2?).

1 1 1
(3) Dans le cas ot f(z) = exx_ 5 Cina e’ = 1+ﬂx+ax2+§x3+o(x3). Dong,
x
flz) = = 1 1 1 .
et —1 1+§x+6x2+ﬁx3+0(x3)
1 , 1 ; t =0,
P =0+~ — it 5%
osons 2x+6:1: +12:c + o(x?), par suite on a v 0,
Dong, on trouve, )
—— =1—t+ -+ o’
1+t " olt),
et
1 1 1 1 1 1 2
flx) = 1— <2x + 63:2 + ﬁx?’ + 0(x3)> + (236 + éxz + Ex?’ + o(x?’))
1 1 1
— <2£C + 6x2 + Ex?’ + o(x?)? + 0(:1:9))>
1 1 1
= 1- 57 + ExQ — éx?’ + o(z?).

@ Si f(z) = e“**. Alors, f est composition de deux fonctions g(x) = cosz
et h(z) = e" respectivements, et comme lim _}glf g(x) =1 # 0. Alors, il faut

faire un changement de variable pour retour a zéro. Comme,

1 1
cosz =1 — —a? + —z* + o(z?).

2! 4!
1 1 t =0,
Dong, posons t = ——12? + —x + o(z?), alors, { si
Par conséquent, on aura,
f(z) =e" = exeél
—ex(H}ﬁ+mt+dﬂ)
e Lo 1, 4 e, Lo 1, 4112 3
= e+ i(—jx + e +o(z%)) + 5(_5x + @ + o(z"))* + o(x”)
= e— §x2 + o(x?).
In(1
@ Pour f(x) = u On sait que,
sin
In(l+z) = z— 1x2 + 15133 — 1334 + o(z*)
2 3 4
1 1
sint = z— gx?’ + gx?’ + o(z?).
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

1 1 1
v — 2?4+ 23— —at + o(z?)

_ 2 3 4

flx) = 1 1
r— —x3 4+ —a3 4 o(x3)

3! 3

1 1 1

— (1 - 52 + §x2 — Z:z:3 + 0(:)03)) X

1

1
1— 656’2 + o(x3)

1 1 1 1
= (1 -5 + §x2 — ZxS + 0(333)> (1 — 63:2 + 0(1:3)
1 1 1
= 1- 57 + §x2 — §x3 + o(z%).

Car, . X
=14 t2).
@ Reste comme rxercice ().

In(1+ z)
o ) . . . . sinzg .
utiliser la méthode de division suivant les puissances croissantes, comme suit,

1 1
In(l+z) = z— 5:1:2 + gaj?’ + o(z?)

sint = z— gx?’ + §x3 + o(z?).

Remarque 1.2. Pour la fonction f qui définie par f(z) = . On peut

1 Lo 13 3
1n(1+a:)_1_§x+§x 4 + o(z”)

sinz 1 — ga2 + o(x?)

Donc, . Par conséquent, on a

1213 12
:U2.r—|—3x 6

1
Dol f(z) =1— 57 + 52?7 — 32’ + o(a?). 15

Correction d’exercice 1.6. Le D.L de la fonction f al’ordre n au (V')(zy), telles
que

@Sif(x):ﬁ,n:& zo = 1.
t— 0,

On faisons la changement ¢t = = — 1, donc, { s?
r — 1,
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

Par conséquent, on trouve

11, 1
VE= (1487 = 1+=t— >+ —1*+ o(t?)

AN
= 1—1—5(3:—1)—é(a:—1)24—%(3:—1)3—1—0((33—1)3).

@ Reste comme exercice

@Pourf(x):sinx, n =5, xo g
— 0,

Onposet =z — E, donc, SZ 7

3 T — -,

Par conséquent, et d’apres les formules trigonométriques, on trouve

Z )
3
1
=5 sin(t) + \ég cos(t).
Mais, t — 0, (i.e., t au voisinage de 0). Alors, d’apres la formule de Mac-

Laurant, on a,

sinx = sin(

1 1
sint = t— —t°+ —t° + o(t"),

3! 5!
cost = 1— th + lt4 + o(tY)
N 21" 4l '

Par substitution, on trouve,

1 1. 15 5 V3 1, 1, A
tanz = 2<t—3|t TR ))+2(l—21t + gt olt ))
3 1 3 1 3 1
— \/_+t_\/_t2—t3—|—\/_t4—|—t5—{—0(t5)
2 2 4 12 48 120
3 1 3
_ £ (x—ﬂ)—\/_(x—ﬂf—( _”)34_\/_(56_”)4
2 2 3 4 3 12 3 48 3
1 T 5 .5
+150(@ 3) +o((x 3))

@ Reste comme exercice

Correction d’exercice 1.7. On utilisant le D.L pour on calcule les limites sui-

vantes
. V/3+cosx—2 0 Y .
lim = —, Forme indéterminée
z—0 12 0 ) ]
Au voisinage de zéro, on a, cosx = 1 — 537 — 1 —xt + o(2®). Dong, par ce

qui précede, on a
2 2

1 1
\/3+cosx—2<1—8+48x + o(z )) Onposet——zg+48x + o(z"),

D=
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

t— 0,
donc,{sz'
x — 0,
et comme
1 1 1 1
1+8)2 = 14+ —t— >+ —¢3 3
(1+1)2 +2 8+16 + o(t”)
1, 22 1 1, 22 1
T 5\vy  ~, X L4 5\ 2
+2( 8—1—48:1: + o(z°)) 8( 8+48x + o(z”))
1 x? I 5\\3 12
+T6(_§+ZSx +0(z”))” + o(z™)
1 5
- 1 - 2 v 4 5.
16x 15361’ + +o(x?)
Dongc, on trouve
L, 5 4 5
/34 cosz—2 . 2(1—16x—1536x +0(x)>—2
lim = lim
. 1 5 3 1
= lim (= g~ 35367 o) = g

@ Reste comme exercice

@ Reste aussi comme exercice

@ tim 2D =T 0 pyy

z—0 12 0

1 1
Au voisinage de zéro, on a, In(1 + z) = z — 5:52 + §x3 + o(x?). Donc, par
conséquent on a

1 1
2 3 3
' ln(l—l—x)—x _ —555 +§x —i-O(:E)
lim = lim
1 1 1
=l (= 5+ e toln) =
Correction d’exercice 1.8. @
1
— = 1—t+t2=8 2 1.3
— FE = o) (1.9
cosz = 1— —a®+o(z?).

2!

En mettant ¢t = z+2?%, dans 1’équation (1.3), on trouve donc, t — 0 siz — 0,
et par substitution, on a aussi

1 1 2 2\2 2\3 3
177 = Tvoraz - @HO)TlEte)—mra)tolr)

= 1—x—2°+o(z?
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

Puis, on fait la multiplication en omettant les termes de degré strictement
superieur a dégré 3. Alors,

F(x) COS T " 1
r)=-———5 = COST X ———
1+ x+ 22 1+ x+ a2
1
= (1—2!3024—0(3:3)) X (1—x—x3+0(x3)>
= 1—:1;—5 +37 + o(z”). (1.4)

@ Maintenant, d"apres la formule de Taylor-Young a 'ordre 3 au V(0), on a

! " (3)
f(z) = f(0)+ fl(?):c + f2(!0).r2 + / 3!(0).7:3 + o(z?).

Pat la comparaion les coefficients on peut conclure que

£0) =1, f/(0) = =1, f"(0) = —1, et f(0) = 9.

Car, pour toutn € N, on a, f ™ (0) = n! x a, tels que a,, sont les coefficients
de polynome dans 1.4.

Correction d’exercice 1.9. On utilise les développements limités en 0 pour la
fonction e” et cos z. Lorsque z tend vers 0, comme cos = tend vers 1 donc il faut
la ramener a 0. Alors, On a

@

1 1
e’ = 1+ —a+ —a*+ o(a?)

1! 2!
cosr = 1-— le + lx4 + o(z*)
2! 4!
Par conséquent, nous avons que
l—lwz—ﬁ—lx‘*—ko(x‘l) —lx2+*x4+o(x4)
et — o 2l 4! —exe 2! 4!
L, 14 4 -
Posons t = ot + 17 + o(z*), donc, t — 0si z — 0, et on trouve
1 1
t 1, Lo 2
e = 14t ot 4 oft?)
_ 1 Lo, 14 4 1 Lo, 14 ) 4
= 1+1!(—2!x —|—Ex + o(x )) —|—2!(—2!x —|—Ex + o(x )) + o(x")
1 1
= 1- §x2 + 6334 + o(zh).
Puis, on obtient
flz)=€""=¢— ;:::2 + 2334 + o(zh). (1.5)
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

(2) Maintenant on utilise la formule de Taylor-Young & ’ordre 4 au V(0),

/ " (3) (4)
f(z) = f(0)+ fl(?)ac + f2(!0):1:2 + / 3!(O)x3 + / 4!(0)x4 + o(zh).

En comparant les coefficients on peut conclure que
1(0) =e, f(0) =0, f'(0) = —e, f¥(0) =0, et [P (0) = de.

Car, pour toutn € N, on a, f((0) = n! x a, tels que a,, sont les coefficients
de polyndéme dans 1.5.

Correction d’exercice 1.10. @@ Au voisinage de +o0o. On a f(z) =

?/ 1
1l — —.
T

t— 0,
On pose t = 1, dong, { 51 Par le D.L de la fonction v/1 — t au
T —r +00.
V(0). On obtient, donc,
1 1
VT—t=(1-1t)3 = 1—§t—§t2+0(t2)
1 1 1
= 1= 5, g o)

Par conséquent, on trouve,

flx) = x«il—;

1 1
(») La méme méthode au V(—o0), on trouve, donc f(z) = — 3 0 +0(i).
T

(2) En deduit, d’apres qui ce précede que, (A) : y =z — ;) est un assymptote
oblique au V(+o0). Car,
1 1
lim (f(z)—z)= lim (9 +o((>))) =0.

r—0+00 r—0+00

(3) Auau V(+00). On a la signe de (f(z) — z) est
Vo €04+ oof: (f(z) —x) = (1 + 0((1))> > 0.

9z T

Alors, la courbe de f est sur la droite assymptote oblique (A).
De méme maniere, on a (Cy) la courbe de f est situé au-dessous de (D) :

1
y=x— 3 I’assymptote oblique au V(—o0).
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

Correction d’exercice 1.11. @@ Au voisinage de +00. On a
flz) = Vi+az+2? = z/l+1+. Poset =

t— 0,
St
Tr — +00,

On utilisant le D.L de la fonction y/1 + ¢ au V(0). On obtient, donc,
1 1
Vitt = 14+t —-t2+o(t?)

1 1
> -+ 22 donC,

2 8

R R
1 3 1

= My e o)

1 1
f(x) = = 1+;+?
1

Sl )
= a+5 -5+

(») La méme méthode au V(—o0). telle que on a

flz) = Vi+o+2? = —z/l+1+ 5. Onposet = 1 + % dong,

t— 0,
S
Tr — +00,

D’apres le D.L de Mac-Laurant de la fonction /1 + ¢, on trouve

11
Vitt = 1+§t—§t2+0(t2)

Sl el

= 1+1—3+0((1>

flx) = —=x, 1+i+;2

1
(2) En deduit, d’apres qui ce précede que, (A) : y =z + 5 estun assymptote
oblique au V(+00). Car,

lim (f(z)—2)= lim (—3+0((1))).

x—0+00 x—0+00 L T
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

(3) Auau V(+00). On ala signe de (f(x) — z) est

Vo €10+ 0ol (f(x)—a) = (= o +ol(+)) <0.

Alors, la courbe de f est sous la droite assymptdte oblique (A).

1
De méme maniere, ona (D) : y=—z — 5 ’assymptodte oblique au V(—o0)
est situé au-dessus la courbe de f.

Correction d’exercice 1.12. @@ D’apres la formule de Mac-Laurant, on a

1
f(x):1+x:1—:1:—|—x2—|—x3—|—0(x3). (1.6)
t— 0,
(@) Sion pose z = t* dans I'équation (1.6), et comme { 51
Tr — +00.
Alors, on obtient
1
e 1— 2+t + 10 + o(t9)
1
= v 1 — 2%+ 2% +o(a?). (1.7)

@ D’apres quastion 1, et par 'intégration de 1'équation (1.7) terme a terme
entre 0 et x on aura

- :
0/1+t2dt - 0/(1—t2—|—t4+0(t4))dt

1 1
= xr— gx?’ + 1305 + o(x”) = arctan(z).

Correction d’exercice supplémentaire 1.1. (1) Ona
1 1
e'=1—x+ §x2 - 6:1:3 + o(z?).
D’ou { 1
flz)=—-1+ 5T~ 6332 + o(z?).
La fonction f se prolonge par continuité en zéro par la valeur 1.
L’équation de la tangente a la courbe en 0 est donnée par le D.L. d’ordre 1
suivante

1
= —1+4 —x.
Yy +2:c

1 1
Alors, f(z) —y = —éxQ + o(z?) ~ —6:172, et Lorsque z tend vers 0 la diffé-

rence est négative et la courbe est en dessous de sa tangente.
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1.2 Correction de série d’exercices N :1

@ Pour f(z) = v+ 2/r—+/3+ z,x9 = 1. Posons t = z — 1, donc t — 0 quand

r— 0Oet
t
flx)=f(t+1) = 1+t+2\/1+t+2\/q
tt )
= 1+t+2<1+2_8+0(t )
t 1
(1+3 125 T )
7t 15t
1T o).
+ 1 ol o(t?)
Dong,
fla) =1+ (e 1) = 2(e =17 +o(z — 1?)
)= 4 \F 64 \" o((x :
La courbe admet comme tangente la droite d’équation
7 3 7
y_l‘i_i(x_l)—_z—l-—l-zx.
Alors,
15 15
_ - _ " _12 _12N_7 _12.
flz) =y 64(33 )*+o((z — 1)) 64(;5 )

La position de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de 0, est

donnée par le signe de —6—4(:1: — 1)%. Dong, la courbe est au-dessous de sa

tangente au voisinage du point de coordonnées (1, 1).

@ Reste comme exercice.
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Chapitre 2

Intégrale de Riemann et calcul de
primitives
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2.1 Série d’exercices N :2

Exercice 2.1. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales sui-
vantes

@ glxdl"- @ Oflxzdx. @ ({1:1:3dx.(>|<) @ gef"da:.(*)

k=n n(n+1) k=n n(n+1)(2n +1) k=n
On rappelle que kizll 5 /;::1 5 e kZ:jl

<n(n + 1))2
— )
Exercice 2.2. Soit la fonction f définie sur l'intervalle I = [0, 7] par f(z) = sinz.

@ En utilisant la somme de Darboux, montrer que f est intégrable sur /.
@ Meéme quastion pour f : z +— 2% et I = [0, 1].

Exercice 2.3. Calculer les limites, lorsque n — 400 des suites (définies pour
n € N¥).

| =n k k 1
@ i Ntk @ 22:)1 ﬁsin (2) @ W(1p+2p+...+np).(*)
1 k=n 1

pep N+ E
@i wt) OERLAT

Exercice 2.4. Soit f une fontions définie sur l'intervalle [0, 1] par

fo={0 5750

Est ce que f est intégrable ?. Justifier votre réponse.

17



2.1 Série d’exercices N :2

O ==

Exercice 2.5. Soit I,, = [2"e *dx, n € N.

@ Calculer I
@ Calculer I, en fonction de ,,_; pour n € N*.

1
(3) Application : Calculer .J = ({ (323 — 22 + x + 1)e “dux.

@ Recalculer cette intégrale en charchant directement une primitive de
f(x) = (323 =222 + 2+ 1)e ® sous la forme F(x) = (ax> + bx® + cx +d)e™?,
ol a, b, c et d sont quatre réels a déterminer.

Exercice 2.6. En utilisant changement de variable approprié, calculer les inté-
grales suivantes

@ J sin? z cos zdx. feid .
I ® VI—em @ 1+\/—
@/ (+) 4+ 322 (20) s 322(1 + 2%)Pdz.
sin? 1‘ @ J sin? x cos® xdx. (*)
sinx @ g
D I o VT Tde R

Exercice 2.7. Calculer les les intégrales suivantes

2 4
@ J lwldz.(%) (2) I [2* = 3z +2|dz.
Exercice 2.8. Calculer les les intégrales suivantes
@ JcosxIn(l + cosx)dx. @ [ arcsin zdzx.
(2) [ zarctan zdz. (4) [(Inz)2dz.(x)
Exercice 2.9. Calculer les primitives
@ [ cos? zdz. 3r+3 3x+ 3 J
@ @ =2 ) @f(2—2x+1) z-(*)
r+3
———=dz.
&5 ®-—— —
2} — 3%+ 1+ 1 3
d f d. _
@5 w @ oy @

Exercice supplémentaire 2.1. Calculer les intégrales suivantes en effectuant le
changement de variables recommandé

3

™ dx 3 8in° x cos &
L = [/, oser 1 I, = [————d oser u =
@ n 0 P @ ’ ({ 1 +costz 0 P "
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

! 2z T u
@]3:({€ In(1 + e")dz, poser u =

1

ev. . @[6—({\/1 x*dx, poser x = sint.
@ L=
g

1

2

T
, poseru—tan( ) 1

@17 = [———dx, poser t =

1+ cosx

dx T
@ I = ({W’ poser v 142 = tan <2>(>|<)

Exercice supplémentaire 2.2. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur 1'in-
tervalle fermé [a, b] tel que

Velabl: fla+b—x)= f(x).

bb
@Montrerquejxf( )dx a+ jf( )dx
@ En déduit la valeur de l'intégrale }Txﬂdx.
0 1+cos’x

2.2 Correction de série d’exercices N :2

Correction d’exercice 2.1. On remarque que si la fonction f est Riemann inté-
grable sur intervalle [a, b] alors, on a

1 b—a'z" b—a
— — i
[ fa)de = lim_ R, (f) Ru(f) = Jim == (ot =)
V telles que § V
! b—ai=n b—a
dr = 1 — i
[ f(@)dr = lim_S,(f) Su(f) = Jim — Zf( —i)
1
@ Si f(x) = x. On définit la subdivision réguliere (0); : x; = 5@', 1€
{0,1,...,n}, donc, on a Az = 27T :>FO Comme la fonction = — x est
n n—+oo

continue, alors elle est Riemann intégrable sur [0, 1] et

[ @) = im0 (04120

n——+00 n i—0

1 =n , 1 i=n '

= w3 1(0) = w3
. Inn+1) n? 1
= lim — = ==
n—-+o0o n2 2 n—+oo 20?2 2

@ Pour f(x) = 2% On a f est continue et croissante sur [0, 1] dong, elle est
Riemann intégrable, et d’apres 1'indication précédant, on a
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

1=0 < n
. 1 i=n Z’2 1 i=n 9
= nklfoon;)f@)—nﬂf&om;ﬂ
1 1)(2 1 3 1
= lim 7n(n—|— )(2n + ): lim no_ 2

@ Reste comme exercice.

@ Soit f(z) = e” et I = |0, 1]. Il est clair que f est Riemann intégrable. Donc,
on a

n—+00 n, i—0

O/lf(:zs) = lim 1% (iz)

1i=n 1 (1-
= lim —> er = lim—xg
n—>+oonz.zo n—+oo n, 1 —en

= (e—1) lim 2 — =(e—1).

n—+00 en — ]

t

e 1
Car, lim ,icit = — = 0 quand n — +o0.
t—+0 ¢ n

Correction d’exercice 2.2. @ Soit la fonction f(z) = sinz. Alors, on définit
la subdivision réguliere (o); telle que

T T
(0); + x = ol € {0,1,...,n}, donc, Ax = o 7@09’ et pour tout
ied{l,...,n},

Sp = iMiAx, tel que M; = sup f(z)
i=0

T 1<r<x;

Sp = i m;Ax, tel que m; = inf  f(x).

i=0 Ti—1<w<w;

Comme la fonction sin est croissante sur [0, 5], on obtient donc,

M; = sup f(r)=sinx; =sin 7,
T 1<x<lzx; 2n
. . .
m; = :cl_llggxzf(x) =sinz;_; = %(z —1).
Par conséquent, on trouve
Sr, T T
Sy — Sp = Zz:% %(sm 9,1~ sin %(z —1))
= ;l(sing —sin0) = 27;
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

Donc, lim (S — Sp) = nl_l)I_{lOO; = 0. C’est a dire la fonction f est inté-
n

grable sur 1 intervalle [0, 7].
@ Si(z) =a2%et =[0,1]. Alors,on a

1. 1
(0); @ = = ﬁl’ i€ {0,1,..,n}, et, Az = - T:)O et pour tout i €
{1,...,n}, on aura
1 |
Mi= s of= it mi= it at= (-1
Par suite
53 1=, n(n+1)2n+1)
3 Mine =53 -
= 11 n(n —1)(2n — 1
T ;omim_i*z(l_ly: | 6)71(3 3

Puis, par conséquent, on obtient

. , 2n% +4n + 2n ) 1
nl—l>r—&poo(8n n Sn) - nl—l>r—&{100 6n3 o n1—1>r—{loo 3771 = 0.

Correction d’exercice 2.3. Cet exercice est basé sur la relation entre la somme
de Riemann et I'intégrale d'une fonction f continue sur le domaine [, 0], telles

que

/f(a:)dx: lim b_akZ:nf(

i)\//lf(x)dx: lim b= agf( b=

n—-+00 n—-+00
osons = . ong, = =
! =1n+k ! :1n+k; Iy = 11—|—

1
f(z) = T 5 S l'intervalle I = [0, 1]. Par conséquent, on a
x

S :/1 L dx:[ln(a:—l—l)]lzlnz
0

0

@ Reste comme exercice

k= ko <7T/€) 1 kznﬁsin (7:“) Ici, f(z) = xsin 7z sur I'in-

n nk=1n

Ss = igfbsin <ﬂ:> = O/lxsinmcdx.

En utilisant intégration par parties, on trouve, donc,

u(zr) =z, u'(z) =1
{ V'(r) = sin7x, = { v(x) = ——cosT,
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

1 1 11
et S3 = [xsinmrdr = [——xcosa|j + — [cosmadr = 1 + [sin7z] = 1.
0 m T

@Si Sy = ! kin ! = lkin ! On prend f(z) = ! sur
4_\/ﬁk1\/n+k_nk1\/1+7k' p T Vitaw
11
I'intervalle I = [0, 1]. Alors, on aura, Sy = bf = = 2yI+a]} =
X
2f—2
& s )= (B P44 (2r) = T Done,
n n k=1 7{
f(x) = aP et I = [0, 1]. Par suite, S5 = (j)‘ggpdx — L?Jrlxpﬂ]o =T

Correction d’exercice 2.4. On définit la subdivision réguliere (¢); telle que

1 1

(0);: i =—i, i €{0,1,...,n}, par suite Az = —. Alors pour tout¢ € {1,...,n},
n n

on a

M; = sup f(z)=
ri1<r<w;
i = iszgfﬁh f(l‘) =0

Car, entre deux nombres rationnels, il y a une infinité de nombresrationnels et
non rationnels. Donc,

1=n 1171
i=0

S, = imiA:U:—ZO:O.
i=0 T =0

Par conséquent, on trouve,

lim (S, —s,) = lim 1=1

n—+00 n—+00
C’est a dire la fonction f n’est pas intégrable sur [0, 1].
Remarque 2.1. Malgré que la fonction f est bornée, elle n’est pas intégrable.
Cela montre que ce n’est pas Toute fonction bornée est intégrable.

1
Correction d’exercice 2.5. (1) I = [e "dzx = [—e "]} = —e ™' + 1.
0

@ En utilisant intégration par parties, posons, donc,

{ u(z) =a", N { u'(z) = nx" 1

V'(z) =e", v(r) = —e ",
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2.2 Correction de série d’exercices N :2
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1
@ Application : J = [(32° — 222 + x + 1)e “dx. Alors, on a
0

J = 33 -2+ 11 + I
= 3(—e '+ L)-2L+ 1 + I
= —de '+ 7L =—11e ! + 141,
= —4le ' 4+ 14.

@ Comme, pour toutz € R: F'(z) = f(z), cest a dire,
F'(x) = ( —ax® + (3a — b)z* + (2b — ¢)x — d)e‘x = f(x).
Par la comparaison les coefficients, on obtient

D’ou, F(x)

—a = 3, a= —3,
3a —b) = =2, b=3a+2= -7,
2 —c) =1, Y e=20—1=—15,
—d=1, d=—1.

= ( — 3% — Ta? — 152 — 1) e ”. Dong, on conclut que

J= [ f(z) = [F(2)]§ = [(—32° — 72® = 152 — 1)e “]f = =26 " + 1.

Correction d’exercice 2.6. Par changement de variable, on trouve,

@ I, = [sin? z cos xdz. Posons t = sin x par suite, dt = cos zdzx. Alors,

1 1
Il:/Sin2xcosxd:c:h:/t2xdt:t3+C:381n3x—l—C’, C eR.

3

@ L

dx 1 dx
=/ *3—x2:\/§f f_(\%f. /3

x
Posons t = —= Puis, dt = ——=dx.

V3

Donc, on trouve

X

I, = / at___ arcsin(t) + C' = arcsin <) +C, CeR

V1—1¢2 V3

@ Reste comme exercice
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

sin
@ Iy = | ————dxz. On faisant le changement, ¢ = cosz ¢a donne, dt =
1+ cos?x
— sin xzdx. Donc,

dz. On faisant le changement, ¢t = e ¢a donne, dt = e*dx.

@15_f\/7

Alors, on obtient, I5 = [

= arcsint 4+ C' = arcsin (e””) +C, C eR.

dt
V1-122

d d
@ Is = [ g ;.r?f” =/ e gx%. On faisag;c le changement, ¢t = e ¢a donne,
dt = e*dx. Alors, on obtient, I5 = [ Wiy = arcsint + C' = arcsin (e‘”) +

C, C eR..
@ Laisser au lecteur

Is = [22y/x — 1dz. posons t2 = (x — 1), dong, ¢t = (z — 1)z, et du = 2tdt.
Puis, on aura

Iy = 2 [£(—1)dt =2 [t'dt — 2 [t

2 2 2 5 2
= B o=S(z-1)2-Z(z—-1)2+0C, CER
@ Iy = f Ve de = | v ——dz. On a PGCD(2,4) = 4, donc, on choisit
\/_ 1+ i
th=1x par consequent t = /z et dr = 4t> Alors, on obtient,
t° t
Iy = 4 dt =4[ |t* — dt
? 1483 / [ 1+ ti’l
44 4 3t
= 37— dt
3 3/ 1413
4 4
= -’ ——In(1+*)+C
3 3 n(l+t) +
4 4
= 3xi — gln(l + x%) +C.
0 _ 22 B
Car, 1+ x3
71,5, (voir en face la division Euclidien).
x’ 2 +1
-

@ Lo+ J 32%(1+ 2%)3dz. Par le changement ¢t = 1+ 2%, on a dt = 3z?dx, et par
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

@

conséquent, on trouve
Iy = /t3dt t4 +C

= 4(1+:er) +C.

x —2z
L1 = | —=do=— | —F——=dx
H /\/5—562 /2\/5—332
1
= —5 V H— 372 + C.
Correction d’exercice 2.7. @ Si x dans l'intervalle [—1,2], on a

-1, -1<x2<0

)0, 0<z<l1

[Z]=01 122<2

2, =2

Donc, I'intégrale de I est donner par

:U——/de+/10dx+/2d:c—|—/22d:c
1 0 1 2

~
I
L‘\m
=
|

= —[2]°, + i+ 2P+ 222 =-14+04+1+0=0.

4
(2)J= f3 2% — 32 + 2|dz. On étudie le signe du polynome p(z) = x? — 3z + 2

sur 'intervalle [—3,4]. Alors, on a
la discriminant A = 0? — 4ac = A = 1 > 0. Donc, p(z) admet deux racines
x) et x5 tels que

—b—+VA —b+ VA
rn=——"—=1 et r9=—-——"—=2.
2a 2a
T —00 X o) +00
p(z) + 0 - 0 +

Donc,

4
J = /|x2—3x+2]dx

— /1(33 —3x+2)d /2:1:—335+2d:c—|—/x—3x+2)d
3 1
= [;$3—;$2+2x]_3—[;x3—2w2+2x]j+[§x3—2x2—|—2xﬁz—6§
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

Correction d’exercice 2.8. On Calcule les les intégrales suivantes

@ I, = [cosxIn(l + cosx)dx. En utilisant l'intégration par parties. Posons,

dong, _
—sinx
u(x) = In(1 + cosx), w(z) = ——)
{v’(m):cosx, = ~ I+cosz
v(x) =sinz,
De puis
L = u(z)v(x) —/u'(x)v(x)d:c
sin? x
— sinzln(1 _Smr
sinz In(1 + cos x) +/ T+ cosz
1 — 2
= sinzIn(1 + cosz) + / 1;3;885 = sinx In(1 + cosx) + /(1 — cos x)dx

= sinzln(l +cosz) +x —sinz + C, C € R.

I, = [arcsin zdz. On integre aussi par parties. Posons, donc,

1

— : !/ _
u/(x) = aresinz,  _, ) u () = 1
v'(z) =1, _

v(z) = =x,
Depuis
1
L, = /arcsin rdr = rarcsin x — / T xQda:

1
= xarcsinaz—ivl—x?—kC, C eR.

Reste comme exercice

Correction d’exercice 2.9. On calcule les intégrales indéfinis (les primitives).

1
@ Pour l'intégrale I} = [ cos® zdz. On a cos® z = i(cos 27 + 1). Donc, on obtient,

1
L = /0082 rdr = 2/(Cos 2 + 1)dx

1 1
= Zsin2x+§x+0, C eR.

x
Sily = [ ——dx. En développement la fraction rationnelle —,
@ 1 19 f1+$3 X v pp +ZC3
r x o a . bx + c
1+23 (z4+D@2—2z+1) x+1 22-2+1

(2.1)

Dongc, par une comparison, on trouve,
1 1
(x + 1)x (2.2) implique que a = ~3 Puis, posons © = 0 = ¢ = —3 et pour

3) P
x = 1 on trouve b = 6 Par intégration on aura

Dr: Dahmane Bouafia 26 Sw: https:/ /elearning.univ-msila.dz/moodle



2.2 Correction de série d’exercices N :2

hr + 2
I, = = d
2 /1+x3 /3x+ 6x2—x+1 o

5 2x—1 1
= l 1 e
3 @+’Hﬁzﬁ—x+1+4 2 g1
-1 5 3v3 1
= —In(z+1)+ —~In@*—z+1)+ \/_/ sdx
3 ].2 1+<2x—1)
V3
—1 2 3V3 20 — 1
— ?ln(aﬂ—l)—k?)l (:1:2—:6—|—1)+\8/_arctan< x\/g >+C’.
3 — 32 1
@ Is= | a * 4;):1: + dx. Par la division Euclidien, on obtient,
x_
2 =3 +r+1|x—3
2
23 -3+ +1 5 A — 2”4 32 "+ 1
—x+3
4

Donc, on a

13:&/%m+1+/x_3

1
= §x3+x+4ln|x—3|—|—0.

3z + 3
@ Pour I, = [ 2 _:v;; n 1)dx. En développement la fraction rationnelle

alors, on obtient

(22 — 2z +1)%
3r + 3 B x _a b

= 22
@ —20+1) @+D@—2) 241 z-2 (22)
2 5
Donc, apes la comparison, on trouve, a = —3 b §' D’ou
I ’ cdo b 14 /
= x
3 3/ 7™

2
= —Sln\x—l—l\-l—glnlx—Z]-i—C.
x+3
@ON calcule Iy = |

r+3
2 —x—2

3
(x —2)(x? — 4x)

au éléments simples, on aura

dx. Par décomposition la fraction

k — 24 +
(x—2)(22—42) 2 x-2 x—4
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

: . 3 3
et puis, par comparaison les deux membres, on trouve a = 1 b= ——cet

3
c= 3 C’est a dire

3 3 3 3
(c—2)( —dr) 8z MHz—2) Ba—4)

Donc,

3 3 3

I = [Zde— [ —"—d —~ d
6 /&rx /4@—2)x+/8@—4)x
= §ln\x|—§ln|x—2\+§ln\x—4\+0
-8 4 8 '

@ Comme I, — | dx d:U _ 2 dx
7= .
Vitz+a® \/4 5+ 1) \/g,/lJr(Q%l)2
Alors, on pose, u = 29\”;1 = du = }dx Donc,
V3

2 1
du = arctan <H> + C.

=2 2
7_\/5/\/1+u2 V3

1
Silg =/ n 1dx. onposet = e’ donc,onaxz = 1Intetdt = e*dr c'est a dire
el‘
dt = tdx. Depuis on obtient

Is = /ea’i—ldx_

:/’ﬁ /——dt

= In(t) —In(t+1)+C=z—In(e"+1)+C.

dx
Correction d’exercice supplémentaire 2.X LH=[——-—
PP @ 1 ({ 24 cosx
T
Posons ¢t = tan (), on a donc, x = 2arctan(t), dr =
2 1+¢2
1 —
142
r =0, t =0,
ou, =< ou,
T =T, t=1,
et
; jzﬁ 2 dt
2 Y t 2"
02+cosx g te+3 301+(\/§)
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

. t
En faisant le changement v = % donc, du = % et on trouve,
Jot -2
I =
3/ 1 + ( f 0 1+u
[ ¢ ]} 2 s s
= —larctanu| = —= X — = ——.
V3 o V36 33
T . 3
@ I, = g‘ m z. Posons u = sinz, s'implique que du = cosxzdz, et
r =0, —0
ou u="1, . . .
" = { ou, Donc, par substitution, on obtient
= 5) u =
I /gsm :z:cosx /1 u? p
= u
2 o 1+ cos?x 5 1+ u?
1f 0 1 bl 11
@ I3 = [e**In(l + ¢")dz. En faisant le changement u = ¢*, donc, du = e"dz,

Par conséquent, on trouve

1 1
I3 = /eQxln(l%—e)d z/(u2—|—u)d
0 0
Ir g1 1pqe € e 1
B S[UL—FQ{UL 3 2 6
T dx
@Pour Iy = [ ——, on pose u tan( > Alors, x = 2arctan(u), dv =
T sinw
2
d
1+ u,
2 x =0, u-l
sinx = 5, depuis { ou, = Par conséquent, on trouve
1+u x =1, u—e
27
3 V3
dx 1
I = =
! !smx 1/“
2
V3
= {lnu]l Inv/3.
3 dx
Sily =] ————, onposeu=+/1+z Donc,onauraz = u>—1,dr =
@ ° gx\/l—i—:ﬁ P
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2.2 Correction de série d’exercices N :2

Tr = O, U = 17
2udu et { ou, = { ou, Alors, d’apres substitution on a,

S
I
S Y—

8
ol =W
+ 8
8
[\]
I
I
()
\M
[E—
[ -
e
Do
Q
e

1
@ On calcule l'intégrale I = [+/1—22dz, donc en faisant le changement
0

suivant x = sint. Alors, on obtient dx = costdtetsiz =0 V z = 1lona
T
t=0V t:§.Donc,

Iy = 1 — 22dx = | costdt

H\w\a

o3

H\w\:\

(cos2t — 1)dt = ﬂsithL — ;[t]f =

e

@ I7 reste comme exercice.
Correction d’exercice supplémentaire 2.@ En faisant le changement

t:a+b—xdonc,dt:—dafet,{ %E::bcf’ i{f::é):

[[er@de = [“a+b=1)fa+b-0d = [(a+b- 0@
"(a+b) f(t)dt — /b tf(t)dt

a a

= (a—i—b)/abf(x)dx—/abxf(x)dx

I
——

b
Dong, on a, 2 [Pz f(x)dr = (a + b) [0 f(z)dx. D’ou le résultat [z f(z)dr =
a+0bb

5 aff(:c)dx.
s sin x
@ Premierement, on remarque que f(7m — x) = f(x) telle que f(x) = TS cosla
x
Donc, posons, u = cos z donc, du = — sin xdz et on aussi
x =0, u=1,
{ r=m, { u=—1,
™ sin x m-1 —1 ™1l 1 s 1
Alors [x———dx = — du = — d:{ t } =
gxl—l—cos%;x 2{1+u2u 22[11+u2u g LATEARY]
O
— X == —,
2 2 4
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Chapitre 3

Equations différentielles

Sommaire
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3.1 Série d’exercices N :3

Exercice 3.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

@y’+xln(:v) = 0. @y’—y: (x + 1)e”.
(2)y +2y =22

@y’+y:2sinx. @y’+y:3x—ex, ().
Exercice 3.2. Résoudre 1'équation différentielle de Bernoulli suivante
/ — 2,2 2
@ z +y = a%?. @ v+ -y =ey (%)

Exercice 3.3. Vérifier que y1 est une solution particuliere de I'équation de Ri-
catti indiquer. Puis résoudre cette équation , dans toutes les cas suivante

(1) y — 2zy +y*> =2 — 22, (y1 = = + 1 est une solution particuliere ).
1 : . es

@ >y + zy + 2%y = 1, (y1 = — est une solution particuliere ), (x).
x

Exercice 3.4. Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles
appropriés

@xy’—y:2x2, y(1) = 5. @y’+ytanx:cos2x, y(0) = —1.

@y +y=e", y(l)=2 @ (x+1)y +y=Inz, y(1)=10.
Exercice 3.5. Résoudre les équations différentielles suivantes

Dy =3y +2y=0. Dy -2/ +5y=0. (D' +4y+13y=0. ()

@y —5y+6y=0. (&) y —6y+9y=0.

@y”—y’:O. @y”+4y'—{—4y=0. (%)

31



3.2 Correction de série d’exercices N :3

Exercice 3.6. Résoudre les équations différentielles suivantes :

@' — 3y +2y = a2 @y +y—stedn ()
® v+ 2y +y = 4dxe”.
@y +y —2y=sinz.
@ y" = shz. y" — 2y = ch2x.

Dans les équations @) et (©), donner la solution qui satisfait les conditions
y(0) =1lety/(0) = 2.

Indication : pour 1’équation @), chercher la solution perticuliere sous la forme
yo(r) = ax® + bx + ¢, a # 0.

Exercice supplémentaire 3.1. Donner 1'ensemble des solutions des équations
différentielles suivantes

@y/_4y:37 (z € R).(%) @y’:era:, (z e RY).
@y/_ytanx:sinx, (xe}—g,gD@ (x2+1)y’+xy:O, (:EGR).

Exercice supplémentaire 3.2. Résoudre les équations différentielles a variables
séparées suivantes

@) VI —y=0
@)y =yly—1)cosx
By -z =2 (%)
r+1
@y =—;

Y

@ y/ = e:z;+y’ (*)

3.2 Correction de série d’exercices N :3

© v" — 3y + 2y = sha — 2zchx. (%)

Correction d’exercice 3.1@ (Er) © ¢y 4+ zln(x) = 0, (E)) est une équation
dy

différentielle linéaire (EDL) d’ordre 1 et définie sur R’ . Comme y' = o
x

Alors, on a
(Eh) & dy=—zIn(z)dx
& /dy = —/xln(m)d:c, (EY).

On intégre (E,) par parties, posons donc,

Dr: Dahmane Bouafia 32 Sw: https:/ /elearning.univ-msila.dz/moodle



3.2 Correction de série d’exercices N :3

Par conséquent, on trouve

1
(E) & y= —5T ?In(x Q/xdx

1 1
S y=-50 ?In(x )+§x +C, CeR.

@ (E) : y + 2y = 2?, (E») est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.

(@) Premierment, on resoudre I'équation homogene (EH) : y' + 2y = 0. Par
suite, on a

d
(EH) & dy= —2ydr < ; = —2dzx, (y #0)

dy

&S [ —==2]dre|yl=-2x+C
[, =) deey

& y=Ke 2, (k=+e’ €R).

(® On cherche une solution particuliere y,. Posons donc, y, = az® + bz + c.
Alors, y, = 2az + b. Par substitution dans (£»), on obtient

1
a=—,
20 =1, 2 |
202 + 2(a + b)x + 2c = 2> = { 20a+b0) =0, =<{b=—-aqg=—,
c=—-b=—.
2 4
7N 2 2 1 1 . . 2o 2
D’ot le résultat y, = 5% §x+ 1 On sait que la solution générale de (E»)
est écrire sur la forme y¢ = yg + y,. Alors, on trouve
1 1 1
— K —2z T2 - Z
Yo = e T Tty

(3) (B3) : ¢ +y = 2sinz. (E3) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
(@ Solution homogene yy : (EH): 3 +y = 0. Donc, on a

d
(FH) < dy:—yda:@yy:—dx, (y #0)

& /dy /dx@\y\ —z+C

&S y=Ke ,(k:ie € R).

(b) Solution particuliere y, : On cherche une solution particuliere y,, sous la
forme, y, = Asinz + pcosw, A\,pu € R. Alors, y, = Acosx — psinw. Par
substitution dans (£3), on aura

(>‘+/‘)Smx+()\WL—M)COSSU:QSinxj{ (/\+,u§:2, :>{i‘b %’

()\_M :07
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

C’est a dire y, = sinz + cos z. La solution générale de (E3) est donner par

Yo =Yu +Yp = Yo = Ke " +sinz + cosz.

@ (Ey): v —y=(z+1)e". (Fy) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
(@) Solution homogene yy : (FH) : 3 —y = 0. D’preés ce qui précéde, on a
(EH) &<y = Ke*, (keR).
(b) Solution particuliere y, : On utilisant la méthode de variation de la

constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere y,, sous la
forme, y, = k(z)e”, telle que k est une fonction a déterminer. Donc,

y, = (K'(z) + k(z))e". Par substitution dans (E}), on aura.

1
yzl)—y;:(m+1)ex:>k’(x):x+1:>k(x):§x2+x+0, O cR.

1
Dot y, = (23:2 +x + C’) e”. La solution générale de (E4) est donner par

1
Ye = YH T Yp = Yc = <2£C2+x—|—m)exex, oum=C+kelR.

@ (E5) : ¥ +y =3z —e". 'équation (Es) est définie sur R.
(@ Solution homogene yy : (EH) : y'+y = 0. Par un calcule similaire a celle
dans en dessous, on trouve
(EH) & y=Ke™, keR.

(b) Solution particuliere y, : Dans ce cas la, y, = y,, + v,,, telles que y,, sous
la forme, y, = az + b, et y,, sous la forme y, = ae”.
Pour y,,, on a y, = a. Par substitution dans (Ej;), on aura.

a=3,
Yty =3 =artatb=3v={yZ% _ 3

D’ou y,, = 3z — 3.
Pour y,, on a y, = ae”, alors, nous avons

1
yzl,Q—i-yI',2 =—e"=2a= —1:>a:—§.
Lo Iy : . 1,
Dong, y,, = —5¢" D’ot la solution particuliere, y, = 3z — 3 — 7€

Par conséquent la solution générale de (£5) est donner par
1
yG:Ke_x+3x—3—§ex, ou k € R.

Correction d’exercice 3.21) (EBr) : zy +y = 2%y On remarque que y = 0
est une solution de (EBr). Siy # 0. On dévise I’équation de Bernoulli (£ Br)

par y? tel que (y # 0), et puis par z, (y # 0). On trouve, donc

1
(EBr) = acy’gf2 +y = 7 = y’gf2 + ;yil = z.(E'Br)
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

Posons z = y ! alors, 2/ = —y'y~2. Par la substitution dans ’équation (£ Br)
on a
1

2+ -z==x. (3.1)
x

On remarque que (3.1) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

1
(@ Solution homogene 2y : (FH): —2'+ —2 = 0. on a, donc

T
1 dz dz
/ o e [QL o *
(EH) & —z —|—x2—0:>/ . —/ " = In|z| =1Inlcz|, (c € RY).
1
Dong, z = +c|z| = z = k|z|, k € R*. sa donner, yy = kx|
T

(b) Solution particuliere 2, : On utilisant la méthode de variation de la
constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere z,, sous la
forme, z, = k(z)|z|, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, on
distinger deux cas :

1" cas : Siz > 0ona z, = k(z)z et 2, = k'(z)x 4 k(z). Par suite

1
—+ gy =r=FkF(@)=-1=kr)=—-r+a, a€R,

T
cesta dire z, = k(z)r = 2(—2 + a) = 2, = —2° + ax.
1" cas : Siz < Oon a z, = —k(r)z. de méme, on trouve 2z, = —z? + ax.
Dongc, on résulte que y, = — = ——, tel que 0. Par conséquent
e Yy zy,  —r’4oax que v 7 q
La solution générale de (£ Br) est donner par
+yp = ! + ! 0k, € R
= = ol :
yG yH yp yG k‘x| —.'L'2 _|_ C\(Q?7 9 07
2 2
@@ (EBr): —y +=y*=ycosz & yy *+y 'cosx = —y* (EBr), tel que (y #
x T
0). On faisant le changement z = y ! alors, 2’ = —y/y~2. Par la substitution
dans l'équation (E'Br), on a
, 2
2 4 zcosx = —. (3.2)
T

L’équation (3.1) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
i. Solution homogeéne zy : (FH) : 2/ + zcosz = 0. On a, donc

d
(EH) & 2 = —zcosx = - —/cosxdxiln]z\ = —sinz+c, (c € R).
2

Dong, |z| = efe 3% = 2 = ke S% k = +e° € R*. Sa donner, yy =
1

ke—sinz’
ii. Solution particuliére z, : On utilisant la méthode de variation de la
constante, c’est a dire on cherche une solution particuliére z,, sous
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

la forme, z, = k(z)e *"*, telle que k est une fonction a déterminer.
Donc, on a 2/ = k'(z)e % — k(z) cos ze™ 3%, Par suite
2

2 . 2 .
2+ 2= ;esmx = k(x) = (/ ;esmx +c¢), c e R,
, . i e 2 . 1
cest a dire z, = e (/=" 4+ ¢). Donc, y, = — =
T 2

1

. Par conséquent La solution générale de (EBr)
efsinx(f —esinz + C)

T
est donner par

1 1

ke—sina:

Ye = YH T Yp = Ya = ,ou keR".

. 2 .
efsmx(f —esinr C)
x
Correction d’exercice 3.@ On resoudre 'équation (ER) : y' — 2zy + 4> =
2 — 2. Comme y; = z + 1 est une solution particuliere). On pose donc,

/

1 z .

y = y; + —. Alors, on trouve y = 1 — —, par substitution dans (ER), on
z 2 P

obtient

/ 1 1 S—
ER) o 1—2 23414+ -)+(z+14+-)2=2-02 e —2'+2: = —1, (ER).
22 z z

L'équation differentielle (E'R) est linéaire.

(@ La solution homogene 2y : (EH): —2'+ 22 = 0. Ona, donc
d
(EH)@—Z’+22=O:>/Z:2/dx:>1n\z|:2x—|—c, (c € R).
z

1
Dong, z = ke?**, k = +e“ € R*. Sadonner, ygy =z + 1 + —e 7.

k
1

() La solution particuliere z, : On remarque que z, = —3 est une solution
particuliere de (E'R). Par conséquent, nous avons z = zy +z, c'est a dire

z=—5+ ke**. Comme yg = y; + —. D’ott le resultat

<
1 *
yG::l:+1+1—, ke R",
5 + ke?r

1
tel que = # —511121{ sik > 0.

1

@ (ER) : 2%/ +zy+2*y = 1.1l estclaire que y; = — est une solution particuliere
T

de (ER). Alors, pour résoudre (ER) généralement en faisant le changement,
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

1 2z

Yy =1 + —, (2 #0). Alors, on trouve y' = —— — —, par substitution dans
z’ 2z
(E'R), on aura
1 ! 1 1 1 1 —
(ER) & xQ(—ﬁ—;)'-i—a:(x-l—z)—i—:U (x—i—;) =1 2?4+ (2*—1)2*+22 = 0, (ER).

L'équation differentielle (F R) est de Bernoulli. Donc, on dévise (ER) par 22,
et posons ¢t = z~!. Alors, on obtient

(ER) < 2%2'27% — vz =2t —1leai vat=—-2"—1
(@ La solution homogene ty : (EH) : 2*t' + 2t = 0. On a, donc

dt 1
(EH)<:>x2t’+:ct:0;s/t: /f:»mm — —1In|cz| =l (c € RY).

k 1
Donc, tyg = —, k=+- € R".
c

]
() La solution particuliere ¢, : On pose t, = ‘( |) et on distinger 2 cas :
: k K —k
1" cas:Siz >0onat, = Mz) et z, = (z)z 5 (x) Par suite
x x
Utat,=—1"—1 k() = Lok = L2 R
vt +at, = " -1 & (:1;)——3:—5(:) (x)——ix —Inz+a, a €R.
) k 1 1
Par conséquent, nous avons que ¢, = i S Inz + e c R.
1" cas : Si x < 0, on obtient la méme résultat, c’est a dire
k 1 1 o)
tp=—=—=z——1 —, a € R.
r= 5% xn\x|—|—|x‘ a
Dong,
t=ty+t L 11 |z| + -
= = ———r——In|z|+ —
TRl 2 i
1 1
ﬂ——x——ln\ﬂ, f=k+aeR.
x| 2 x
1 1 :
Commet = —. Alors,ona z = 3 i i , et par suite, on trouve
: — — —x — —In|z|
x| 2 x
1 1 1 1
Yye =y + - = *—i-ﬁ—fx——lnm
z r x| 2 x
1(1 Infz]) + !
= —(1l—In|x — —1.
jz 2
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

Correction d’exercice 3.41) Soit l'équation différentielle =y — y =
222, y(1) = 5. Alors, on commengant par la solution générale, puis
on appliquant les conditions initiales.

La solution homogene yy : (EH): zy —y = 0.On a, donc
d d
(EH) @xy’—y=0:>/yy :/; = In|y| =In|cz|, (c € RY).

Donc, yg = kx, k = +c € R*.
La solution particuliere y, : On pose y, = k(z)x.
Donc, on trouve y, = k(v)z et y, = k'(x)x + k(z). Par suite

a:yz'j—yp:2x2<:>k:’(x) =2 k(z)=2r+a, a € R
Donc, nous avons que y, = (22 + a)z, o € R. D’ou1 le résultat

y=yg +y,=>y=kr+(2v+a)r < y=22"+\v

tel que Ak +a € R.
Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

y =222 + M\ _
{y(1>:5, = A=3.

Dong, y = 222 + 3.

@ Pour l'équation 2y’ +y = e”,  y(1) = 2. Siz € R*. Alors, nous avons que
La solution homogene yy : (EH) : 2y’ + y = 0. De maniere similaire on
trouve

dy dx 1
/ . _ _ _ *
(EH) & xy +y—0:>/y = /as = Inly| = 1n]cx|—|cx|,(c€R+).

1
Donc, yg = kx, k = £— € R*.
c

k(z
La solution particuliéere y, : On pose y, = k(@)
K(x)x — k(x
Donc, onay, = (z) 5 ( ) Par suite
x

ry, +yp =€’ S k'(x)=e" S k(z)=¢"+a, acR
Par suite, nous avons que y, = (¢” + a)z, o € R. Par conséquent,
y=yg+ypy=>y=kr+ (" +a)r e y=xe"+ Az

telque A\ =k +a cR.
Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

y =xe’ + \x B

Donc, y = ze” + (2 — e)x.
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

@ y +ytanz = cos?x, y(0)=-1.SurD =R — {g} telque k € Z.On a

La solution homogene yy : (EH) : ¢ + ytanx = 0. Alors, si on pose t =
cos , on trouve, dt = — sin zdx et de puis

y +ytanr =0 = / y /tanscd:c:>/ y:_/sm:z:

cos T
dy dt
= :/y—/t:mwcﬂ
= y = kcosx.

Donc, yg = kcosx, k= +c € R*.
La solution particuliere y, : On pose y, = k(z) cos z.
Donc, on a y;, = k'(r) cos x — k(z) sin x. Par suite

Y, + yptanz = cos’z < k() = cosz < k(z) =sinz + o, a € R.
Donc, nous avons que y, = (sinz + o) cosz, o € R. Par conséquent,
Y=YH T Yp=>Y= )\cosx—l—;siHQx
telque A =k +a € R,

Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

A L
{ cosx—i—ism%: = 1.

Donc, y = —1cosx + 5 sin 2.

@ Reste comme exercice.

Correction d’exercice 3.5. On résoudre les équations differentielles linéaires et
homogenes d’ordre 2 suivantes

(1) y" =3y +2y=0. (1). Léquation caractéristique de (1) est

r’ —3r+2=0.
La discriminant A = > — 4ac = A =1 > 0. Donc,
—b— VA b+ VA
Mm=————="r=1letry=———"—=1"Ty =2,
2a 2a

Alors,
yr=e¢" = y=e"
yp =€ = gy =€

Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,

ot 2t

e” 262336210

z— W(x) = =" £ 0.

D’ou1 la soluion générale de 1’'équation homogene (1) est

yg = Ay + py2
= X"+ pe**, A\ peR.
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

(2) y" =5y 4 6y = 0. (2). L'équation caractéristique de (2) est
r* —5r+6=0.
La discriminant A = > — 4ac = A =1 > 0. Donc,

_—b—VA —b+ VA

rMn=—————="r=2etr,= = 19 = 3,
2a 2a
Alors,
Y = et = Y = 621'
Yy =€ = gy = e
Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,
2z 3x
e e
x— W(z) = 9et 3p3rp2r | = e £ 0.

D’ot1 la soluion générale de 1’équation homogene (2) est

Ya = Y1+ py2
= XX +pe®, X\ peR.

@ y" —y =0. (3).Onal’équation caractéristique de (3) est

P—r=0=r=0Vr=1.

Alors, la soluion générale de 1'équation homogene (3) est

Yyr = Ayt s
= A+pue’, A pueR
@ y" — 2y +5y =0. (4)Onaléquation caractéristique de (4) est r> —2r +5 =
0et A= —16 < 0. Donc, A = (4i)>et VA = 4i =6, V VA = 4i = §,. Par

suite b—s b+ o
T = 9 1:>r1:1—2ietr2: !
a

= ro = 14 21,
et on trouve,

y1 = e cosfr = y; = e’ cosuw

Yo = €™ sin fr = yy = e’ sin 2.
Alors, la soluion générale de I’équation homogene (4) est donner par

yn = Ayr+ [y
= " (Acos2x 4+ psin2zx), A, p€R.

y" — 6y +9y = 0. (5) Onaléquation caractéristique de (5) est 7> —6r +9 =
q q

OetAzo.Donc,r:rl:r2:2—¢r:3,etontrouve,
a

Y = N Y = 6333
Yo = x€'" = Yo = zed?.
D’ou, la soluion générale de I'équation (5),

ym = Ay piye
= (A +pux)e®, N\ peR.
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

@ Reste comme exercice.
@ Reste comme exercice.

Correction d’exercice 3.6. On resoudre les équations différentielles suivantes :

@

@ Soit I'équation y” — 3y’ + 2y = 42*, (1). D’apres l'exercice 5, on a la
solution de I'équation homogene y" — 3y’ + 2y = 0 est yg = e +
pe*. X\, p € R. On cherche donc une solution particuliere y, sous la
forme y, = ax® + bz + ¢, a # 0. Alors, y, = 2ax + b et y) = 2a. Par
substitution, on trouve,

”—3yé+2y = 42® = 2azx* + 2(b — 3a)r + 2a — 3b + 2¢ = 42* =

2a = 4,
{ 25— 30) =
2a — 3b+2c =0,
a =2,
= { 2b = 3a = 6,
c=T.
D’ot y, = 22 + 6z + 7. Alors, la solution générale de (1) est donner par

y=yH+yp:>y=>\em+u62f”+2$2+6x+7, A peR.

Pour l’équation vy’ +2y/'+y = 4xe”. (2) et d’apres une calcule similaire a
q p
celle dans l'exercice 5, on a I’équation caractéristique de (2) est r?2r+1 =
0et
—b

A=0.Donc,r=r; =ry = 9 = r = —1, et on trouve,

yy=¢e¢" = y=e
Yo =zt = yy = xe

—Z

D’ot, la soluion générale de I'équation (2),

ye = Ayi+ [y
= (A+px)e ™, N peR.
Maintenant on charche une solution particuliére ¥, sous la forme y, =
(ax +b)e”, a # 0. Alors, y, = (2ax + b+ 2)e” ety = (2ax + b + 2a)e”

Par substitution dans (2), on trouve,

Y/ 2y = due” = A+ b+ a)e =daet = { [0

a=1,
= { b=—1
D’ou y, = (z — 1)e”. Alors, la solution générale de (2) est
p &
y=yg+yp=>y=Xe "+pure "+ (x—1)", A peR.
(© Soit I'équation 3" +y' — 2y = sinx, (3). Alors, on a
(EH) : y"+vy — 2y = 0, et 'équation caratéristique est r* +r — 2

0, A = 9. Dong, on trouve r1 = 1, 1o = —2, cest a dire yg =
e® + e,

Dr: Dahmane Bouafia 41 Sw: https:/ /elearning.univ-msila.dz/moodle



3.2 Correction de série d’exercices N :3

Pour la solution particuliere y,. Posons y, = acosz + Bsinz, tels que
a, 8 € R. Alors,on a
y! +y, — 2y = sinz = (=3a + B)cosz — (a + f)sinz = sinz =

—3Ja+ =0,
—Q — 5 - 17
1
a=——,
==
1
e 1 5 . ) : "y
Dou y, = —4 008 T + 2 Sine. Par conséquent, la solution générale est

définie par

1 5
x——cosx—kisinx, A, € R,

Y=y +y,=y=Ae" + pe? 0

(a) Pour I'équation différentielle y” = shx, (4). Par intégration deux fois,
/

et comme 3" = —— ona

dr
4) < y”:shx@/dy':/shxdxﬁy’:chx+)\
& /dy:/chxdx+)\/dx<:>y:shx+)\x—i—5, a, peR.

@ Reste comme exercice.
@ Reste comme exercice.
y" — 2y = ch2z. (EH) : y" — 2y = 0, et I’équation caratéristique est

r2—2=0< r++/2 Donc, on trouve yg = eV 4 ,ue_\/ix.
Pour la solution particuliere y,. Posons y, = ach2z, tels que a € R.
Alors, on a

1 1
y}’)’ — 2y = ch2r = bach2x = ch2xr = a = e D'ou y, = 5ch2x. Par
conséquent, la solution générale est définie par

1
Y=Y T Yp=>Y= AeV2e + ,ue_‘/ix + achz@"x, A, pe R

@ @ La solution de 1 équations @), qu’il satisfait les conditions initiales y(0) =
y' — 3y + 2y = 4a?,

/ L N
1 ety (0) = 2. Donc, on a le systéeme { y(0) = 1 et y/(0) = 2.

D’apres ce qui précede, on a
Y=+ pe** +222 +62+7, A peR.

Dongc, on appliquant les conditions initiales, on trouve,

{y/(o)zz = aihiro-2 ={n_2

Alors, y = —8e” + 2e?* + 222 + 6z + 7.
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3.2 Correction de série d’exercices N :3

vy’ +1y — 2y =sinx,

© On a le systéeme { y(0) = 1 et y/(0) = 2.
D’apres ce qui précede, nous avons que

1 5
y = Xe” + pe ** — —cosx + Zsin:r;, A, € R

4

Par I'application des conditions initiales, on trouve,

1
_ 9y — = = 5
{%%fé = X+2% it —#{A—’
y(0) = )\‘|‘2M+Z:2 po=
ST : ) 5 1 5 .
C’est a dire la solution demandé est, y = ZBI_ZCOMHFZSHW'

Correction d’exercice supplémentaire 3.1@ Exercice

@ Exercice

@y'zi%—x, (z e R).
Six € RY. Alors, nous avons que
La solution homogeéne yy : (EH) : ' — Y~ 0. 0On remarque y = 0 est une
x

solution triviale. Si y # 0, on aura, donc
d d
(EH)<:>y'—y:0:>/y:/x:>1n|y| =In|cz|, (¢ > 0) = yg = kx, k = +c € R".
T y T

La solution particuliere y, : On pose y, = k(z)x.
Donc, on a y, = k'(r)x + k(). Par suite

r Yp
yp_;

+rek(x) =1k =rv+a aeR
Depuis y, = (¢ + o)z, a € R. Par conséquent,

y=yn+y=y=kr+(z+a)zrey=2"+\v
telque A =k 4+ a € R,

@) (> +1)y +2y=0, (zecR).(4)
L”equation (4) équivalent a I’équation y +

= ( qui est une équation
x? + 17 9 1
homogenen. Donc, on a

dy xdx 1 9 c
e [Z=]- = Inly| = —1 D+e=In(———) (c>0
We [F= g =l =5+ )+ e=In (5. (> 0)
k *
=y = x2+1’k_iC€R
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Correction d’exercice supplémentaire 3.21) Soit l'équation  differentielle

V1—22y —y =0,

(1)

@ Siy = y(ly —1)cosz,

/ /

Y Y

y y-

=
=

(1). Alors, on a

\/1—7m2y—y—0®/dy /

\/1—552

In |y| = arcsin(x) + ¢
‘y‘ _ keamcsin(:v)7 k= +ef € R.
y/
2). Alors, poury # Oety # lona — =
) P yly —1)

. Donc, on trouve

d
(2) < /y(ygl):/cos:z:dx

~
< Injy| —1In
& ln’
Y+
Yy
=
y+1

@ Reste comme exercice.

Jo-

d

Y :/cosa:dx
y—1
ly+ 1| =sinz + ¢

=sinx + ¢
1

—2 = K& k= +ef € R.

x+1 : . : .
@ Yy = —5—, (4). Onresoudre cette équation par séparation de variables. On

d donc pour y # 0,

dy
4) & | = =[(x+1)dx
[p=1
1 1,
< ——=-r+x+c
y 2
- B 1
Y ittt
1 2
tel que 3% +x+c#0.
@ Reste comme exercice.
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