Université de M’sila,
Département de Mathématiques
Module : Analyse complexe
2tmeannée L.M.D (12014 /2015)

Examen final (Durée : 90min)

Q1(1.50 pts):

Quelles sont les conditions de cauchy-Riemann en coordonnées cartésiennes.
Q2(3.50 pts):

Trouver une fonction holomorphe f(z) = P(z,y) + iQ(z,y) telle que P(z,y) =
e’ siny.

Q3(02 pts):

En utilisant la formule intégrale de Cauchy. Calculer [, _, f(2)d2.

Q4(03 pts):

Combien de racines de 1’équation 2* + 32% + 6 dans le disque |2| < 2.

Q5(1.50 pts):

Rappeler le theoréme des résidus.

Q6(03 pts):

Soit f(z) = =5. Calculer le résidu aux points singuliers de f , puis Calculer
f‘z|:1 f(z)dz.

Q7(04 pts):

Choisir (a) ou bien (b)

(a) Calculer la transformée de Fourier de —'5c-a-dire F () =?, puis déduire

. 441
0 cos 3z
o Siida.

(b) Calculer [ Ty

[ R — HERAZ




Université de M’sila _
Département de Mathématiques

Module : Analyse complexe
2emegnnée L.M.D (2015 /2016)

Examen final (Durée : 90min)

Exercice 1: (11 pts)

Partie 1: (04pts) Rappeler la définition d’:

1- Une fonction harmonique.

2- Un point singulier.

3- Une série de Laurent.

4- Un résidu d’une fonction en un point singulier.

Partie 2: (02 pts) Trouver la série de laurent de la fonction f(z) = e +sin3z
en point z = 0.

Partie 3: (05 pts) Vérifier que P(x,y) = 22(1 — y) est une fonction harmonique.
Trouver une fonction Q(z,y) de maniére que la fonction f(z) = P(z,y) +iQ(x,y)
soit holomorphe et exprimer f a I’aide de la variable 2.

Exercice 2: (04 pts=02 pts+02 pts)
1- Combien de racines de ’équation 28—42° + 22—1 = 0 dans le disque |z| <1.
2- En utilisant le principe de ’argument, calculer

zZ.

/ 827—-202% + 22
\

2=1 28—42° + 221

Exercice 3: (05 pts=02 pts+03 pts)
1- Sur Dellipse v : z(t) = 2cost + 3isint (pour ¢ € [0;27]), calculer

L (z — iy)d=.

2- En utilisant le théoréme des résidus, calculer la valeur d’une seule intégrale
parmi les deux intégrales suivantes

2w

+oo
]:/d_m, J:/d_wQ
Jr(x+1) s (2 +sinx)

0

Bonne chance a tous




Correction d’examen final (Analyse complexe 2015-2016)
Fxercice 1

Partie 1:

Déf- f est dite harmonique si Af(x,y) = 6—f(a: y) + 57 2(95 y) = 0.

Défy- 2y est un point singulier de f < f n’est pas analythue a zp, bien que dans chaque
voisinage de zj il y ait au moins un point ot la fonction est analytique.

+o0
Déf3- Une série de fonctions sous forme Y A, (z — 2z9)" porte le nom série de Laurent.

—0o0
Déf - le cofficient de ﬁ dans la série de Laurent de f en 2, est appelé le résidu de f en
20, noté Res(f, zp).

Partie 2:
n n32n+1 2n+1

— el 3y =
f(z)= ef +sin3z = anzn 2t
Partie 3: P(;U y) = 235(1 —9)

AP(z,y) = 25 (z,y) + %yp (x,y) = 0 = P est harmonique.
Il existe une fonction @ : R? — R de sorte que P + i@ est une fonction holomorphe, alors P
et () vérifient les conditions de Cauchy—Riemann donc

oP 8@ Q) 2
or  0Q

il L = 22 R.
oy 8x:> o x dx)=clr) =24\ Xe€

Finalement, on trouve Q(z,y) =2y — y* + 2>+ A/ X € R et la fonction demendée

f(z) =Pz, y) +iQ(z,y) =22(1 —y) +i(2y — y* + 2° + A) tel que X € R.

Pour exprimer f(z) a l'aide de la variable z, on prend y = 0 et on remplace x par z, on
obtient
f(2) =2z +i2” + i tel que A € R.

Exercice 2
1- Posons f(z) = —42° et g(z) = 28 + 2% — 1 si 2 est appartient au cercle C(0,1), c-a-dire
|z] =1, alors

f(z)| =4et |g(z)] = |5+ 22— 1] < |8 + [2*| +|-1| =3
donc [g(z)| < |f(z)[ sur C(0,1)
conlusion: f(z) = —4z° et f(2) +g(z) = 2% — 42° + 22 — 1 ont le méme nombre des zéros sur
D(0,1), et comme zy = 0 est une racine de f(z) = —42° d’ordre 5, alors 2% — 42° 4+ 22 — 1

admet 5 racines dans D(0,1).
f7 r (Z)dz = 27i(Z — P) ou Z est le nombre de zéros de f et P est le nombre de poles de f.
Posons f( ) = 28—42° 4 221

827-20z" + 2
/ S ~dz = 2mi(5 — 0) = 107
2j=1 Z —42° + 2




Exercice 3
1/ Sur Pellipse 7 : z(t) = 2cost + 3isint (pour t € [0; 27]), on a

2m
/(m —iy)dz = / (2cost — 3isint)(—2sint + 3icost)dt
0
! 2m
= / (6i + 5sint cost)dt
0

5 21
= 127+ 5/ sin 2tdt = 12i.
0

2/ Choix 1 Kk ok ok sk ok sk skook ok ok ok ok skokook sk skok sk skok skokoskook skokok sk kok skokoskok skokok sk skokesk sk skok skokok sk kokosk skokok skokokskokosksk sk

oo dx Tes 1
I= dr = Rés(—m— 1
/0 V(1 + x) ’ sinﬂg es({’/?(l—i—z)’ )

3

= s —¢ 5. alors —1 est un pole simple et

Foo dx o2

, VTS

2/ Choix 2*>|<>I<*>I<>l<**>l<>I<>X<**>l<**>!<>I<>l<**>l<****>l<**>l<>I<>X<**>l<>|<>|<*>I<>l<*************************

_ [2m dx __ iz : _ 1 1y. __ s 9t b A ’ :
J = fo @rena)” On pose z = €', alors sinw = 5:(2 — 2); dz = izdz. I'intégrale s’ecrite

I /2” dx B / dizdz
o (24sinz)? con) (22 4 4iz — 1)

z=2=(3-2)i; |ul<1
z=120=—(V3+2)i; |2 >1

I = /%d—m—Qm'ZRés(fz)
o (2+sinz)? o

|Zk|<1

z2+42'z—1:O<:){ , donc

diz
(22 + iz —1)*

= 2miRés(f,z) ou f(z) =

lim (z — 1) f(z) = 22, — ‘/§3_2. alors z; est un podle double et

z—2z1 o (21_32)2
Rés(f,z1) = lim ((z — z)? f(z))l = _2\/§i.

Z—Z] 9

Donc

[_/2” de 4«
o (2+sinz)® 3V3

>k kook sk koo ok skook sk skskook sk skook sk skok sk ok skosk sk sk skok skokoskeskoskoskosk sk kok skokok skoskoskok skokok skokoskosk skokok skokok sk koskosk skokok skokokoskokosksk sk



Université de M’sila
Département de Mathématiques

Module : Analyse complexe
2¢meannée L.M.D(2017/2018)

Examen final (Durée : 90min)

Questions de cours: (05 pts)

1- Rappeler la définition d’:
une fonction harmonique, un point singulier, une série de Laurent.

2- Que vaut le résidu (en pratique) d’une fonction f en un point singulier z,
ou

> z, est une singularité apparente.

> 2, est un pole d’ordre m.

Exercice 1: (04 pts)

Quelles sont toutes les fonctions holomorphes sur C dont la partie réelle est
la fonction P(z,y) = 2zy.

Exercice 2: (04 pts)

Trouver le nombre de racines de I’équation 2° + 15z + 1 = 0 dans la couronne
3

s <zl < 2.

2

Exercice 3: (07 pts): -

1- Enoncer le théoréeme des résidus.
2- En utilisant le théoréme des résidus, calculer I'intégrale réelle




Correction d’examen final (Analyse complexe 2017-2018)

Questions de cours

Déf- f est dite harmonique si Af(x,y) = 8x2 L(z,y) + 2 57 (:c y) = 0.
Défy- 2y est un point singulier de f < f n’est pas analythue a 29, bien que dans chaque
voisinage de zp il y ait au moins un point ot la fonction est analytique.

Déf3- Une série de fonctions sous forme Y A, (z — 29)" porte le nom série de Laurent.

— 00
Déf - le cofficient de ﬁ dans la série de Laurent de f en 2, est appelé le résidu de f en
20, noté Res(f, zp).

2- a- Res(f,z)) =0. b- Res(f,z) =

Exercice 1 soit P(z,y) = 2zy

AP(z,y) = %(m,y) + ?Tf(x,y) = 0 = P est harmonique. Donc Il existe une fonction

Q : R? — R de sorte que P + iQ est une fonction holomorphe, alors P et () vérifient les
conditions de Cauchy-Riemann donc

oP 8Q aQ 2
:> =2y=—=0Q =y’ + .
e 9y % Y (z,y) =y c()

or  0Q

— L

dy ox 8y
Finalement, on trouve Q(z,y) = y*> — 2> + A/ X € R et la fonction demendée

ﬁ lim [(2 — 2)™ f ()" Y

z—20

=2r=—(d(x)=c(x) =22+ AER,

f(2) = P(x,y) +iQ(x,y) = 22y +i(y* — 2* + \) tel que A € R.

Pour exprimer f(z) a l'aide de la variable z, on prend y = 0 et on remplace x par z, on
obtient
f(2) = —iz® + i tel que A € R.

Exercice 2
1- Sur |z| < 2. Posons f(z) = 2° et g(z) = 152 + 1 si z est appartient au cercle C/(0,2),
c-a~dire |z| = 2, alors

lf(2)|=32et |g(2)] = |15z 4+ 1| < |15z| + |1| = 33

donc |g(2)| < |f(z)| sur C(0,2)

conlusion: f(z) = 2° et f(z) + g(z) = 2° + 152 + 1 ont le méme nombre des zéros sur
D(0,2), et comme zy = 0 est une racine de f(z) = 2z° d’ordre 5, alors 2° + 152 + 1 admet 5
racines dans D(0,2).

1- Sur |z| < £.Posons f(z) = 15z et g(z) = 2° + 1 si z est appartient au cercle C(0, 2),
c-a-dire |z| = 2, alors

45 275
) =5 et lga)] = | +1] < =2

2
done [g(z)] < |f(z)| sur C(0,5)
conlusion: f(z) = 15z et f(z) + g(z) = 2° + 152 + 1 ont le méme nombre des zéros sur
D(0,3), et comme zy = 0 est une racine simple de f(z) = 15z, alors z° + 15z + 1 admet une
racines dans D(0, 2).

et comme conclusion générale 2° + 152 + 1 admet 4 racines dans la couronne C'(0, %, 2)



Exercice 3

J:/%ﬂd;p.
o 2+sinx

On pose z = €*, alors sinz = %(z — %), dz = izdx. I'intégrale s’ecrite

2 : 2
—1
J:/ ﬂdxz/ -1 4
o 2+sinz co) 7 (22 +4iz — 1)

z=2=(3-2)i; |al<1
z=129=—(V/3+2)i; |2 >1

z2—{—4z'z—1:()<:){

2 :
J = / Y g = o Z Rés(f, zi)
0

2+sinx
‘Z}c|<1

= 2mi [Rés(f,0) + Rés(f, )] on f(2) =

22 -1

iz (22 +4iz —1)

. 21 _ N .
lim (z — z1) f(2) = izj;lfzz) = (4%‘:{;. alors z; est un pole simple et

z—21

Rés(fom) = S=4V3

(6 —4v3)i

lim (z —0) f(z) = 1. alors z = 0 est un pole simple et

z—21

Rés(f,0) = %

Donc

T Sing |1 8 — 443
J = —,de:QW’L I ——
0o 2+sinz 1 (6—4\/3)2
4
= 27r+—7r.

V3
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Université de M’sila 25 Ramadan 1439
Département de Mathématiques
Module : Analyse complexe

2¢meannée L.M.D(2017/2018)

Examen de rattrapage (Durée : 90min)

Questions de cours: (08 pts)

1- Rappeler la définition d’: une fonction holomorphe, un résidu ?

2- Existe-t-il une fonction holomorphe sur C bornée non constante ? justifier?
3- Comment classer les points singuliers & 'aide des séries de Laurent ?

4- Rappeler les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires ?

5- Résoudre dans C I’équation: sinz = 2

Exercice 1: (05 pts)

Quelles sont toutes les fonctions holomorphes dont la partie réelle est la fonc-
tion P(z;y) =% + 2zy — y?

Exercice 2: (07 pts):

1- Enoncer le théoreme des résidus.
2- En utilisant le théoréme des résidus, calculer I'intégrale réelle




Correction d’examen de rattrapage (Ana. complexe 2017-2018)

Questions de cours

1- Une fonction f est dite holomorphe en un point 2, si elle est dérivable dans un disque
ouvert centré en zg..

2- non, voir le cours "Théoréme de Liouville"

Theorem 1 Soit f une fonction analytique sur C, si f est bornée alors f est constante .

3- Le développement de Laurent de f = Z (Z 2+ Zan(z — 20)™.

Classification des singularités
e Si tous b,, sont nuls, la fonction est analytique dans D(zo, ), on dit que zj est une singularité
apparente.
e Si les b,, sont non tous nuls; i.e s’il existe un b,, non nul tel que b, = 0 pour tout n > m,
alors zg est un pole d’ordre m et

Vz € D(z0,7) : f(2) = b + b= + e

(z—z)™ (2 —2)""

e Si m = 1; on dit qu’on a un pole simple .
e S’il existe une infinité de b,, non nuls, la singularité est dite essentielle.
4- Les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnés polaires données par

oU 10V v 10U

o  raf’ o rof’
5- voir TD "série 1 Ex 2".
Exercice 1 Soit P(z,y) = 22 + 2zy — y>
AP(x,y) = %(m,y) + ?Tf(x,y) = 0 = P est harmonique. Donc Il existe une fonction
Q : R? — R de sorte que P + iQ est une fonction holomorphe, alors P et () vérifient les
conditions de Cauchy—Riemann donc

oP GQ oQ 2

—_— :> =2 QY = — = =2 .

o 8y (9x T+ 2y 2y Qz,y) xy + y° + c(x)
oP  0Q

— 20 — 2y = — (2 ! = 12 R.
oy oy T 2= —2y+d(z)) = c(x) r+ A A€

Finalement, on trouve Q(x,y) = 2zy +y*> — 2% + A/ X € R et la fonction demendée
f(2) = P(z,y) +iQ(z,y) = 2% + 22y — v* +i(2xvy + y*> — 2> + )) tel que A\ € R.

Pour exprimer f(z) a l'aide de la variable z, on prend y = 0 et on remplace x par z, on
obtient
f(z) = (1 —4)2* + \i tel que A € R.

1:/+°° dr_
oo 14 af

Considérons f(z) = H%: est une fonction holomorphe sur C privé de ses poles

Exercice 2

(142k)7 -

zo=e ¢ " k=0,1,2,3,4,5



29 71 et 2o dans le demi-plan supérieur

1
lim (z — z) f(2) = 65 = Res(f, z). (z sont des poles simples )
Z— 2 22

I = /+°<> fla)de =2mi Y Rés(f,z) = 2mi(Rés(f, z0) + Rés(f, z1) + Rés(f, z2)) = 2m

3
Im(z;)>0
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Université de M’sila 29 Juin 2019
Département de Mathématiques

Module : Analyse complexe

2tmeannée L.M.D (12018 /2019)

Examen final (Durée : 90min)

Exercice 1: (12 pts)

Partie 1: (03pts) Rappeler la définition d’:

1- Un point singulier.

2- Une série de Laurent.

3- Un résidu d’une fonction en un point singulier.

Partie 2: (03 pts) Trouver le développement en série de laurent, puissances de

z, de la fonction f(z) = ey dans la région 1 < |z < 3.

Partie 3: (06 pts) Vérifier que P(z,y) = zy est une fonction harmonique.
Trouver une fonction Q(z,y) de maniére que la fonction f(z) = P(z,y) +iQ(x,y)
soit holomorphe et exprimer f a I’aide de la variable z.

Exercice 2: (04 pts=02 pts+02 pts)

1- En utilisant la formule integrale de cauchy, calculer I'intégrale

oS 2
/ —dz ot v est le cercle |z —1|= 2, sens positif
2
N

2- Sur le demi -cercle v : z(t) = 2cost + 2isint (pour t € [0;7]), calculer

I= /(1‘2 + y?)dz.
Y

Exercice 3: (04 pts)

En utilisant le théoréme des résidus, calculer I'intégrale

+o00

dz
J_/x6+1

—00

Bonne chance a tous




Corrigé type de ’examen final

” Analyse complexe 2018-2019"

Exercice 1

Partie 1:

Déf - zy est un point singulier de f < f n’est pas analytique a zg, bien que dans chaque
voisinage de zp il y ait au moins un point ot la fonction est analytique.

—+00
Déf,- Une série de fonctions sous forme >\, (z — 2z9)" porte le nom série de Laurent.
Déf'5- le cofficient de 2_120 dans la série de Laurent de f en 2y est appelé le résidu de f en
20, noté Res(f, zo).
Partie 2: On a

f() 1 1 1 +1 1
o) — _ -
G-1(z-8 21—z 22-3
1 1 1 1321 =1
— = _zl_l:_zzz_n:—zznﬂ car 1 < |z|
z n=0 n=0
1 1 1 1R m F m
— = _51_52_5237:_23%1 car |z] <3
n=0 n=0

donc
n

11 12
f(z):_§ZZn+1 _§Z3n+1 L<lz[<3.
n=0

n=0

Partie 3: P(z,y) = zy
2 2 .
AP(z,y) = %(m,y} + %T];(x,y) = 0 = P est harmonique.
Il existe une fonction @ : R? — R de sorte que P + i@ est une fonction holomorphe, alors P

et () vérifient les conditions de Cauchy-Riemann donc

oP _9Q _orP  0Q _ 1y
Gr "oy T ar YT gy T @y =gy ).
or  0Q or o 1,

Finalement, on trouve Q(z,y) = 3y* — 32> + A/ X € R et la fonction demendée

1 1
f(z) = P(z,y) +iQ(x,y) = vy + i(§y2 — §x2 + A) tel que A € R.
Pour exprimer f(z) a l'aide de la variable z, on prend y = 0 et on remplace x par z, on
obtient .
flz) = —%22 + i tel que X € R.



Exercice 2

1/

6! 6!
/ Coizdz = / Lzl%d = —cos¥ (0) = ——
lo—1|=2 % lo—1)=2 (2 — 0) 2mi 27

2/ Sur le demi -cercle v : z(t) = 2cost + 2isint (pour t € [0;7]), on a

/|z|2dz = /4(2@'6“)6125
0% 0

= 8 e”|;r
—16.
Exercice 3
too dy 1
I = — = 2mi Rés(———
/0 ) i Z es(<1+z6),zk)

2k dans le demi-plan sup.

6 (142k)7i
1+2°=0& 2, =e 6 aveck=0,1...,5.

les pts singuliers dans le demi-plan supérieur sont

u; jus] . ey
Zg=¢e€6",z1=e2 =1¢et zg=¢€56

lim (2 — z) f(2) = lim 32 = § (zx)~". Alors z, sont des poles simples et
Z2—2) Z— 2z

Rés(f,z) = é(zd
7 dx
L= _/Oo(l—l—xﬁ)
= 2mi(Rés(f, z0) + Rés(f, z1) + Rés(f, 2z2))
— 2m(é(z0)‘5+%( )70 %( 2)"")
mioA/3 V3
= §(2 —§—Z+7——)
B 21
= 3



Université de M’sila 10 Juillet 2019
Département de Mathématiques

Module : Analyse complexe
2iemegnnée L.M.D

Examen de rattrapage (Durée : 90min)

Exercice 1:

1: Résoudre dans C I’équation e* = —4.

2: Soit f une fonction holomorphe sur C, Montrer que

(3\£;Z)\)2+ (8!£;2)!)2 1)

too (_1)n n+1
3: Montrer que la série > “—2=—
n=0

= "~ définit une fonction analytique f sur le disque ouvert

D(0, 1), puis montrer que }’ coincide sur D(0,1) avec la détermination principale de g(z) =
Log(1 + 2).

4: Trouver le nombre de racines de I’équation 322 — e = 0 dans le disque |z| < 1.

Exercice 2:

1: Vérifier que P(z,y) = zy est une fonction harmonique.

2: Trouver une fonction Q(x,y) de maniére que la fonction f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) soit
holomorphe et exprimer f a ’aide de la variable z.

Exercice 3:

1: En utilisant la formule integrale de cauchy, calculer I'intégrale

/ 05 s o 4 est le cercle |z — 1] = 1 itif
Z ou €s e cercle (2 — =1, SEens positl
L (z-12(z-3) i P

2: En utilisant le théoréeme des résidus, calculer 'intégrale
/ sin(z) s
_4—2cos(x)

Bonne chance a tous




