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Chapitre 1

L�holomorphie et l�analycité

1.1 Rappel

1.1.1 Généralités sur les nombres complexes

Dé�nition 1.1 Un nombre complexe z s�écrit sous la forme dite algébrique z = x+ iy où x

et y sont des nombres réels, et i est appelé l�unité imaginaire, a la propriété i2 = �1.

Le nombre x est appelée la partie réelle de z ; on note x = Re(z).

Le nombre y est appelée la partie imaginaire de z, on note y = Im(z).

L�ensemble des nombres complexes est noté C.

On a

N � Z � Q � R � C:

Remarque 1.2 (C;+;�) est un corps commutatif.

Dé�nition 1.3 Le module d�un nombre complexe z = x+ iy est dé�nit par

jzj =
p
x2 + y2:

Dé�nition 1.4 Le conjugué d�un nombre complexe z = x+ iy est dé�nit par

z = x� iy:

On peut exprimer les nombres complexes en termes des coordonnées polaires r et �

x = r cos �; y = r sin �
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dans ce cas

z = r(cos � + i sin �)

r = jzj =
p
x2 + y2 et � est l�argument de z noté arg(z):

L�argument principal noté Arg(z) sera compris entre �� et �

�� < Arg(z) � �

1.1.2 Forme exponentielle d�un nombre complexe

Si on applique la formule d�Euler

ei� = cos � + i sin �

alors on peut réprésenter un nombre complexe de module r et de argument � ainsi par

z = r (cos � + i sin �) = rei�:

Soient z1; z2 2 C; on a les proprietés :

1- jz1 � z2j = jz1j � jz2j

2- jzj = 0, z = 0

3- jz1 + z2j � jz1j+ jz2j

1.1.3 Puissances, Racines, Formule de Moivre

On a

zn =
�
rei�
�n
= rnein�;

En particulier posons r = 1, on obtient�
ei�
�n
= ein� ou (cos � + i sin �)n = cosn� + i sinn�:

Cette formule est de Moivre.

Un nombre complexe w est appelé racine ni�eme de z si

wn = z ou bien w = z
1
n

si w = � (cos � + i sin �) et z = r (cos�+ i sin�) : Donc

wn = z ,

8<: �n = r

n� = �+ 2�k
,

8<: � = r
1
n

� = �+2�k
n

k = 0; 1; :::n� 1
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Exemple 1.5

z4 = �1, zk =
�
1ei(�+2�k)

� 1
4

les 4 racines sont

z0 = ei
�
4 ; z1 = ei

3�
4 ; z2 = ei

5�
4 ; z3 = ei

7�
4

1.1.4 Topologie dans le plan complexe

� On appelle disque ouvert de centre z0 et de rayon r > 0, l�ensemble

D(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j < rg :

� On dé�nit le disque fermé de centre z0 et de rayon r

D(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j � rg :

� On dé�nit le cercle de centre z0 et de rayon r

C(z0; r) = fz 2 C : jz � z0j = rg :

� On appelle voisinage d�un point z0 un disque ouvert quelconque de centre z0.

� Un sous ensemble U est un ouvert si chaque z 2 U possède un voisinage entièrement

inclus dans U:

� Le complémentaire par rapport à C d�un sous ensemble ouvert est dit fermé.

Dé�nition 1.6 Un sous ensemble U de C est connexe (par arcs) si deux points quelconques

de U peuvent être rejoints par une arc inclu dans U .

U est connexe , il ne peut pas s�ecrire comme réunion disjointe de deux ouverts (fermés)

non vides.

Dé�nition 1.7 Un domaine dans le plan complexe est un ensemble connexe ouvert.

1.2 Fonctions complexes

Si à chaque point z d�un ensemble de nombres complexes on fait correspondre une ou

plusieurs valeurs w, nous disons que w est fonction de z. Pour bien préciser la fonction
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nous devons connaître le domaine de dé�nition des z, le champ de la fonction c�est-à-dire

l�ensemble des valeurs w, et en�n la règle de correspondance. Il n�est pas nécessaire que w

soit un complexe, il peut être réel.

On écrit

w = f(z):

ou encore

f(z) = u(x; y) + iv(x; y):

Exemple 1.8 f(z) = z2; f(z) = exp(z)........

1.2.1 Fonctions uniformes

Dé�nition 1.9 Soit f une fonction complexe de la variable complexe z. On dit que f est

une fonction uniforme si chaque valeur de la variable z; la fonction f(z) peut prendre une

seule valeur w = f(z); sinon la fonction f est dite multi-forme.

Exemple 1.10 1- f(z) = z2 est une fonction uniforme, car pour z = z0, f(z0) prend la

valeur unique z20

2- f(z) =
p
z est une fonction multi-forme, car à chaque valeur z0 on a deux valeurs possibles

de f(z0) sont
�
�pz0

�
1.2.2 Quelles que fonctions usuelles

(a). Fonctions polynômiales : Toute fonction sous forme

Pn : C ! C

z ! Pn (z) = a0 + a1z + a2z
2 + :::+ anz

n

est une fonction polynômiale.

(Pn (z) = 0 admet exactement n racines complexes dans C):

(b). Fonctions rationnelles : Toute fonction sous forme
Pn (z)

Qn (z)
dé�nie une fonction ra-

tionnelle (avec Pn (z) et Qn (z) sont 2 polynômes ).

(c). Fonction exponentielle : II faut dé�nir ez de telle sorte que les propriétés que nous

trouvons chez les réels soient préservées, alors on peut dé�nir la fonction exponentielle comme
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somme du rayon de convergence in�ni

exp(z) = ez =

+1X
n=0

zn

n!

(si z = x+ iy, donc ez = ex(cos y + i sin y)) et on a les propriétés :

� e0 = 1

� ez 6= 0;8z 2 C

� ez1+z2 = ez1 � ez2

� jezj = ex

� La fonction exponentielle complexe n�est pas bijective.

(c). Fonction logarithme : À l�instar du cas réel nous concevons la fonction logarithmique

comme l�inverse de l�exponentielle.

f(z) = log(z) = log(x+ iy) sous forme polaire z = rei�; alors

f(z) = log(z) = log r + log ei�

et comme ei� = ei(�+2�k); alors f(z) = log(z) est une fonction multi-forme qui s�appelent

déterminations,

f(z) = log(z) = ln r + i(� + 2�k)= k 2 Z

en particulier, lorsque k = 0, la quantité ln r + i� s�appelle la détermination principale de

log(z) et on note par

Log(z) = ln r + i�

avec � est argument principale de z: (�� < � � �) :

Exemple 1.11 1- log(1 + i) = ln
p
2 + i(�

4
+ 2�k)= k 2 Z

2- Log(1 + i) = ln
p
2 + i(�

4
)

3- Log(1� i)2 6= 2Log(1� i)

(c). Fonctions sinus et cosinus : Les fonctions sinus et cosinus sont dé�nies par les

séries entières

cos(z) =

+1X
n=0

(�1)nz2n
2n!

; sin(z) =

+1X
n=0

(�1)nz2n+1
(2n+ 1)!

et on peut aussi écrire

eiz = cos(z) + i sin(z))

8<: cos(z) = 1
2
(eiz + e�iz)

sin(z) = 1
2i
(eiz � e�iz)
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Attention : Les fonctions sinus et cosinus ne sont pas bornéés sur C ( voir TD).

Dans la suite la notation fonction représente fonction uniforme.

1.2.3 Fonctions continues

L�in�ni en l�analyse complexe

z !1,
�
1

z
! 0 ou jzj ! +1

�
et

z !1

w ! a

9=;) z + w !1

et
z !1

w ! a

9=;) zw !1 (a 6= 0)

Limites

Dé�nition 1.12 On dit que le nombre complexe ` est une limite de f au point z0 si

8" > 0;9� : jz � z0j < � ) jf(z)� `j < "

On écrit lim
z!z0

f(z) = `:

Continuité

Dé�nition 1.13 f est une fonction complexe (uniforme) dé�nie au voisinage d�un z0, la

fonction f est dite continue en z0 si

lim
z!z0

f(z) = f(z0)

Prolongement par continuité

Si la fonction f admet une limite ` en z0; mais f n�est pas dé�nie en z0; donc on peut

associer à f une fonction  telle que

 (z) =

8<: f(z); z 6= z0

`; z = z0

c-à-dire  soit une fonction continue et dans ce cas la fonction f est prolongeable par conti-

nuité en z0 et son prolongement soit  :
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1.3 Dérivation complexe

Soit f est une fonction complexe dé�nie dans un domaine (ouvert connexe) 
 � C conte-

nant z0

f est dérivable au point z0 , lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0
= �0

où �0 : constante complexe �nie qui l�on note f 0(z0):

Exemple 1.14 1- f(z) = z2 au point z0 2 C

f 0(z0) = lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0
= lim

z!z0

z2 � z20
z � z0

= 2z0

2- f(z) = x2 + y2 au point z0 = 0

f 0(0) = lim
z!z0

x2 + y2 � 0
x+ iy

= lim
�!0

�(cos � � i sin �) = 0

1.3.1 Fonctions Holomorphes

Dé�nition 1.15 Si la dérivée de f existe en tout point z d�un domaine D, alors f est dite

holomorphe dans D. Une fonction f est dite holomorphe en un point z0 si elle est dérivable

dans un disque ouvert centré en z0.

Règle de dérivation

Les proprietés de dérivation restes valables comme dans R (somme, multiplication par un

scalaire, produit, fraction, composition......

1.4 Conditions de Cauchy-Riemann

1/ En coordonnés cartésiennes :

Théorème 1.16 Si f(z) = P (x; y)+iQ(x; y) est holomorphe dans un domaine 
 � C; alors

les quatres dérivées partielles @P
@x
; @P
@y
; @Q
@x
; @Q
@y
existent et satisfont les conditions de Cauchy-

Riemann en tous points de 
; et on a :

@P

@x
=
@Q

@y
;

@P

@y
= �@Q

@x
:
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Démonstration. Si on pose z = x+ iy et z0 = x0+ iy0; alors z� z0 = x� x0+ i(y� y0)

f(z) = f(x+ iy) = P (x; y) + iQ(x; y) et f(z0) = f(x0 + iy0) = P (x0; y0) + iQ(x0; y0)

puiusque f 0(z0) existe au point z0 = x0 + iy0; donc le rapport
f(z)�f(z0)
z�z0 ! f 0(z0) quel que

soit la manière pour z ! z0:

f 0(z0) = lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0

= lim
x!x0
y!y0

(P (x; y)� P (x0; y0)) + i(Q(x; y)�Q(x0; y0))

(x� x0) + i (y � y0)

1- Suivant l�axe des x, c�est à dire y = y0 et on aura

f 0(z0) = lim
x!x0

(P (x; y0)� P (x0; y0)) + i(Q(x; y0)�Q(x0; y0))

(x� x0)

=
@P

@x
(x0; y0) + i

@Q

@x
(x0; y0)

2- Suivant l�axe des y, c�est à dire x = x0 on trouve

f 0(z0) = lim
x!x0

(P (x0; y)� P (x0; y0)) + i(Q(x0; y)�Q(x0; y0))

i (y � y0)

=
@Q

@y
(x0; y0)� i

@P

@y
(x0; y0):

En comparant les 2 résultats, on obtient

@P

@x
(x0; y0) =

@Q

@y
(x0; y0);

@P

@y
(x0; y0) = �

@Q

@x
(x0; y0):

2/ En coordonnés polaires : Soit f(rei�) = U(r; �) + iV (r; �). Les conditions de Cauchy-

Riemann en coordonnés polaires données par

@U

@r
=
1

r

@V

@�
;

@V

@r
= �1

r

@U

@�
:

Et en ce cas

f 0(rei�) = e�i�
@

@r
(U(r; �) + iV (r; �)) :

Remarque 1.17 1- On obtient la dérivée de f en prenant simplement

f 0(z) =
@P

@x
+ i

@Q

@x
=
@f

@x

=
@Q

@y
� i

@P

@y
= �i@f

@y
:

2- Les conditions de Cauchy-Riemann sont nécéssaires pour la dérivabilité mais pas suf-

�santes il faut de plus que les dérivées partielles des parties réelles et imaginaires soient

continues dans le domaine 
: Comme on peut le voir avec l�exercice suivant :
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Exercice 1.18

f(z) =

8<:
x3�y3
x2+y2

+ ix
3+y3

x2+y2
; si z 6= 0

0; si z = 0

* @P
@x
(0; 0) = lim

x!0
P (x;0)�P (0;0)

x
= lim

x!0
x3=x2

x
= 1; * @P

@y
(0; 0) = lim

y!0
P (0;y)�P (0;0)

y
= lim

y!0
�y3=y2
y

= �1

* @Q
@x
(0; 0) = lim

x!0
Q(x;0)�Q(0;0)

x
= lim

x!0
x3=x2

x
= 1; * @Q

@y
(0; 0) = lim

y!0
Q(0;y)�Q(0;0)

y
= lim

y!0
y3=y2

y
= 1:

Alors f satisfait au conditions de Cauchy-Riemann en z = 0 mais

f 0(0) = lim
z=x+iy!0

f(z)� f(0)

z � 0 = lim
x!0;y!0

(x3 � y3) + i(x3 + y3)

(x2 + y2)(x+ iy)

Suivant l�axe des x, on trouve

f 0(0) = lim
x!0

x3 + ix3

x3
= 1 + i

Suivant l�axe des y = x, on trouve

f 0(0) = lim
x!0

2ix3

2x2(x+ ix)
=
1

2
(1 + i):

Donc f 0(0) n�existe pas car la limite n�est pas unique.

Proposition 1.19 Si f est holomorphe alors @f
@z
= 0:

Démonstration.
z = x+ iy

z = x� iy

9=;)

8<: x = 1
2
(z + z)

y = 1
2i
(z � z)

alors

@f

@z
=

@f

@x

@x

@z
+
@f

@y

@y

@z

=
1

2

@f

@x
+
i

2

@f

@y

=
1

2
(
@P

@x
� @Q

@y
) +

i

2
(
@P

@y
+
@Q

@x
) = 0

1.4.1 Fonctions Harmoniques

Dé�nition 1.20 Soit f une fonction dé�nie sur un domaine D � R2 (à valeurs dans R ou

C) de classe C2:

f est dite harmonique si les dérivées partielles de deuxième ordre véri�ent la relation

4f(x; y) = @2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) = 0

L�opérateur 4f est appelé opérateur de Laplace.
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Exemple 1.21 f(x; y) = x2 � y2 est une fonction harmonique R2.

Proposition 1.22 Soit f = P + iQ une fonction holomorphe avec P;Q 2 C2, alors que ses

parties réelle et imaginaire sont harmoniques.

Démonstration. Soit f(z) = P (x; y) + iQ(x; y) une fonction holomorphe, alors P et Q

véri�ent les conditions de Cauchy-Riemann donc

@P

@x
=
@Q

@y
) @2P

@x2
=

@

@x
(
@Q

@y
) =

@

@y
(
@Q

@x
) =

@

@y
(�@P

@y
) = �@

2P

@y2

ce qui montre que @2P
@x2

+ @2P
@y2

= 0) P est harmonique.

De même pour Q:

Exemple 1.23 Trouver une fonction Q : R2 ! R de sorte que P + iQ est une fonction

holomorphe telle que P (x; y) = x2 � y2.

P+iQ est une fonction holomorphe, alors P et Q véri�ent les conditions de Cauchy-Riemann

donc
@P

@x
=
@Q

@y
) @P

@x
= 2x =

@Q

@y
) Q(x; y) = 2xy + c(x):

@P

@y
= �@Q

@x
) @P

@y
= �2y = �2y � c0(x)) c(x) = �= � 2 R:

Finalement, on trouve Q(x; y) = 2xy + �= � 2 R et la fonction demendée f(z) = P (x; y) +

iQ(x; y) = x2 � y2 + i(2xy + �) tel que � 2 R:

Pour exprimer f(z) à l�aide de la variable z, on prend y = 0 et on remplace x par z, on

obtient

f(z) = z2 + �i tel que � 2 R:

2/ Laplacien en coordonnés polaires : En coordonnées polaires l�équation de Laplace

deviendera
@2P

@r2
+
1

r

@P

@r
+
1

r2
@2P

@�2
= 0

1.5 Fonctions analytiques

1.5.1 Fonctions dé�nies par une série

Théorème 1.24 Soit f une fonction dé�nie par f(z) =
P
n=0

anz
n (jzj < R tel que R est le

rayon de covergence) alors f est holomorphe dans le disque D(0; R) et f 0(z) =
P
n=1

nanz
n�1 ,

jzj < R:
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Démonstration. (Voir Ana 3).

Résultat : an donnés par an = 1
n!
f (n)(0): (Formule de Taylor pour les coe¢ cients d�une

série entière) et dans ce cas

f(z) =
X
n=0

f (n)(0)

n!
zn:

Dé�nition 1.25 Soit f : U ! C et z0 2 U: f est dite analytique en z0, s�il existe un réel

R > 0 et une série entière
P
anz

n de rayon de convergence supérieur ou égal à R tel que

1- le disque D(z0; R) est inclu dans U

2- 8z 2 D(z0; R) : f(z) =
P
an (z � z0)

n

f est dite analytique sur U , s�elle est analytique en tout point de U .

Exemple 1.26 1- f(z) = ez est analytique sur C, car

8z0 2 C : f(z) = ez = ez0 � ez�z0 = ez0
1X
n=0

(z � z0)
n

n!

2- f(z) = 1
z
est analytique sur C�, car

8z0 2 C� : f(z) =
1

z � z0 + z0
=
1

z0

1

(1 + z�z0
z0
)
=
1

z0

1X
n=0

(�1)n
zn0

(z � z0)
n avec jz � z0j < jz0j :

Remarque 1.27 Les opérations élémentaires restes valables comme les fonctions holomorphes.

Corollaire 1.28 Si f est analytique sur U , alors f 0 est aussi analytique sur U:

1.5.2 Principe du prolengement analytique

Lemme 1.29 Soit U un domaine ( ouvert connexe ), z0 2 U et f : U ! C une fonction

analytique en z0, les 3 assertions suivantes sont equivalentes

1- 8n 2 N : f (n)(z0) = 0

2- 9R > 0 : 8z 2 D(z0; R) : f(z) = 0

3- f � 0, sur U:

Théorème 1.30 Soit U un domaine ( ouvert connexe ), si f et g sont analytiques sur U et

s�existe un z0 2 U et R > 0 telle que 8z 2 D(z0; R) : f(z) = g(z), alors

f � g; sur U:

c-à-dire

13



Exemple 1.31 1- Montrer que la série
+1P
n=0

(�1)nzn+1
n+1

dé�nit une fonction analytique f sur le

disque ouvert D(0; 1)

2- Montrer que f coïncide sur D(0; 1) avec la détermination principale de g(z) = Log(1+z):

Correction :

1- ` = lim
n

��� (�1)nn+1

��� 1n = 1 ) R = 1; le rayon de cv de la série est 1, aussi cette série est

convergence dans D(0; 1) et elle dé�nit une fonction analytique sur D(0; 1) .

2- un calcul (simple) des dérivée d�ordre n de f et g on trouve f (n)(0) = g(n)(0) = (n �

1)!(�1)n�1: Ce qui assure d�après le principe du prolongement analytique que f et g coinci-

dent sur D(0; 1) .

1.5.3 Principe des zéros isolés

Dé�nition 1.32 Soit A � C: Le point a est dit isolé dans A, s�il existe R > 0 tel que

D(a;R) \ A = fag:

Exemple 1.33 Les points de N sont isolés dans N. car

D(n;
1

2
) \ N = fng:

Théorème 1.34 Soit 
 un ouvert connexe ( domaine ) et f une fonction analytique sur 


qui n�est pas identiquement nulle, alors les zéros de f dans 
 sont isolés.

1.5.4 Ordre d�un zéro d�une fonction analytique

Théorème 1.35 Soit 
 un ouvert connexe ( domaine ) et f une fonction analytique sur 


et z0 2 
: Les deux assertions sont équivalentes

1- 9k 2 N� tel que f(z0) = f 0(z0) = :::: = f (k�1)(z0) = 0 et f (k)(z0) 6= 0.

2- il existe une fonction analytique g sur 
 telle que

g(z0) 6= 0 et 8z 2 
 : f(z) = (z � z0)
kg(z):

14



Dé�nition 1.36 On dit que z0 2 
 est un zéro d�ordre k de la fonction f si l�une des

assertions équivalentes du lemme précédent est vraie.

Exemple 1.37 1- f(z) = ez
2 � 1; f(0) = 0; f 0(0) = 0; f "(0) = 2 6= 0; alors z = 0 est un

zéro d�orde 2 (double) de f

2- f(z) = sin z3 � z3; au voisinage de z = 0 : f(z) = � 1
3!
z9 + 1

5!
z15 + :::: donc si on

comparer avec le developpement de Taylor, on trouve f(0) = f 0(0) = :::: = f (8)(0) = 0 et
f (9)(0)
9!

= � 1
3!
6= 0, alors z = 0 est un zéro d�ordre 9:

15



Chapitre 2

Intégration et formules de Cauchy

2.1 Chemins de C

Dé�nition 2.1 Un chemin est une application continue  d�un intervalle [a; b] de R à va-

leurs dans C:

 (a) : est origine du chemin 

 (b) : est extrémité du chemin 

un chemin est dit fermé si  (a) =  (b) :

Exemple 2.2 1- Les ségments : Pour relier un point z1 à un point z2 on dé�nit

 : t! tz2 + (1� t)z1 avec t 2 [0; 1]

1- Les arcs de cercles : Pour relier un point Rei�1 au point Rei�2 on dé�nit

 : t! Rei(t�2+(1�t)�1) avec t 2 [0; 1]

Dé�nition 2.3 1. Si les points initial et �nal d�un chemin coïncident, il est appelé chemin

fermé ou lacet.

2. On dit qu�un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-même i.e. il n�a pas de points

doubles.

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

16



2.2 Orientation d�un chemin fermé

Le sens positif de  est tel qu�un observateur se déplaçant sur  dans ce sens voi toujour

la région R à sa gauche.

2.3 Intégration le long d�un chemin

Soit  un chemin d�origine a et d�extrémité b et soit f une fonction dé�nie en tout point

de ce chemin.

Soient fz0; z1; ::; zng une subdivision de  avec z0 = a et zn = b et soit de plus �1; �2; ::; �n

tels que 8i 2 1; n : �i 2 ]zi�1; zi[ : On dé�nie la suite

In =

nX
k=1

f (�k) jzk � zk�1j :

Dé�nition 2.4 Si quand n ! +1 de manière a ce que jzk � zk�1j ! 0 : 8k 2 1; n: La

somme In tend vers une limite indépendente du choix des zk et des �k . Alors cette limite est

appelée intégrale de f le long de  est notéeZ


f(z)dz

Remarque 2.5 Si  est fermé Z


f(z)dz =

I


f(z)dz
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Théorème 2.6 Soit  un chemin. (t) = x(t) + iy(t) avec c � t � d une paramétrisation

de la courbe  donc 0(t) = x0(t) + iy0(t); alors

Z


f(z)dz =

dZ
c

f((t))0(t)dt:

Exemple 2.7 1-  = C((0; 0); 1) est un chemin fermé

 : t! eit avec t 2 [0; 2�] :

Calculer
R

f(z)dz où f(z) =

1

z
:

Z


dz

z
=

2�Z
0

f(eit)
�
eit
�0
dt =

2�Z
0

ieit

eit
dt = 2�i:

Remarque 2.8 Si f(z) = P (x; y) + iQ(x; y), alorsZ


f(z)dz =

Z


(P (x; y) + iQ(x; y))(dx+ idy)

=

Z


(P (x; y)dx�Q(x; y)dy) + i

Z


(Q(x; y)dx+ P (x; y)dy):

Donc l�intégrale complexe est une combinaison de deux intégrales curvilignes réelles.

Rappel : ( Formule de Green-stokes ) Formes di¤erentielles en détail voir Ana 4

Si P et Q sont deux fonctions de U de R2 dans R, à dérivées partielles continues sur U et si

 est un chemin fermé (orienté dans le sens positif ) de U d�intérieur R entièrement continu

dans U , on a Z


P (x; y)dx+Q(x; y)dy =

ZZ
R

(
@Q

@x
� @P

@y
)dxdy

Exercice 2.9 Soit f une fonction analytique ( f(z) = P (x; y) + iQ(x; y) ) sur une courbe

fermée  limitant un domaine D. En utilisant la formule de Green calculer
R

f(z)dz:

Proprietés :

1-
R

(�f(z) + �g(z))dz = �

R

f(z)dz + �

R

g(z)dz où �; � 2 C

2- Si  = 1 [ 2 (et 1 \ 2 est un ensemble �ni ). AlorsZ
1[2

f(z)dz =

Z
1

f(z)dz +

Z
2

f(z)dz
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2- Si AB une courbe quelconque et E un point de AB, alorsZ
AB

f(z)dz =

Z
AE

f(z)dz +

Z
EB

f(z)dz

2- Si  dénote la courbe  parcouru en sens opposé, alorsZ


f(z)dz = �
Z


f(z)dz:

2.3.1 Longueur d�une courbe

Soit C une courbe paramétrée par un chemin

z : [a; b] ! C

t ! z(t)

tel que z0(t) = x0(t) + iy0(t) existe et continue.

La longueur LC de la courbe C est dé�nie comme étant

LC =

Z b

a

jz0(t)j dt =
Z b

a

q
(x0(t))2 + (y0(t))2dt

2.4 Formules de Cauchy

Théorème 2.10 Soit D � C un domaine, f : D ! C une fonction holomorphe et C un

chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D; alorsZ
C

f(z)dz = 0:

Démonstration. (L�exercice précédent )

Théorème 2.11 (Cauchy) Soit D � C un domaine, f : D ! C une fonction holomorphe

et C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D; alors pour tout z dans

l�intérieur de C

f(z) =
1

2�i

Z
C

f(�)

� � z
d�

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. Posons g(�) = 1
2�i

f(�)
��z , c�est une fonction holomorphe sur D � fzg

 = C [ L [ Cr [ L
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Le premier théorème de Cauchy implique

0 =

Z
C

g(�)d� +

Z
L

g(�)d� �
Z
Cr

g(�)d� �
Z
L

g(�)d�

donc Z
C

g(�)d� =

Z
Cr

g(�)d� où Cr =
�
�= � � z = rei�; � � < � � �

	
ce qui donne

1

2�i

Z
C

f(�)

� � z
d� =

1

2�i

Z
Cr

f(�)

� � z
d� =

1

2�i

Z �

��

f(z + rei�)riei�

rei�
d�

le premier terme est indépendent de r et le deuxième est fct de r; alors

1

2�i

Z
C

f(�)

� � z
d� =

1

2�
lim
r!0

Z �

��

f(z + rei�)riei�

rei�
d� = f(z):

Théorème 2.12 (Cauchy) Soit D � C un domaine, f : D ! C une fonction holomorphe,

alors sa dérinée f 0 : D ! C est holomorphe, de plus si C un chemin fermé contenu ainsi

que son intérieur dans D; alors pour tout z dans l�intérieur de C

f 0(z) =
1

2�i

Z
C

f(�)

(� � z)2
d�

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. Soient z 2 D; r > 0 tel que D(z; 3r) � D et jhj < r

f(z + h)� f(z)

h
=

1

2�hi

�Z
C

f(�)

� � z � h
d� �

Z
C

f(�)

� � z
d�

�
=

1

2�i

Z
C

f(�)d�

(� � z � h) (� � z)
=

1

2�i

Z
C2r

f(�)d�

(� � z � h) (� � z)

f 0(z) = lim
h!0

f(z + h)� f(z)

h
= lim

h!0

1

2�i

Z
C2r

f(�)d�

(� � z � h) (� � z)
=

1

2�i

Z
C2r

f(�)

(� � z)2
d�:
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Remarque 2.13 Par réccurence sur n, on trouve

f (n)(z0) =
n!

2�i

Z
C

f(z)

(z � z0)
1+ndz

Démonstration. (Exercice )

Exemple 2.14 En utilisant la formule integrale de cauchy, calculer les intégrales suivantes :

1-
R
jzj=1

cos(z)

z exp( 1
z+2

)
dz =

R
jzj=1

f(z)
z�0dz où f(z) =

cos(z)

exp( 1
z+2

)

on a f est une fonction holomrphe dans l�intérieur de jzj = 1; et jzj = 1 est une courbe

fermée orientée dans le sens (+) et plus z = 0 est à l�intérieur de jzj = 1; donc d�après le

théorème 42, on aZ
jzj=1

cos(z)

z exp( 1
z+2
)
dz =

Z
jzj=1

f(z)

z � 0dz = 2�if(0) = 2�ie
� 1
2

2-
R
jzj=5

dz
z2+16

= � 1
8i

R
jzj=5

dz
z+4i

+ 1
8i

R
jzj=5

dz
z�4iR

jzj=5
dz
z+4i

on a f(z) = 1 est une fonction holomrphe dans l�intérieur de jzj = 5; et jzj = 5

est une courbe fermée orientée dans le sens (+) et plus z = �4i est à l�intérieur de jzj = 5;

donc d�après le théorème 42, on aZ
jzj=5

dz

z + 4i
= 2�if(�4i) = 2�i

�m aidé conçernant le deuxième terme, on trouveZ
jzj=5

dz

z � 4i = 2�if(4i) = 2�i

Conclusion Z
jzj=5

dz

z2 + 16
= 0:

3-
R
jz�1j=1

sin(�z
2
)

(z�1)2(z�3)dz =
R
jz�1j=1

f(z)
(z�1)2dz où f(z) =

sin(�z
2
)

(z�3)

on a f est une fonction holomrphe dans l�intérieur de jz � 1j = 1; et jz � 1j = 1 est une

courbe fermée orientée dans le sens (+) et plus z = 1 est à l�intérieur de jz � 1j = 1; donc

d�après le théorème 43, on aZ
jz�1j=1

sin(�z
2
)

(z � 1)2(z � 3)dz =
Z
jz�1j=1

f(z)

(z � 1)2dz = 2�if
0(1) = :::

4-
R
jz�2j=1

ez
2

z2�6dz
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on a z2 � 6 = 0 , z = �
p
6 (

p
6 à l�intérieur de jz � 2j= 1 mais �

p
6 à l�extérieur de

jz � 2j= 1), doncZ
jz�2j=1

ez
2

z2 � 6dz =
Z
jz�2j=1

ez
2
=(z +

p
6)

z �
p
6

dz = 2�i

 
ez

2

(z +
p
6)

!
z=
p
6

=
�ie6p
6

Théorème 2.15 Une fonction f est holomorphe dans un domaine simplement connexe D

admet une primitive holomorphe F :

F (z) = F (z0) +

Z z

z0

f(z)dz

avec z0 2 D et F (z0) sont arbitraires.

Théorème 2.16 Soit U un ouvert de C et f une fonction continue sur U , alors

f poussède une primitive dans U ,
Z
C

f(z)dz = 0; pour tout C fermé.

2.5 Théorème de Liouville

Théorème 2.17 Soit f une fonction analytique sur C; si f est bornée (c-à-dire 9M 2 R� :

jf(z)j �M) alors f est constante .

Démonstration. f une fonction analytique, z0 2 C et soit C un cercle de centre z0 et

de rayon R; alors f 0(z0) = 1
2�i

R
C

f(z)

(z�z0)2
dz ) jf 0(z0)j = 1

2�

���RC f(z)

(z�z0)2
dz
��� � M

2�R2

R
C
jdzj =

2�RM
2�R2

= M
R
.

si en faisant tendre R!1; alors on trouve

jf 0(z0)j = 0) f est constante:

Théorème 2.18 Soient D � C un domaine contenant le disque D(z0; r); et f ;D ! C une

fonction holomorphe, alors

f(z) =
X
n=0

an(z � z0)
n; avec jz � z0j < r

où an =
f (n)(z0)
n!

= 1
2�i

R
C(z0;2r)

f(z)

(z�z0)n+1
dz.

Conclusion 2.19 Sur un ouvert connexe : f est holomorphe , f est analytique:
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2.6 Principe de maximun

Proposition 2.20 Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout disque D(a; r) contenu dans U , on a :

f(a) =
1

2�

Z 2�

0

f(a+ reit)dt

(ii) Pour tout disque D(a; r) contenu dans U , on a :

f(a) =
1

�r2

Z Z
D0(a;r)

f(x+ iy)dxdy:

Si elles sont véri�ées, on dit que f possède la propriété de moyenne dans U .

Proposition 2.21 Soient U un ouvert de C et f est une fonction holomorphe sur U . Alors

f possède la propriété de moyenne dans U .

Démonstration. Si D(a; r) � U , il existe R > r tel que D(a;R) � U . Si C est le cercle

C(a; r) parcouru dans le sens direct, en appliquant la formule de Cauchy à D(a;R), il vient :

f(a) =
1

2�i

Z
C

f(z)

z � a
dz =

1

2�

Z 2�

0

f(a+ reit)dt:

D�où l�assertion.

Soient U un ouvert de C et f une fonction sur U . on dit que f a un maximum relatif en

a 2 U s�il existe un voisinage V de a dans U tel que :jf(z)j � jf(a)j pour tout z 2 V .

On dit que f véri�e le principe du maximum dans U si elle est constante au voisinage de

tout point a 2 U en lequel elle a un maximum relatif.

Supposons que f véri�e le principe du maximum dans U , et que U soit connexe. Il est immé-

diat que l�ensemble des points de U en lesquels f a un maximum relatif est ouvert et fermé

dans U . Par suite, si f a un maximum relatif en un point de U , alors f est constante.

Théorème 2.22 Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U véri�ant la

propriété de moyenne dans U . Alors f véri�e le principe du maximum dans U .
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2.7 Théorème de Rouché

Théorème 2.23 (Rouché) Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un domaine 
;

le disque fermé de centre a et de rayon r étant inclus dans 
; et jg(z)j < jf(z)j sur le cercle

de centre a et de rayon r; alors f et f + g ont le meme nombre de zéros sur le disque ouvert

de centre a et de rayon r (en comptant leurs multiplicités ).

Exemple 2.24 1- Calculer le nombre des zéros de z8 � 4z5 + z2 � 1 = 0 dans D = fz 2

C : jzj < 1g: Posons f(z) = �4z5 et g(z) = z8 + z2 � 1 si z est appartient au cercle C(0; 1),

c-à-dire jzj = 1; alors

jf(z)j = 4 et jg(z)j =
��z8 + z2 � 1

�� � ��z8��+ ��z2��+ j�1j = 3
donc jg(z)j < jf(z)j sur C(0; 1)

conlusion : f(z) = �4z5 et f(z)+ g(z) = z8�4z5+ z2�1 ont le meme nombre des zéros sur

D(0; 1); et comme z0 = 0 est une racine de f(z) = �4z5 d�ordre 5, alors z8 � 4z5 + z2 � 1

admet 5 racines dans D(0; 1):

2- Calculer le nombre des zéros de z4�5z + 1 = 0 dans D = fz 2 C : jzj < 1
4
g:

Posons f(z) = �5z et g(z) = z4 + 1 si z est appartient au cercle C(0; 1
4
), c-à-dire jzj = 1

4
;

alors

jf(z)j = 5

4
et jg(z)j =

��z4 + 1�� � ��z4��+ j1j = 1

44
+ 1

donc jg(z)j < jf(z)j sur C(0; 1
4
)

conlusion : f(z) = �5z et f(z) + g(z) = z4 � 5z + 1 ont le meme nombre des zéros sur

D(0; 1
4
); et comme z0 = 0 est une racine simple de f(z) = �5z, alors z4� 5z + 1 admet une

racine dans D(0; 1
4
):

3- Calculer le nombre des zéros de 3zn � ez = 0 dans D = fz 2 C : jzj < 1g:

Posons f(z) = 3zn et g(z) = �ez si z est appartient au cercle C(0; 1), c-à-dire jzj = 1; alors

jf(z)j = 3 et jg(z)j = eRe(z) � e < 3 = jf(z)j

donc jg(z)j < jf(z)j sur C(0; 1)

conlusion : f(z) = 3zn et f(z) + g(z) = 3zn � ez ont le meme nombre des zéros sur D(0; 1);

et comme z0 = 0 est une racine de f(z) = 3zn d�ordre n, alors 3zn� ez = 0 admet n racines

dans D(0; 1):
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2.8 Exercices

Exercice 1 : 1�= Calculer sin(i); cos(i); log(i); log(�1); Log(i); Log(�1)
2�= Calculer Log(i� 1)2; 2Log(i� 1)? conclure ?

3�= Résoudre les équations :

a/ sin(z) = 2; b/ exp(z) = �1; c/ exp(z) = i; d/ z5 � 1 = i:

Exercice 2 : On considère la fct f dé�nie par :

f(z) = f(r(cos � + i sin �)) =

8<: sin � si r > 0

0 si r = 0

Montrer que f est continue partout sauf au point 0.

Exercice 3 : Véri�er les conditions de Cauchy-Riemann pour les fcts :

1/ f(z) = z3; 2/ f(z) = sin(z); 3/ f(z) =
1

z
; 4/ f(x+ iy) = x2 + y2

5/ f(x+ iy) = x2 + 2ixy 6/ f(x+ iy) = x2 + y2 � 2ixy 7/ f(x+ iy) = x
x2+y2

� i y
x2+y2

Exercice 4 : Trouver l�ouvert U (s�il existe ) de sorte que f satisfait aux conditions de

Cauchy-Riemann. sur U

1/ f(z) = ex(cos(y) + i sin(y)); 2/ f(x + iy) =
x+ iy

(x2 + y2)2
3/ f(x + iy) = x2 + y2 + 2ixy 4/

f(x+ iy) =
x3 + xy2 + x+ i(y3 + x2y � y)

x2 + y2

Exercice 5 : Soit f une fonction dé�nie par :

f(z) = f(x+ iy) =

8<:
x3�y3
x2+y2

+i x
3+y3

x2+y2
si z 6= 0

0; si z = 0

1- Montrer que f satisfait aux conditions de Cauchy-Riemann en z = 0.

2- f est-elle dérivable en 0 ?conclure ?

Exercice 6 : Montrer que les fonctions f(z) = zRe(z) et g(z) = zIm(z) ont une dérivée à

z = 0 mais ne sont pas analytiques à ce point.

Exercice 7 : Soit P (x; y) = x3�3�xy2+2x+1. Donnez une condition nécessaire et su¢ sante

sur � pour que P soit la partie réelle d�une fonction f holomorphe sur C. Déterminez alors

f .

Exercice 8 : Montrer que la fonction dé�nie par

f(z) = f(x+ iy) =

8<:
xy2(x+iy)
x2+y4

+i x
3+y3

x2+y2
si z 6= 0

0; si z = 0
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n�a pas de dérivée à z = 0 mais qu�elle est continue à ce point.

Exercice 9 : Déterminer les relations qui doivent exister entre les constantes a; b; c; d; e pour

que la fonction u(x; y) = ax4 + bx3y + cx2y2 + dxy3 + ey4 soit harmonique et trouver une

fonction analytique f(z) = u(x; y) + iv(x; y) correspondante.

Exercice 10 : Le théorème des accroisements �nis est -il valable pour les fcts holomorphes ?

Exercice 11 : Pour chacune des fonctions P : R2 ! R suivantes, Trouver (si elle existe)

une fonction Q : R2 ! R tq : P + iQ soit holomorphe

1/ P (x; y) = x3 + 6x2y � 3xy2 � 2y3 et f(0) = i 2/ P (x; y) = x2 + y2 et f(0) = 0

3/ P (x; y) = x2 � y2 + xy et f(0) = 0 4/ P (x; y) = 2ex sin(y) et f(0) = 2i

5/ P (x; y) = arctg( y
x
) 6/ P (r; �) = r3 cos(3�)

Exercice 12 : Trouver l�erreur dans les 2 propositions

a) �1 =
p
�1
p
�1 =

p
(�1)� (�1)) �1 = 1

b) e2�i = 1) e = (e2�i)
1
2�i = (1)

1
2�i = 1) e = 1

Exercice 13 : Soit U le disque unité ouvert.

Existe-t-il une fonction holomorphe dans U vérifant : f( 1
n
) = 1

ln(n)

Exercice 14 : Déterminer l�ordre de tous les zéros des fcts suivantes

1- f(z) = 1� cos(z); 2- f(z) = z sin(z); 3 - f(z) = (1� ez) sin z; 4- f(z) = z3 sin(z3)

Exercice 15 : Calculer les intégrales suivantes

1-
R
C
ydz; où C la composition des segments de 0 à i et de i à i+ 2

2-
R
C
sin(2z)dz; où C est le segments de i+ 1 à �i

3-
R


(y � x� 3x2i)dz où  la composition des segments de 0 à i et de i à i+ 1

Exercice 16 :En utilisant la formule integrale de cauchy, calculer les intégrales suivantes :

1-
R
jzj=2

cos(z)
z2+4z+3

dz; 2-
R
jz�1j=1

sin(�z)
(z2�1)2dz; 3-

R
jzj=1

tan(z)

z exp( 1
z+2

)
dz; 4-

R
jzj=5

dz
z2+16

; 5-
R
jzj=1

cos(z)
z3

dz;

6-
R
jz�1j=1

sin(�z
2
)

(z�1)2(z�3)dz;7-
R
jzj= 1

2

dz
z2�3z+2 ; 8-

R
Ck

ez
2

z2�6dz

Où Ck les courbes suivantes : C1 : jz � 2j = 1; C2 : jz � 2j = 3; C3 : jz � 2j = 5

Exercice 17 : Trouver le nombre de racines de l�équation z11 � 5z3 + 3z + 60 = 0 dans le

disque 1 < jzj < 3:

26



Chapitre 3

Résidus et ses applications au calcul

d�intégrales

Dé�nition 3.1 On dé�nit la couronne ouverte de centre z0 et de rayon R1 et R2 par

C(z0; R1; R2) = fz 2 C : R1 < jz � z0j < R2g :

Remarque 3.2 Si R1 = 0; on note C(z0; 0; R2) = _D(z0; R2) qui on appelle disque pointé.

3.1 Points singuliers et points ordinaires

Dé�nition 3.3 Un point z0 est un point singulier de f , f n�est pas analytique à z0, bien

que dans chaque voisinage de z0 il y ait au moins un point où la fonction est analytique.

Dé�nition 3.4 S�il existe un disque ouvert pointé ( ie. privé en z0 ) de centre z0 et de rayon

r dans lequel f est analytique, alors on dit que z0 est un point singulier isolé.

Dé�nition 3.5 Un point z0 est un point ordinaire de f , f est analytique en z0, et analy-

tique dans un voisinage de z0.
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Exemple 3.6 1- f(z) = 1
z�2 ; le point z0 = 2 est un point singulier isolé de f et les points

de C� f2g sont ordinaires de f:

2- f(z) = 1
sin( 1

z
)
; le point z0 = 0 est un point singulier non isolé de f

3- Le point z0 = 1 est un point singulier isolé de sin( 1
z�1) mais ordinaire de e

z:

Dans tout ce qui suit, on suppose des points singulies isolés.

3.2 Séries de Laurent

Dé�nition 3.7 Une série de fonctions sous forme
+1P
�1
�n(z � z0)

n porte le nom série de

Laurent.

Théorème 3.8 (Laurent) Soient D � C un domaine contenant la couronne C(z0; R1; R2)

et f : D �! C une fonction holomorphe. Alors

f(z) =

+1X
�1

�n(z � z0)
n; R1 < jz � z0j < R2

=

+1X
n=1

bn
(z � z0)n

+

+1X
n=0

an(z � z0)
n:

où �n = 1
2�i

R
C�

f(�)

(��z0)1+n
d� et C� : le cercle de centre z0 et de rayon �; avec R1 < � < R2

parcouru dans le sens positif.

Exemple 3.9 Soit f(z) = 1
(z�1)(z�2) =

1
1�z +

1
z�2 : Le développement de Laurent de f

1- dans le disque jzj < 1

1

1� z
=

+1X
n=0

zn; avec jzj < 1

1

z � 2 = �1
2
� 1

1� z=2
= �1

2

+1X
n=0

(
z

2
)n = �

+1X
n=0

zn

2n+1
; avec

���z
2

��� = jzj
2
<
1

2
< 1;

donc

f(z) =

+1X
n=0

zn �
+1X
n=0

zn

2n+1
=

+1X
n=0

(1� 1

2n+1
)zn; avec jzj < 1:

2- dans la couronne 1 < jzj < 2

1

1� z
= �1

z
� 1

1� 1=z = �
1

z

+1X
n=0

1

zn
= �

+1X
n=0

1

zn+1
; car

����1z
���� = 1

jzj < 1

1

z � 2 = �1
2
� 1

1� z=2
= �1

2

+1X
n=0

(
z

2
)n = �

+1X
n=0

zn

2n+1
; avec

���z
2

��� = jzj
2
< 1;
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donc

f(z) = �
+1X
n=0

1

zn+1
�

+1X
n=0

zn

2n+1
; avec 1 < jzj < 2:

3- dans la couronne jzj > 2

1

1� z
= �1

z
� 1

1� 1=z = �
1

z

+1X
n=0

1

zn
= �

+1X
n=0

1

zn+1
; car

����1z
���� = 1

jzj <
1

2
< 1

1

z � 2 =
1

z
� 1

1� 2=z =
1

z

+1X
n=0

(
2

z
)n =

+1X
n=0

2n

zn+1
; avec

����2z
���� < 1;

donc

f(z) =

+1X
n=0

�1
zn+1

+

+1X
n=0

2n

zn+1
=

+1X
n=0

(�1 + 2n)
zn+1

; avec jzj > 2:

3.3 Classi�cation des singularités

� Si tous bn sont nuls, la fonction est analytique dans D(z0; r), on dit que z0 est une

singularité apparente.

� Si les bn sont non tous nuls ; i.e s�il existe un bm non nul tel que bn = 0 pour tout n > m,

alors z0 est un pôle d�ordre m et

8z 2 _D(z0; r) : f(z) =
bm

(z � z0)m
+

bm�1
(z � z0)m�1

+ ::::::

� Si m = 1 ; on dit qu�on a un pôle simple .

� S�il existe une in�nité de bm non nuls, la singularité est dite essentielle.

Exemple 3.10 1- f(z) = sin z
z
; z0 = 0 est une singularité de f

f(z) =
sin z

z
=

+1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

z2n

les bn sont tous nuls, alors z0 = 0 est une singularité apparente.

2- f(z) = 1
z�2 ; z0 = 2 est une singularité de f , z0 = 0 est un pôle simple.

3- f(z) = e
1
z ; z0 = 0 est une singularité de f

f(z) = e
1
z =

+1X
n=0

1

n!

1

zn

donc il existe une in�nité de bm non nuls, alors z0 = 0 est une singularité essentielle.
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3.4 Résidu en un point singulier isolé

Dé�nition 3.11 Soit z0 un point singulier isolé de f . Soit _D(z0; r) un disque pointé ne

contenant pas des points singuliers de f

8z 2 _D(z0; r) : f(z) =

+1X
n=1

bn
(z � z0)n

+

+1X
n=0

an(z � z0)
n

le co¢ cient b1 est appelé résidu de f en z0 et est noté Res(f; z0): On a donc

Res(f; z0) = b1 =
1

2�i

Z
C

f(z)dz;

où C est un contour orienté positivement inclu dans _D(z0; r) et on tourant de z0:

3.5 Calcul pratique des résidus

1- Si z0 est une singularité apparente de f , alors Res(f; z0) = 0

Exemple 3.12

f(z) =
sin z

z
= 1� z2

3!
+
z4

5!
+ ::::

Res(f; 0) = b1 = 0 ( b1 est le co¢ cient de 1
z
)

2- Si z0 est un pôle simple, on a lim
z!z0

(z � z0)f(z) = b1; d�ou

Res(f; z0) = b1 = lim
z!z0

(z � z0)f(z):

Exemple 3.13 f(z) = cos z
z�1 , z0 = 1 est une singularité de f

lim
z!1
(z � 1)f(z) = cos 1 = b1

alors z0 = 1 est un pôle simple et Res(f; 1) = b1 = cos 1:

3- Si z0 est un pôle d�ordre m,

f(z) =
bm

(z � z0)m
+

bm�1
(z � z0)m�1

+ :::+
b1

z � z0
+ :::

on a lim
z!z0

(z � z0)
mf(z) = bm; et Res(f; z0) = b1 =

1
(m�1)! limz!z0

dm�1

dzm�1 [(z � z0)
mf(z)].
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Exemple 3.14 f(z) = ez

(z�1)3 , z0 = 1 est une singularité de f

lim
z!z0

(z � 1)3f(z) = e 6= 0

alors z0 = 1 est un pôle d�ordre 3 et Res(f; 1) = b1 =
1
2!
lim
z!z0

[(z � 1)3f(z)]
00
= e

2
:

ou bien le développement de Laurent de ez

(z�1)3 en z0 = 1 est

f(z) =
e

(z � 1)3
ez�1 =

e

(z � 1)3
+1X
n=0

1

n!
(z � 1)n

=

+1X
n=0

e

n!
(z � 1)n�3 = e

(z � 1)3 +
e

(z � 1)2 +
e

2(z � 1) + :::::

donc b1 = e
2
:

Exercice 3.15 Trouver le résidu Res (f; z0) de la fonction f en pt z0 où

1- f (z) =
1

z(z + 2)3
; z0 = 0;�2

2- f (z) = e

1

z ; z0 = 0,

3- f (z) =
sin(z)

1� 2 cos(z) ; z0 =
�

3
Solution :

1- f (z) =
1

z(z + 2)3
; z0 = 0 et z1 = �2 sont deux singularités de f:

lim
z!0
(z � 0)1f(z) = 1

8
; donc z0 = 0 est un pôle simple et Res(f; 0) = 1

8
:

lim
z!�2

(z + 2)3f(z) = �1
2
; donc z1 = �2 est un pôle triple et

Res(f;�2) = 1

2!
lim
z!z0

�
(z + 2)3f(z)

�00
=
�1
8
:

2- f (z) = e

1

z ; z0 = 0 est une singularité de f:

f(z) = e

1

z =

+1X
n=0

1

n!zn
;

donc il existe une in�nité de bn (bn : les coe¢ cients de 1
(z�z0)n ): Alors z0 = 0 est une singu-

larité essentielle et Res(f; 0) = b1 = 1:

3- f (z) =
sin(z)

1� 2 cos(z) ; z0 =
�

3
est une singularité de f:

lim

z!
�

3

(z � �

3
)1f(z) =

1

2
;

donc z0 =
�

3
est un pôle simple et Res(f;

�

3
) = 1

2
:
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Théorème 3.16 (Théome des résidus) Soient D � C un domaine et f : D � C ! C

une fonction holomorphe dans D à l�exception de singularités isolées. Soit C un chemin

fermé contenu ainsi que son intérieur dans D, ne passant par aucune des singularités de f

et en contenant un nombre �ni z1; z2; ::::zn dans son intérieur. AlorsZ
C

f(z)dz = 2�i

nX
k=1

R�es(f; zk):

Le chemin C : étant parcouru dans le sens positif.

Démonstration. Soit Ck : le cercle de centre zk et de rayon rk:

Z
C

f(z)dz +

nX
k=1

Z
Ck

f(z)dz = 0:

Or
R
Ck
f(z)dz = �2�iR�es(f; zk); d�ou le résultat.

Exemple 3.17 f(z) = ez

(z�1)(z+3)2 ; z0 = 1 et z1 = �3 sont deux pts singuliers de f

On a

lim
z!1

(z � 1) f(z) = e
16
; alors z0 = 1 est un pôle simple et R�es(f; 1) = e

16
:

lim
z!�3

(z + 3)2 f(z) = e�3

�4 ; alors z1 = �3 est un pôle double et

R�es(f; 1) =
1

(2� 1)! limz!�3

�
(z + 3)2 f(z)

�0
=
�5e�3
16

:

1/
R


ezdz
(z�1)(z+3)2 =? où  =

�
z 2 C= jzj = 3

2

	
La 1�ere méthode. On a z0 = 1 est à l�intérieur de  et z1 = �3 est à l�extérieur de :R


ezdz
(z�1)(z+3)2 =

R

ez=(z+3)2dz

(z�1) ; et comme la fonction g(z) = ez

(z+3)2
est holomorphe dans l�in-

térieur de  et  est un chemin fermé orienté dans le sens (+), donc d�après le thm de

cauchy Z


ezdz

(z � 1) (z + 3)2
=

Z


ez= (z + 3)2 dz

z � 1 = 2�ig(z) =
e�i

8
:

La 2�eme méthode, les conditions du théorème des résidus sont véri�ent, alorsZ


ezdz

(z � 1) (z + 3)2
= 2�i

X
zk est à l�intérieur de 

R�es(f; zk) = 2�iR�es(f; 1) =
e�i

8
:

2/
R


ezdz
(z�1)(z+3)2 =? où  = fz 2 C= jzj = 10g

La 1�ere méthode. On a z0 = 1 et z1 = �3 sont à l�intérieur de :
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R
�

ezdz
(z�1)(z+3)2 = 0 =

R

ez=(z+3)2dz

(z�1) �
R
C0

ez=(z+3)2dz
(z�1) �

R
C1

ez=(z+3)2dz
(z�1)

donc Z


ez= (z + 3)2 dz

(z � 1) =

Z
C0

ez= (z + 3)2 dz

z � 1 +

Z
C1

ez= (z � 1) dz
(z + 3)2

= 2�i

�
ez

(z + 3)2

�
z=1

+ 2�i

�
ez

z � 1

�0

z=3

=
�

8
(e� 5e�3)i:

La 2�eme méthode,  est un chemin fermé orienté dans le sens (+), z0 = 1 et z1 = �3 sont

à l�intérieur de ; et plus les conditions du théorème des résidus sont véri�ent, alorsZ


ezdz

(z � 1) (z + 3)2
= 2�ic = 2�i (R�es(f; 1) +R�es(f;�3)) = R�es(f; 1) =

�

8
(e� 5e�3)i:

Théorème 3.18 (Pincipe de l�argument) Soit f une fonction holomorphe à ntérieur

d�un chemin fermé C sauf en P pôles et si elle a Z zéros, alors

Z � P =
1

2�i

Z
C

f 0(z)

f(z)
dz

le chemin C étant parcouru dans le sens positif.

Exemple 3.19 Calculer
R
jzj=8

ez

ez�1dz:

On a ez � 1 admet 3 racines et 0 pôles à l�intérieur de jzj = 8; alorsZ
jzj=8

ez

ez � 1dz = 2�i (Z � P ) = 2�i (3� 0) = 6�i

3.5.1 Résidu de f au l�in�ni

Soit f est une fonction analytique dans l�ouvert fz 2 C : jzj > rg, si on pose ! = 1

z
: On a

f(z)dz = � 1

!2
f(
1

!
)d$

Dé�nition 3.20 on appelle résidu de f à l�in�ni, et on note Res(f;1) le résidu de � 1
!2
f( 1

!
)

au point ! = 0:

Si
+1P
n=1

bn
zn
+
+1P
n=0

anz
n est le développement de Laurent de f dans l�ouvert fz 2 C : jzj > rg :

Alors

Res(f;1) = �b1
�
b1 est le coe¢ cient de

1

z

�
donc

R

f(z)dz = �2�iRes(f;1) où f est une fct analytique dans l�ouvert fz 2 C : jzj > rg

et  un cercle fermé de centre 0 et de rayon � (� > r) orienté dans le sens positif
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Théorème 3.21 Res(f;1) +
P
R�es(f; zk) = 0:

Exemple 3.22 f(z) = z
z+2
; z = �2 est un pt singulier de f

Méthode 1 : lim
z!�2

(z + 2) f(z) = �2: alors z0 = �2 est un pôle simple et �

R�es(f;�2) = �2) Res(f;1) = �R�es(f;�2) = 2:

Méthode 2 : Res(f;1) = Res(� 1
!2
f( 1

!
); 0) = Res( �1

!2+2!3
; 0): posons g(!) = �1

!2+2!3

lim
!!0

(! � 0)2 g(!) = �1: alors !0 = 0 est un pôle double et

R�es(g; 0) =
1

1!
lim
!!0

�
(! � 0)2 g(!)

�0
= 2:

Exercice 3.23 Calculer Res(f;1) où

1- f(z) = 1
z2+2

,

2- f(z) = ez

z
;

3- f(z) = 1
z(z+1)

:

Proposition 3.24 (Lemmes de Jordan)

1- Soit f une fonction continue dans C véri�ant lim
jzj!+1

zf(z) = 0, nous avons alors

lim
r!+1

Z
r

f(z)dz = 0

où r(t) = reit est dé�ni sur [�1; �2] avec �i 2 [0; 2�] et r 2 R�+:

2- Soit f une fonction continue dans C véri�ant lim
z!0

zf(z) = 0, nous avons alors

lim
r!0

Z
r

f(z)dz = 0

où r(t) = reit est dé�ni sur [�1; �2] avec �i 2 [0; 2�] et r 2 R�+:

3.6 Calculs d�intégrales

Le théorème des résidus a de nombreuses applications au calcul d�intégrales (même réelles).

Le plus simple est de donner quelques familles d�exemples.
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3.6.1 Premier type. Fonctions rationnelles.

Considérons f une fonction rationnelle réelle sans pôle réel dont on souhaite calculer

l�intégrale

I =

Z +1

�1
f(x)dx

La condition su¢ sante de convergence de cette intégrale impropre est donnée par lim
jzj!+1

zf(z) =

0; supposons cette condition véri�ées. Nous allons intégrer f sur un demi-cercle CR de rayon

R �xé, choisi de telle sorte que f soit holomorphe au voisinage de Im(R).

R = CR [ [�R;R]

:/Users/NTC/AppData/Local/Temp/graphics/OMCJ19025:pdf

Dans ce cas Z
R

f(z)dz =

Z +R

�R
f(z)dz +

Z
CR

f(z)dz

D�après le lemme de Jordan "cas 1" on a

lim
R!+1

Z
CR

f(z)dz = 0: Ce qui donne I = lim
R!+1

Z +R

�R
f(z)dz;

d�après le théorème des résidus,Z
R

f(z)dz = 2�i

nX
k=1

R�es(f; zk):

où zk sont des points singuliers dans l�intérieur du demi-disque délimité par r. Alors

I =

Z +1

�1
f(x)dx = 2�i

X
R�es(f; zk)

où la somme est prise sur l�ensemble des pôles de f dans le demi-plan supérieur complexe (

Im (zk) > 0 ).

Exemple 3.25 I =
R +1
�1

dx
1+x4

; Considérons f(z) = 1
1+z4

: est une fonction holomorphe sur

C privé de ses pôles

z1 = e
i�
4 ; z2 = e

3i�
4 ; z1 = e

5i�
4 ; z1 = e

7i�
4

z1 et z2 dans le demi-plan supérieur

lim
z!zk

(z � zk) f(z) =
1

4z3k
= Res(f; zk): (zk sont des pôles simples )

Alors

I =

Z +1

�1
f(x)dx = 2�i

X
Im(zk)>0

R�es(f; zk) = 2�i(R�es(f; z1) +R�es(f; z2)) =
�p
2
:
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Exemple 3.26 En utilisant le théorème des résidus, calculer la valeur de

I =

Z +1

�1

dx

(x2 + 1)2

Soit f(z) =
1

(z2 + 1)2

z0 = i et z0 = �i sont des pts singuliers de f .

z0 = i et z0 = �i sont des pôles doubles car :

lim
z!i
(z � i)2f(z) = �1

4
et lim

z!�i
(z + i)2f(z) = �1

4

Res(f; i) =
1

1!
lim
z!i

�
(z � i)2f(z)

�0
=
1

4i
; Res(f;�i) = 1

1!
lim
z!i

�
(z + i)2f(z)

�0
=
i

4

En utilisant le théorème des résidus, calculer la valeur de

I =

Z +1

�1

dx

(x2 + 1)2
= 2�i

X
im(zk)>0

Res(f; zk) = 2�iRes(f; i) =
�

2

3.6.2 Deuxième type. Fonctions trigonométriques.

Il s�agit de calculer des intégrales de la formeZ 2�

0

R(cosx; sin x)dx;

où R est une fonction rationnelle sans pôles sur le cercle unité (R ne s�annule pas sur

x2 + y2 = 1 ), en ce cas l�intégrale est dé�nie.

On pose z = eix; alors cosx = 1
2
(z + 1

z
); sinx = 1

2i
(z � 1

z
); dz = izdx; l�intégrale s�ecriteZ 2�

0

R(cosx; sin x)dx =

Z
C(0;1)

R(
1

2
(z +

1

z
);
1

2i
(z � 1

z
))
dz

iz

Posons h(z) = 1
iz
R(1

2
(z + 1

z
); 1
2i
(z � 1

z
)): AlorsZ 2�

0

R(cosx; sin x)dx = 2�i
X
jzkj<1

R�es(h; zk):

Exemple 3.27 I =
R 2�
0

dx
2+sinx

; 2 + sinx : ne s�annule pas sur R:

I =

Z 2�

0

dx

2 + sinx
=

Z
C(0;1)

2dz

z2 + 4iz � 1

z2 + 4iz � 1 = 0,

8<: z = z1 = (
p
3� 2)i; jz1j < 1

z = z2 = �(
p
3 + 2)i; jz2j > 1

; donc

I =

Z 2�

0

dx

2 + sinx
= 2�iR�es(f; z1) où f(z) =

2

z2 + 4iz � 1 :
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lim
z!z1

(z � z1) f(z) =
2

2z1+4i
= 1p

3i
: alors z1 est un pôle simple et R�es(f; z1) = 1p

3i
: Donc

I =

Z 2�

0

dx

2 + sinx
=
2�p
3
:

Exemple 3.28 I =

Z +�

��

dx

5 + cos x

Posons eix = z: Alors : I =
Z +�

��

dx

5 + cos x
= 2

i

Z
jzj=1

dz

z2 + 10z + 1
.

Soit

g(z) =
1

z2 + 10z + 1
:

les

8<: z1 = �5 + 2
p
6 [ jz1j < 1 ]

z2 = �5� 2
p
6 [ jz2j > 1 ]

sont des pôles simples de g et

res(g; z1) = lim
z!z1

(z � z1)g(z) =
1

4
p
6
; Donc

I =

Z +�

��

dx

5 + cos x
=
2

i

Z
jzj=1

dz

z2 + 10z + 1
=
2

i
� 2�i�

X
jzkj<1

res(g; zk) =
�p
6

3.6.3 3i�eme type. Avec une détermintion d�une racine �i�eme

Nous considérons une intégrale de la forme

I =

Z +1

0

f(x)

x�
dx; avec 0 < � < 1

et f une fonction rationnelle ne contenant aucun pôle sur le demi-axe réel positif.

Notons qu�une telle intégrale est toujours convergente en 0, mais que la convergence en

la borne in�nie impose la condition lim
z!1

f(z) = 0; nous supposerons véri�ée.
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En considérant la fonction g(z) = f(z)
z�

holomorphe sur l�ouvert Cn fz 2 C=Re(z) � 0g :

Choisissons donc la détermination de l�argument entre 0 et 2�, et intégrons la fonction g le

long du chemin C";R ( la �gure ) les chemins L�1 et L
+
2 sont contenus sur les droites d�angles

polaires 0, ainsiZ
C";R

g(z)dz =

Z
CR

g(z)dz +

Z
C"

g(z)dz +

Z
L�1

g(z)dz +

Z
L+2

g(z)dz

lorsque z parcourt le chemin L�1 , la détermination de l�argument choisie implique z
� =

jzj�e2�i�, et donc en tenant compte de l�orientationZ
C";R

g(z)dz =

Z
CR

g(z)dz +

Z
C"

g(z)dz + (1� e�2�i�)

Z R

"

g(x)dx

zg(z)! 0 si z ! 0

zg(z)! 0 si jzj ! +1

9=; donc d�après le lemme de Jordan

8<: lim
r!1

R
CR
g(z)dz = 0

lim
"!0

R
"
g(z)dz = 0

L�intégrale I se calcule par passage à la limite et utilisation du théorème des résidus

I =

Z +1

0

f(z)

z�
dz =

2�i

(1� e�2�i�)

X
zk

R�es(
f(z)

z�
; zk) =

�e�i�

sin ��

X
zk

R�es(
f(z)

z�
; zk)

où la somme est prise sur l�ensemble �ni des pôles de la fonction rationnelle f qui se situent

dans le plan complexe.

Exemple 3.29
R +1
0

dx
x�(1+x)

dx avec 0 < � < 1Z +1

0

dx

x�(1 + x)
dx =

�e�i�

sin ��

X
zk

R�es(
1

z�(1 + z)
;�1)

lim
z!�1

(z � (�1)) 1
z�(1+z)

= (�1)� = e��i�: alors �1 est un pôle simple et R�es( 1
z�(1+z)

;�1) =

e��i�: Z +1

0

dx

x�(1 + x)
dx =

�

sin ��
:

Exemple 3.30 J =

Z +1

0

dx
p
x (x2 + 1)2

= 2�i
1�e��i

P
Res(g; zk) =

�e
�
2 i

sin �
2

P
Res(g; zk) où g(z) =

1
p
z (z2 + 1)2

I z0 = i et z0 = �i sont des pôles doubles de g car :

lim
z!i
(z � i)2g(z) = �1

4
e�

�i
4 et lim

z!�i
(z + i)2g(z) = �1

4
e�

3�i
4
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et

Res(g; i) =
1

1!
lim
z!i

�
(z � i)2g(z)

�0
=
1

8
e�

3�i
4 +

1

4i
e�

�i
4

Res(g;�i) =
1

1!
lim
z!i

�
(z + i)2g(z)

�0
=
1

8
e�

�i
4 � 1

4i
e�

3�i
4

Alors : Z +1

0

dx
p
x (x2 + 1)2

= �i [Res(g; i) +Res(g;�i)] = ��i
"
3
p
2

8
i

#
=
3
p
2

8
�

3.6.4 4i�eme type. Application aux transformées de Fourier

Dé�nition 3.31 Soit f : R! C une fonction continue absolument intégrable. Sa transfor-

mée de Fourier est la fonction f̂ : R! C dé�nie par

f̂(x) = F(f)(�) =
Z +1

�1
f(y)e�i�ydy:

Cas 1 : f une fonction rationnelle réelle sans pôle réel

Soient f une fonction rationnelle intégrable sur R et zk ses pôles. Alors

F(f)(�) =

8>><>>:
2�i

P
Im(zk)>0

R�es(R(z)e�iz�; zk); si � � 0

�2�i
P

Im(zk)<0

R�es(R(z)e�iz�; zk); si � � 0

Exemple 3.32 F( 1
1+x2

)(�) =
R +1
�1

e�i�x

1+x2
dy =?

z0 = i et z1 = �i sont deux pôles simples de e�iz�

1+z2
et R�es( e

�iz�

1+z2
; i) = � e�

2i
; R�es( e

�iz�

1+z2
;�i) = e��

2i

F(f)(�) =

8<: 2�iR�es( e
�iz�

1+z2
; i); si � � 0

�2�iR�es( e�iz�
1+z2

;�i); si � � 0
= �ej�j

Cas 2 : f une fonction rationnelle réelle avec pôles réels

Exemple 3.33 F( 1
x
)(1) =

R +1
�1

e�ix

x
dx =?

z0 = 0 est un pôle simple de e�iz

z
et R�es( e

�iz

z
; 0) = 1;

lim
R!+1

Z
Cr;R

f(z)dz = 0

lim
r!0

Z
Cr

f(z)dz =

Z 0

��
lim
r!0

e�ire
it

reit
:ireit = i�;
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lim
R!+1;r!0

�Z �r

�R
+

Z +R

r

�
e�iz

z
dz + lim

r!+1

Z
Cr;R

f(z)dz + lim
r!0

Z
Cr

f(z)dz = 0

alors Z +1

�1

e�ix

x
dz = i�

ce qui donne Z +1

�1

sin x

x
dx = �

et Z +1

�1

cosx

x
dz = 0:

3.7 Exercices

Exercice 1 : Trouver les singularités et leurs types

1- f (z) =
1� cos(z)

z2
; 2- f (z) =

z2

(z + 1)3
; 3- f (z) =

1

ez � 1 ;

4- f (z) = e
�1

(z�1)2 ; 5- f (z) =
sin(z)

z
; 6- f (z) =

z(z � 1)
sin(�z)

;

Exercice 2 : Trouver les séries de laurent de la fonction f en pt z0 où

1- f (z) =
ez

(z � 1)2
; z0 = 1; 2- f (z) = z cos(1

z
); z0 = 0;

3- f (z) =
sin(z)

z � �
; z0 = �; 4- f (z) =

z

(z + 1) (z + 2)
; z0 = �1

5- f (z) = e
1
z ; z0 = 0; 6- f (z) =

1� cos(z)
z

; z0 = 0;

7- f (z) =
1

z
� 1

sin(z)
; z0 = 0

Exercice 3 : On considère la fonction

f (z) =
1

(z � 1) (z � 2) :
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Trouver son developpement en série de laurent :

1- dans le disque jzj < 1

2- dans la couronne 1 < jzj < 2

3- dans la couronne jzj > 2
Exercice 4 : Trouver le résidus Res (f; z0) de la fonction f en pt z0 où

1- f (z) =
z2

(z � 2)(z2 + 1) ; z0 = 2; i; �1; 2- f (z) =
1

z(z + 2)3
; z0 = 0;�2

3- f (z) = e

1

z ; z0 = 0, 4- f (z) =
sin(z)

1� 2 cos(z) ; z0 =
�

3

5- f (z) =
sin(z)

z4
; z0 = 0

Exercice 5 : On pose

f(z) =
1

z sin (z)

1- Trouver l�ordre des zéros de z sin (z)

2- Calculer le résidu aux points singuliers de f

3- Calculer la valeur de

I =

Z
jz�2j=4

f(z)dz

Exercice 6 : évaluer

1-
Z


ez

(z � 1)(z + 3)2dz avec  : jzj =
3
2
;  : jzj = 10

2-
Z


1

z4 � 1dz avec  : jz � ij = 1
2

3-
Z


cos(z)

z � �
dz avec  : jz � 1j = 3;  : jz � 1j = 2

4-
Z


ez

z(z + 1)
dz avec  : jz � 1j = 3

2
;  : jz � 1j = 3

Exercice 7 : Que vaut, en fct de R > 0:

Z
jzj=R

dz

2z2 � 5z + 2 :on précisera les valeurs exclues

de R:

Exercice 8 : Calculer les integrales suivantes (en utilusant Thm. des résidus)

1-
Z +1

�1

dx

x4 + 1
; 2-

Z +1

�1

dx

(x2 + 1)3
; 3-

Z +1

�1

dx

x2 � 2ix� 2 ;

4-
Z +1

�1

dx

x6 + 1
, 5-

Z +1

0

sin(x)

x
dx; 6-

Z +1

�1

x sin(x)

x4 + 1
dx;

7-
Z +1

�1

x sin(x)

x2 + 2x+ 10
dx; 8-

Z +1

�1

eix

x2 + x+ 1
dx; 9- F

�
1

x4+1

�
(�) =?

10-
Z �

��

dx

2 + sin(x)
; 11-

Z �

��

dx

5 + cos(x)
; 12-

Z �

��

sin(x)dx

4� 2 cos(x) ;

13-
Z +1

0

dx

x�(1 + x)
; avec � 2 ]0; 1[ ; 14-

Z +1

0

x��1dx

(1 + x2)2
; avec � 2 ]0; 4[
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