Chapter 3

Différences finies pour EDPs

3.1 Introduction a la méthode des différences finies
3.2 Schéma d’ordre supérieur

3.3 Discrétisation de I’équation de la chaleur 1D
3.4 Schéma d’Euler explicite

3.5 Schéma d’Euler implicite

3.6 Schéma Crank-Nicolson

En 1947, la mathématicienne Phyllis Nicolson (1917-1968) et le physicien John Crank (1916-
2006) ont développé la méthode de Crank-Nicolson qui sert a résoudre ’équation de la chaleur
(plus précisément, systéme d’EDPs). Cette méthode utilise les différences finies pour approcher
une solution du probléme, elle est numériquement stable. Son efficacité et sa simplicité ont fait
un outil courant dans les simulations numériques, pour résoudre des problémes en mécanique
quantique, mécanique des fluides, électromagnétisme ...etc.

3.6.1 Schéma de Crank-Nicolson pour le probléme de la chaleur

Considérons le probléme suivant

ou ,0%u
— == 0,1]. t >0
ot = Vg TEOIL >0,

w(0,t) = u(1,¢) =0, >0, (3.1)
uw(z,0) = f(x), x €]0,1].

Le schéma de Crank-Nicolson est donné par

k 2 h?

uh =l =0,7=0,1,..
u(

2,0) = f(x;) = f(ih) = f, 0< i< n+1.

j+1 J 2 J J J Jj+1 Jj+1 Jj+1
W=7 v? [y —2u Fw g Fuy, — 2w ) .
<—1> _(” ! L (s ! : , 1<i<n, 3=1,2,..............

(3.2)
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v
En posant A = SR on trouve

2(u3.+1 ) =\ ( ul . — 2u + uZ = ufj_rll 2 ]H + uJH)

= ]+ 2+ 20w = Ml =+ (2 4+ 20w+ M
Alors la forme matricielle est écrite comme suit

pouri =1 — =Mt + (24 20! — M = )\Hﬁ —l— (2 — 2)\)u] + Aul,
pouri =2 —» )\UJH + (2 4+ 20w . — 2l =2 (2 = 20w 4+ M,

pouri =mn — —Aul ] 4 (2 + 2\)uit — )\uf;fl X+ (2= 20l + i,
D’otul le systéme matriciel est donné par "0 "0

2420 =\ - 0 w) ™ 2-20 A - 0 o)
S W) U W ul™ X220 A .- )
0 cee =X 242 ultt 0 A 2—=2) ul
ou encore on écrit sous la forme CWUTY = DWW on
242X =X\ - 0 2—2\ A 0
A 242X =X - A 2—2\ A .
C = . , , .| D= . , , C et WU =
0 -\ 242\ 0 A 2—=2\
(ud,ud, - ud)

Exemple 4 Soit le probleme

o _ )
ot 0z’
u(0,t) =u(2,t) =0, 0<t<

u(x,0) = sin(xg), z € 0,2].

x €]0,2[, 0 < t
(3.3)

..JAIHHkIH

1
En utilisant le schéma de Crank-Nicolson, calculer la solution approchée pour h = 1 et k=

&. Aklr—t

Solution 5 De h et k, il clair que n = 3, A = 1. Puis d’apres les conditions aux limites

type Dirichlet homogene on a uj = uy = u?1 =uj=0.

On sait que le systéme matriciel pour le schéma de Crank-Nicolson s’écrit sous la forme

cw = pw©
ol
4 -1 0 010 u? ui
C=|-1 4 —1|,D=[10 1|, WO=1[u], wh =[u}
0 -1 4 010 ud ul
FEt de la condition initiale on a
. sin(") V2
Uy 4 2
ul i V2
sin(—) -=
4 2
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Alors

dui —uy =1
—ul +4ul —ul =2
—ud +4ud =1

4 =1 0 u
-1 4 -1 uy | =
0 -1 4 ul

o = O
=
o = O
Nl
[\ [\)

par la soustraction de la premiére équation et la troisieéme équation dans le systéme, on obtient

uj = ui. Donc
dul —ud =1 L 2V2+1
= Uy = ——
—2u}l + 4ul = V2 ? 7

et

44+/2

1 1
Uy = Uq =
1 3 14

3.6.2 Généralité d’un schéma pour 1’équation de la chaleur

Il s’agit d’une généralisation des schémas précédents avec 0 < ¢ < 1. Ce schéma s’écrit sous la
forme suivante

It wltl — 2wl 4wl ul,, —2ul + !
Gi_;%>:&<ewl Lp(-gm i) <<, =12,

k h? h?
(3.4)
02
Posons A = e on obtient
W —ul =\ 16 (u]” H—2ul™ )+ (1—0) (uly — 2u] +ul )]
Alors le schéma sous forme matricielle est donné par
(I +ONA) WU = (I — (1 —)AA) W),
ou
2 —1 0 10 0
: : -1 2 -1 .-
W(]) _(u17u27"' 7u{1>t7 A= . . . . et [ = ! !
0 -1 2 0 0 1
Cas particuliers :
e S5i ) =0 — Euler explicite.
e Si ) =1 — Euler implicite.
e Sif= % — Crank-Nicolson.
Exercice 6 On considére le probleme suivant
0 0?
U 42 q0u+ 11et + 10z, @ €0, 1], ¢ > 0,
ot Ox? a5
u(0,) = €', u(1,t) = +1, t>0, (3.5)

u(z,0) =1+=z, x €[0,1].

Ot u = u(z,t).

Resp. du module : Dr. N. Amroune 6 25/03/2020
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1. Donner le schéma explicite pour h = 0.5 et k = 0.1.

2. Trouver la solution approchée du schéma pour x = 0.5 et t = 0.2.

3. Donner le schéma implicite pour h = 0.5 et k = 0.1.

4. Déterminer la solution approchée du schéma pour x = 0.5 et t = 0.2.

Soit u(x,t) = €' + x une solution exacte de notre probleme. Comparer les deux méthodes

3.7 Discrétisation de ’équation de Laplace 2D: cas station-
naire

Considérons le probléme de Poisson avec conditions aux limites de type Dirichlet homogéne sur
le pavé 2 = [0,a] x [0,b] C R?

(3.6)

—Au = f sur Q,
u = 0 sur 051,

ot u = u(z,y) et f est une fonction réguliére donnée dans Q.

u=20

u =10 —Au p— f uw=20

s

u=20 a
Le domaine {2

Soient n,m € N*. On définit le pas dans les deux directions comme suit :

h=—  gi—ihi=0,1,---,n+1,
n-+1

b
k=——— vyi=7k, j=0,1,--- 1.
m_|_1ayj IR, ] ) am+

h X

Le maillage de €

On écrit le schéma aux différences finies pour les dérivées partielles du second ordre par

j iy -1 gl

Resp. du module : Dr. N. Amroune 7 25/03/2020



3.7. DISCRETISATION DE L’EQUATHX\PIDEH.APINEEERENABSSHINIESNNAIRHSDPS

Et les conditions aux bords de type de Dirichlet homogéene

u(z,0) =0=1u?, u(z,b) =0=u""" pouri=0,1,--- ,n+1,
U(O,y) :OZU%, U(CL, >_O_un+17 pourij,l,--- 7m+1'

Alors le schéma de différences finies pour le probléme (3.6) est donné par

j i i1 j+1
Tuia b2 vy w20ty = f, 1<i<netl<j<m
- 9 f— [— f— [— )

h? B 2
wW=u"+1=0,1<i<n, (3.7)
u%—un—i—lj:O, 1<j5<m.

D’ou le systéme matriciel correspondant & (3.7) s’écrit sous la forme suivante

AU = F,

ol A est une matrice tridiagonale par blocs de taille n x m donnée par

B C --- 0
e ¢ B C

RN O}

0O --- C B

avec B et C sont deux matrices carrées dans le corps R représentons comme suit

2 2 —1 —1

wte W 0 w 0 0

—1 2 2 —1 . —1

g—| ® wmteE = c-| Y =
. . . __1 ) : 0
—1 2h22 : —1
0 w o wte 0 0 =

Et

U:(UhUQa'”7Uj7"'7Un)t7F:(F17F27"'7F}7"'aFn)tv

pour 1 <7 <mona

Uj = (uivuéa 7ui)t’ FJ = (ff:fgv >fr];)t'

Exemple 7 Dans cet ezemple, on prend a =b =1 et n = m = 3. Le schéma de différences

finies (3.7) est devient
du] —ul_y —uly ] =T =R 1 <0 <3,
w=ul'+1=0,0<i<A4, (3.8)
uw)=u, +19 =0, 0<j <4

Ainsi on écrit le systéme matriciel pour 1 < i,5 < 3.

Fizons i1 =1 :
pourj =1 — 4u1 E\@\— u2 ﬁ\l\— f 2fll,

pourj =2 — 4u? %\—uz—ul uj; = h?f},
1

pourj =3 — 4u} %\— uy — —ul E«i\— R2fL.

8 25,/03,/2020
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On fivei =2 :
pourj =1 — duy — uj — u;fug‘— uy = hf;,
pourj =2 — 4ul — ud —uz — uy — uy = h*f3,
pourj =3 — 4ul — ug — uj — ui — u3 —\ié‘: R2f3.
Pour i =3 : )

- 1110 o2 g2l
pourj—l—>4u3—u2—u4—u3‘—u3—hf3,
pourj =2 — 4ul — uj —ui —us — ui = h*f3,
pourj:3—>4u§—ug—b§i\— u%—h{‘;&: h?f3.

0 0
Alors le systéme matriciel s’écrit sous la forme suivante

4 -1 O0|-1 0 O[O0 O O ul !
-1 4 —-1,0 -1 0|0 0 O u? 2

0O -1 40 0 —=1,0 0 0 w3 3
-1 0 0|4 -1 O0|-1 0 O ud )

0 -1 0|—-1 4 —1/0 -1 0 uil=n|f2| < AU=F
0o 0 —-1/{0 -1 4,0 0 -1 u3 3

0O 0 O0O|-1 0 0|4 -1 0 ul 3

o 0 o0 -1 0|-1 4 -1 u3 H

o 0 0[O0 O —=1,0 -1 4 u3 3

O
B C 0 4 =1 0
A=|C B C|,B=\|-1 4 —1]| etC=—I avec I la matrice identité de R3.

0 C B 0 -1 4

Propriété de la matrice A :

e A est une matrice symétrique.

e A est tridiagonale par blocs.

n
e A a diagonale dominante stricte (i.e |a;;| > Z la;|).
i#£ji=1

Alors la matrice A est inversible.

Exemple 8 Soit Q= [0,1] x [0,1] C R?. On considére le probleme suivant
Ugy + Uyy = T + () + 17 ($,y) 6]07 1[27

u(z,0) =u(x,1) =0, z € [0, 1], (3.9)
u(0,y) =u(l,y) =0, y € [0, 1].

ot u = u(x,y).
Question:

Calculer la solution approchée pour h =k = 3"

Resp. du module : Dr. N. Amroune 9 25/03/2020
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Solution 9 Le schéma aux différences finies est donné par

o A A A 1
—4Ug+uzfl+Ug+l+ug_l+ui+l:2_,7(Z+]+3>a 1,7 =1,2,

0
uh=uh=0,0<j<3.

Donc on écrit le systeme matriciel comme suit
Fizonsi =1 :

5
pOUrT j — —4u, +%\—1')— Us —I—hi\—ll)— uy 57

6
i —9 —4 2 2 2 1 3 _
pour) — uy +%\—ll)— Uy + uy —I—E\l\() 57"

Pouri1=2 :
6
= 1 — —4 ! L 1 0 2 = —
pour ) Uy + Uy +%§\—(|)—h§\—[|)— Uy 57
7
=2 — — 4y 2 2 L 3 —
pour ) u2+u1+ﬁ\3\7)tu2 —|—5>2\“ 57
Alors
5)
4 11 o0 u! ¥
1 —41 0 1 u% B ﬁ
1 0]—-4 1 ub | | 6
0 1 —4 u% %7
2_,7.

D’ot la solution approchée est

1 2 1 ot (—11 =13 =13 —11 t
(Up Uy, Uy, u2) - (108’ 1087 1087 108 ) °

Exercice 10 Considérons sur le pavé 0 = [0,1] x [0,1] C R? le probleme de Laplace suivant

Ugy + Uyy = 0, (%y) € Q7
u(z,0) =2z, u(x,1) =2x — 1, z € [0, 1], (3.11)
U’(O?y) =Y u(lvy) =2- Y, y € [07 1]

ot u = u(x,y).

1. Tracer le domaine Q) et u(x,y) sur les frontiéres de €.
2. Déterminer a,b de sort que u(x,y) = ax + by est une solution exacte de notre probléeme.
3. Calculer la solution approchée pour n =3 et m = 1.

4. Comparer la solution approchée avec la solution exacte.

Resp. du module : Dr. N. Amroune 10 25/03/2020
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Module: Méthode numérique
Série d’exercices N°1

NB: Les exercices suivis par une étoile seront traités par I’étudiant.

Exercice 1.

Soient a,b et A trois nombres réels et f une fonction continue sur [0, 1].
Considérons le probleme de Dirichlet

{—u” + Au=f, sur]0,1],
u(0) = a, u(l) = b,

et le probleme de Neumann
(%) —u”"+ Au = f, sur]0,1],
u'(0) = a, u/(1) =b.

(On pose § = /|\])

Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur 0 et f pour que le probleme de Dirichlet et le

probléme de Neumann admettent une unique solution u dans C?([0, 1]).
Exercice 2.

On considere le probleme aux limites suivant

{—u”(z) = f(z), = €)0,1],
u(0) = u(1) = 0.

1. Si f est une fonction continue donnée sur [0, 1], montrer par deux manieres différentes que le
probléme admet une solution unique dans C2([0, 1]) donnée par la formule :

1
Ve e [0,1]: u(zx) :/0 G(z,s)f(s)ds,

ou G s’appelle la fonction de Green du probleme qui définie par :

Gz, 5) s(1—z)si 0<s<ux,
x,s) =
z(l—s)si <s<1.

2. Ecrire le shéma des différences finies.

3. Montrer que le systeme algébrique admet une solution unique.

09/02/2020
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Département de mathématiques 2019/2020

Module: Méthode numérique
Série d’exercices N°2: Différences finies pour EDOs

NB: Les exercices suivis par une étoile seront traités par I’étudiant.

Exercice 1.
Considérons le probleme mixtes Dirichlet-Neumann

(1)

1. Ecrire deux schémas des différences finies pour h = % et x; =1h,1=0,1,........... , 1.
(En utilisant I'approximation a gauche et 'approximation centré pour ’approche de u/(L))

2. Ecrire les deux schémas sous forme matricielle.
3. Montrer que les deux systemes admettent une solution unique.

Exercice 2.
On considere le probleme aux limites suivant

—u"(x) + p(x)u/(z) + q(z)u(z) = f(z), = €0,1],
u(0) = a, u(l) = 5.

Les fonctions f, p et ¢ sont continues et données sur [0, 1]. De plus, on suppose que

q(z) >0, Yz € [0, 1].

1. Ecrire le schéma des différences finies pour h = n+r1 et ©; =ih, 1 =0,1,.cc...... ,n—+ 1.

(On utilise la notation indicielle pour les fonctions f,p et q)

2. Ecrire le probleme discret sous forme matricielle.

2
3. On suppose que h < — ou L = sup [p(x)|.
L z€[0,1]
Montrer que le systeme admet une solution unique.

Exercice 3. (Examen 2019)
On considere le probleme suivant

1
o
u(x)+1+x

u(0) =u(l) =0.

v (z) = cos(mx), 0<x <1,

1. Ecrire le schéma des différences finies pour x; = ith ou h = #1

(Indication : Utiliser le schéma centré pour la discrétisation de terme u/(z)).

1 23/02,/2020



2. Ecrire le systeme matriciel correspond a ce schéma.
3. Application : Calculer la solution approchée pour n = 2.

Exercice 4. (*)
Soit le probleme suivant

(3)

{—u”(x) +au(z) = f(z), = €)0,1],
w(0) +/(0) = 1, u(l) = 1.

1. BEcrire le schéma des différences finies pour h = 1. (Pour approcher «/(0) en utilisant
approximation a droite)

2. Montrer que le systéme matriciel admet une unique solution, puis calculer cette solution.

Exercice 5. (*) (Examen de rattrapage 2019)
On considere le probleme suivant

—u"(x) + 2u(z) =2, 0 <z <1,
(1) +u(l) =0,
u(0) = 1.

1. Ecrire le schéma des différences finies pour x; = ith ou h = n#“

(Indication : Utiliser le schéma décentré a droite pour la discrétisation de terme u'(1)).
2. Ecrire le systeme matriciel correspond a ce schéma.
3. Montrer que le systeme matriciel admet une unique solution.

4. Application : Calculer la solution approchée pour n = 2.

2 23/02/2020
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Exercice 1.

On définit le probleme aux limites suivant
U+ Uy — Uz =0, O< 2 <1, 0<t <1,
u(z,0) =z, 0 <z <1, (1)
u(0,t) =u,(1,8) =0, 0 <t <1,

ou u = u(z,t).

1. Ecrire le schéma explicite et implicite pour : x; = ih, t; = jk ou h = %H et k = m+r1

(Indication : Utiliser le schéma décentré a gauche pour la discrétisation de u,).

2. Ecrire le systeme matriciel pour les deux schémas.

3. Calculer la solution approchée pour les deux schémas en prenant trois points intérieurs
en espace et k = %

Exercice 2. (Examen 2019)

On définit le probleme aux limites suivant

Up — Uge — U, =1, O< < 1t>0,
u(z,0) = cos(mx), 0 <z <1, (2)
uw(0,t) = 1,u(l,t) = -1, t > 0,
ou u = u(z,t).
1. Ecrire les schémas implicite et Crank-Nicolson pour : z; = ih, t; = jk
ouh=Fk= n%l

2. Ecrire le systeme matriciel pour le schéma de Crank-Nicolson.

3. Calculer la solution approchée pour les deux schémas en t; = %
(Indication : Utiliser le schéma centré pour la discrétisation de u,).
Exercice 3.

On considere le probleme suivant

ou  0*u 1
5 g =2 v el e ]

u(0,t) =u(l,t) =0, te0,3], (3)
u(z,0) =sin(rmx) + (1 — z), z € [0,1].
Ou u = u(x,t).

Resp. Module : Dr. N. Amroune 1 19/03/2020



1. Montrer que la solution exacte est donnée par u(z,t) = e ™ tsin(rz) + 2(1 — 2).
2. Ecrire le shéma explicite, implicite et Crank-Nicolson pour : z; = ih, t; = jk ou h = HLH
et k= m+r1

1

3. Ecrire le systeme matriciel pour les trois schémas ou h = % et k= 155

4. Comparer la solution approchée pour les trois schémas avec la solution exacte et 0 < z <'1
et 0 <t <0.03.

Exercice 4. (Examen 2019)

Soit © = {(z,y) € R*; 0 < x <1, 0 <y < 1}, on définit le probleme de Laplace avec
des conditions de Dirichlet non homogenes suivant

Usz + Uy = 0, (z,y) €]0,1[x]0,1],
u(z,0) =2z, u(x,1) =2z —1, Va € [0,1], (4)
w(0,y) = =y, u(l,y) =2 —y; Yy € [0,1],

ou u = u(z,y).

1. Représenter graphiquement les conditions de Dirichlet de ce probleme sur le bord du
domaine (2.
2. Déterminer a et b telle que u(x,y) = ax + by est une solution exacte du probleme (4).

1

3. FixonsnzSetmzl,pourxi:z'h,yj:jkohhzﬁﬂetk:mﬂ.

e Tracer le maillage de €2, puis calculer la solution approchée.

e Comparer la solution approchée avec la solution exacte.

Resp. Module : Dr. N. Amroune 2 19/03/2020
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Méthode numérique pour EDOs-EDPs

Corrigé du série n°2

Exercice 2
Soit le probléme aux limites suivant

{—u"(m) +p(a)u (z) + g(z)u(z) = f(z), = €)0,1],
u(0) = a, u(l) = p.

Ou f, p et g sont des fonctions continues et données sur [0, 1]. De plus, on suppose que
q(z) > 0, Vo € [0,1].

1. En utilisant le schéma aux différences finies centré pour approximer u/(z). On obtient le
systéme matriciel sous la forme suivante

24+ h2q —1—|—%p1 0 U1 h2f1—|—(1+%p1)a
—1=%py 2+W°q —1+5p - uz | W f
0 e S1=lp 2402, ) \u, B2 fu+ (1= §pa) B8
AU =F. (2)

2. Montrons que le systéme admet une unique solution :
Pour i =1, 0on a

h h
4= < 14 -
| +2p1|_ +2|p1|
h h
< 1+ sup [pi(x) =1+ L
2:p€[0,1] 2
12
< 1+-2L=2
t31

Et d’autre part on a 2 + h%g, > 2, alors en déduit que

h

De méme maniére on montre que pour ¢ = n 'inégalité suivante

h
|2+h2qn!>|—1—§pn|.

n—1
h h
Pour 2 <i < n — 1 on doit montrer que | 2 + h%g; |>Z\—1—§pi |+ | —1+§pi | .
=2

e Si—1— %pi >0et —1+ %pi > 0, alors —1 — %pi -1+ %pi = —2 contradiction (car la
valeur absolue est positive).

Resp. Dr. N Amroune 1 05 Avril 2020



OSi—l—%pi<Oet—1+%pi<0,alors1+%pi+1—%pi:2.

h h .
|2—|—h2qi|>|—1—§p¢|+|—1+§pi|, pouri=2,---,n— 1. (3)

o Si —1—%pi >0 et —1+%pi < 0, alors

h h
—1- §pi+ 1— P = —hp;, ot p; <0
= h|—pi]
< h sup |pi(x)|=hL
z€[0,1]
2
< —L=2
L
D’ou I'inégalité (3) est satisfaite.
e Si—1— %pi <0et —1+ %pi > 0, alors
h h
1 —Pi — 1 —Pi - h 7
+ 2P + 2]3 p
< h sup |pi(z)|=hL
z€[0,1]
2
< —L=
L

Alors I'inégalité (3) est vérifiée.
En on déduire que la matrice A est a diagonale dominante stricte, alors elle est inversible.
Dot le systéme (2) admet une unique solution.

Exercice 3. (Examen 2019)
Soit le probléme suivant

1
N
U (:1:)+1+

u(0) = u(1)

v (z) = cos(mzx), 0 <z <1,
x
0.

Onah=

et x; =1h;1=0,1,--- ,n+1.
n+1

1. Schéma aux différences finies:

. ) L Wim1 = 20U + Uig p L Uig1 — Uiy
On sait que u(z;) ~ 2 et u'(x;) ~ — 5
Alors o+ .
Uj—1 — &U; T Ui Ujq41 — Ui—1 . )
- + ‘ = cos(mih), 1 <i<mn,
h? 1+ih 2k (wih), 1< i<

Uy = Upt+1 = 0.

h h
(1 - . Qs IE—— = h2 ;
( +2(1+z’h))uz 1+ u’+(2(1+ih) )U/'H_]_ h* cos(mih),
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2. Le systéme matriciel est:

pourz':1—>—<1+2 m—l) uy = h? cos(mh),

)
h

, h
port =2 (1 i m) e (m - 1) o = 1 con(erh),

g + 2uy + <
0

o h h
pouri = n — — (1 + m) Up_1 + 2u, + (m — 1)71%*1‘? h* cos(nwh).

D’ou la forme matricielle est donnée par

h
2 , 2(1+h) ! , ! g cos(mh)
) <1 Taas 2h>> i rmy R ) RS
. L 5 un cos(;mh)
' < ()
— AU =F,
o A € M, «n(R).
3. Application n = 2:
Onahzletmi:ihzz,izl,z
3 3

i 1 ) 7 1

9 =t Uy 1 /1 U — —Uy = —
(3 3) () =s(2)=120,50 ™
—u Uy = ——
10 2 18

Donc la solution approchée de notre systéme dans le cas n = 2 est

( y 5 —4\'
U, u2) = (==, == ] -
b2 243’ 243

Exercice 4.
Soit le probléme suivant

—u"(z) + zu(x) =0, z €]0,1],
u(0) +u/(0) =1, u(l) = 1.

1
1. Schéma aux différences finies pour h = 7

1 i—1 — 2u; Uy
Comme h = 7 alors n = 3. On a u"(x;) ~ Mi) T ot Ui et u'(z;) ~

h2
Alors

Uit1 — Ui—1

2h

1
—16 (ui—l — 2UZ + Ui+1) + Zl U; = O, 1 S 1 S 3,
UO+4U1 —4U0 = 1, Uy = 1.
—64’&2'_1 + (128 + Z) U; — 64Ui+1 = 0,

- 4U1—1
Uy — 3

,U421.
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2. Montrons que le systéme matriciel admet une unique solution :

On écrit le probléme discret sous forme matricielle comme suit
pour : = 1 — —64ug + 129u; — 64uy = 0,
pour ¢ = 1 — —64u; + 130uy — 64uz = 0,
pour : = 1 — —64uy + 131uz — 64uy = 0.

Done 131 64
pour i =1 — —uy; — 64uy = —,

pour : = 1 — —64u; + 130uy — 64uz = 0,
pour ¢ =1 — —64uy + 131ug = 64.
D’ou le systéme matriciel est

—64 131 -1

Blo—64 0 Uy H = -1 0 Uy =

—64 130 —64| [ug | = 0 — [-1 2 1| uw|=1]0

0 —64 131/ \us 64 0 —1 1BL) \y, 1
— AU =F.

Comme la matrice A est tridiagonale symétrique a diagonale dominante stricte, alors elle
est inversible.
D’otu le systéeme admet une unique solution.

3. Déterminons la solution approchée :

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre un systéme linéaire AU = F(i.e calculer la
solution approchée u) par exemple méthode de Cramer, Gauss, Gauss-Seidel, I'inverse
d’une matrice, ...etc.

Exercice 5. (*) (Examen de rattrapage 2019)
On considére le probléme suivant

—u(x) +2u(z) =2, 0<x<l,
u' (1) +u(l) =0,
u(0) = 1.

1. Schéma de différences finies :

Le schéma aux différences finies correspondant ce probléme est

1

Uy = 1, Upt1 = H—hun

2. Systéme matriciel
On a
pouri =1 — —ug + 2(h* +
pouri =1 — —ug +2(h* +

)ul—ugzh?’ EES 2(h2+1>U1—U2:h3+1,
)ul—u2:h3 EES 2(h2+1)U1—UQ:h3+17

—_ =

1
i=n— U, 1+2(W*+ 1)Uy —Upy = nh® = —u, 1+ (Q(h2 +1) — h—+1> u, = nhd.
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Donc la forme matricielle est donnée par

2 —
2(h*+1) 1 O " I
-1 2(h*+1) -1 : s 243
. — h2
' ' -1 : :
1 3
0 1 2(h2+1)— —— Up, nh
(" +1) h+1
— AU =F.

3. Montrons que le systéme admet une unique solution :

Comme A est une matrice tridiagonale symétrique a diagonale dominante stricte, alors
elle est inversible.
D’otu le systéme admet une unique solution.

4. Application n =2 :

1
Onan=2, alorsh:§.
20 ) 28
9 ur\ _ 97 N up ~ 0.7,
3 <U2) é {uQ ~ 0.53,
36 27

N’hésitez pas & me contacter pour me faire part de vos questions et vos remarques :
nasreddine.amroune@univ-msila.dz
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Université Mohamed Boudiaf -M’sila-

Faculté de mathématiques et de 'informatique 2019/2020
Département de mathématiques 3me année licence
Méthode numérique pour EDOs-EDPs

Corrigé du série n°3

Exercice 1
Soit le probléme aux limites suivant

Up Uy — U =0, O<z <1, 0<t <1,
u(z,0) =z, 0 <z <1, (1)
w(0,t) = u,(1,6) =0, 0 <t <1,

ou u = u(x,t).

1 1
1.onax; =thett;=jkouh= et k= ——.
n+1 m+1

e Schéma explicite :
On remplace uy, u, et u,, par leurs approximations

j+1 J J_ .
w; = w; — u;_

J 9, J
! "y~ ot ~ w;_y — 2uy + uj,
k' ) xr — xTr — .

k h?

Uy =~

Alors on obtient le schéma aux différences finies pour le probléme (1) comme suit

i+1 _ k(ht1)  j -
Wit = (h2) 21+M J+h2uz+17 1<i<n, 1 <7< m,

u) =ih, 0 <i<n+1, (2)
u{):O, uﬁ;ﬂzu{t, 0<7<m+1

e Schéma implicite :
De méme maniére on trouve le schéma implicite pour le probléme (1) sous la forme

suivante
L k(h+1) j 2 ] ; ;
ui —_ (h;) l 1—}—%% %ugﬂ, 1§Z§n7 ].S]SW,
u) = ih, O<z<n+1 (3)
u%—() u+1—u 0<j<m+1.

2. Dans cette question en injectant les valeurs de i et j dans les deux problémes discrets (2)
et (3) pour 'obtention des systémes matriciels.
e Schéma explicite :
On fixe 7 = 0 et en substitue les valeurs de 7, on obtient

; k(h+1) 2
pouri =1 —» ul = (+ %\th —kh—2k 0+%u8,

- 1 k(h+1 0 L h2—kh—2k lch 2k ,0 4 k0
pourt = 2 — uy = 7L Uy + 57 Us,
‘ ~ 1 h+1 _kh 2k 0
pouri =n — u} = Ll + —l—hQu%H

0
I[//
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D’ou le systéme matriciel correspondant le probléme discret (2) est donné par

uj h* — kh — 2k k 0 ul
ud 1 k(h+1)  h*—kh—2k k ud
N : : s
ul 0 k(h+1) h*—kh—Fk) \u®

= W =AW,

ou
hQ—kh—Qk k e O
k(h+1) B —kh=2k &
A= : : : : ’
0 k(h+1) h*—Fkh—k
WO = (0w, -, u0)" et WO = (ul,ud, - ul)".

On peut montrer par récurrence que pour tout 0 < j7 <m +1

t

WU = AW, ou WY = (ul,u2,--- ,uﬁl) )

e Schéma implicite :
On fixe j =1 et en substltue les valeurs de 7, on obtient

. 1) 2
pouri = 1 — uf = —H0F %\—i— hothitok ul 2 ug,
. h 1 2
pouri =2 — u = + Lyl 4 b +kh+2k ub — £ uj,

k(h+1) h2+kh+2k 1 E 51
—hr n 1t u 5 U

_ 0
pourt =n — u, = n 72 Unps

D’ou le systéme matriciel s’écrit comme suit

ul h* + kh + 2k —k 0 uj
uy 1| —k(h+1) A*+kh+2k —k ul
N : s 3
ud 0 —k(h+1) h®+kh+k/) \u,

= WO =AW,

ou
h? + kh + 2k —k 0
—k(h+1) h?>+kh+ 2k —k
0 —k(h+1) h*+kh+k
WO = (0 ud, -, ul)" et WO = (ul,ub, - ub).

On peut montrer par récurrence que pour tout 0 < j <m + 1

W) = AWUH), ou W — (U{,Ué, 7uz‘l)t‘

Resp. Dr. N Amroune 2 12 Avril 2020



1
3. Il y a plusieurs méthodes pour calculer la solution approchée dans le cas ou h = 1 et

1
k:E (len=3etm=1).
e Schéma explicite :
On utilise un calcul direct pour déterminer la solution approchée W), en effet

-1
1
=10
-7

4

17 8 0
w® =110 -17 8
0 10 -9

| COND [ [ =

e Schéma implicite :
Le systéme matriciel est devient

19 -8 0\ [ul
—|-10 19 =8| [«
0 -10 11/ \ud

s | CODND [ = [ =

Donc la solution approchée WM est calculer depuis I'inverse de la matrice ou la résolution
du systéme linéaire ou d’autre méthode comme Cramer, Gauss ...etc.

W<1>—(497 246 1323>t

6284 15717 6284

Exercice 2. (Examen 2019)

Soit le probléme suivant

Up — Upe — U =1, O< 2z <1t >0,
u(z,0) = cos(mz), 0 <z <1, (4)
u(0,t) = 1L,u(l,t) = =1, t >0,

ou u = u(x,t).

1. Les schémas pour h = k = —.

n+1
e Schéma implicite : On a
. - . . . . .
up — Uiy — Ui iy — 2ui U,
Up 2 ———— Uy T2 0t Uy
h 2h h?
Alors ‘ . , 4 4 . .
g, i 9nd ] i
wp—wg o Wy =2 Uy Wiy — U 1
h h? 2h

Dot le schéma implicite du probléme (4) est donné par

—1) wl+ @+ h)ul — S+ Dul,, =hu P +R2 1<i<n j=1,2,
cos(mih), 0 <i<n+1,
1 n—l—l__]- ]>0

YamS
|=

Ok) SO N
I

S

e Schéma de Crank-Nicolson :
On écrit le schéma de Crank-Nicolson pour ce probléme par
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ut =] 1 ulty =20 + ugill 4 ul_y — 2u + ug+1 B ungl -
h 2 h2 h? 2h
Alors
W 2(h+ )l =l = (U= h)ul o+ 2(h = 1) ul 4 (b4 D)l + 282,
?—cos(mh) 0<i<n+l1,
uf)—l, un+1:—1, j>0.

2. Le systéme matriciel pour le schéma de Crank-Nicolson :

+2(h+1)ultt —udt

pouri=1— %\
) J+1 J+1

pouri =2 — —u T L 2(h + 1) ubT — uj

pouri =n — —ul T +2(h+1)ult!

Donc le systéme matrlclel est donne par 1

2h+1) -1 .- 0 wl Tt 2h—1) 1+h 0 u] 2h2 —

-1 2(h+1) -1 ul ™! 1-h 2h-1) 1+h  --- ) h

: . .| = : . +

0 -1 2(h+1)) \u*! 0 1—h 2(h—1)) \u 2h% —
ou encore on écrit sous la forme CWU) = DWU) + H, ou

2h+1) -1 - 0 20h—1) 1+h 0
1 2(h+1) -1 .- 1-h 2h—1) 1+h
C = . . . . 5 D= . . 5
0 o -1 2(h+1) 0 1—h 2(h—1)
WO = (ud,u,- - ul) et H=(2h* —h+2,h2 - 2h% —h—2)".
3. Calculons la solution approchée en t; = %:
1
Onati=k=h= — n=2.
n+1

e Schéma implicite :
On fixe j = 1 et on varié sur les valeurs de ¢

. h h
pouri=1— (5 — Dup + (h+2)uj — (§ + Dud = h? + haf,

h h
pouri =2 —» (5 —Duj + (h+2)uj — (5 + Dui = h? + hud.
e . 0 us r 27 1

De la condition initiale on sait que u] = cos(g) =5 U = 008(3) = —3 et des
conditions aux limites de type Dirichlet non homogene on a u} = 1, u} = —1.

Alors le systéme matriciel devient

3T T g
5,7, -1 =7
6 + 37 9 7

%\Jr 2(h

h)uj +2(h

6

! ~ 0.26
e 23208 |

L= "~ —0.43.
"2 7 483

J
N

1<i<n,j=0,

(6)

+ (h+ 1)u} 4 212,

D’ott la solution approchée par le schéma implicite est W) = (0.26, —0.43)t.

+ (h+ 1)uj + 212,

—ulh = (=) +2(h—1) ul +( h+1\jx,>4\+2h2.
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e Schéma Crank-Nicolson :
En injectant la valeur de h et les valeurs de la condition initiale u? et u) dans le systéme
matriciel correspondant ce schéma, on obtient

4 4 17 2

8 1
— —1 ul —— — — u} = — 006,
1 —
31 8 (@) =2 At =, P 04
3 3 3 2 9 >33

D’ou la solution approchée par le schéma de Crank-Nicolson est donnée par

W = (0.06, —0.4)".
Exercice 3.

Soit le probléme
ou  *u
— —— =2 1[, t 1
5 " a2 , x€]0,1], t €]0, 5],
u(0,t) =u(l,t) =0, t€[0
u(z,0) =sin(mz) + z(1 — x

=
8
m
=)
=

Ou u = u(z,t).

1. Montrons la solution exacte :
On doit montrer que u(x,t) = e~
que u est vérifiée le probléme (7).

sin(mx) + (1 — x) est une solution exacte, il suffit

On a 5
8—u($, t)=me ™ cos(ra) + 1 — 2z,
x
alors o
5 Z(m,t) = —m2% " tsin(rz) — 2.
x
Et on a aussi 5
a—::(x, t) = —m2e "t sin(m z).

En injectant ses valeurs de dérivées partielles dans I’équation du probléme (7), on déduit
que u vérifiée I’équation aux dérivées partielles

—m2e ™ sin(rz) + w2e " tsin(ra) + 2 = 2.

Maintenant, elle reste a vérifiée la condition initiale et les conditions aux limites. Il est clair
que u(0,t) = u(1,t) = 0 et avec un calcul simple on trouve u(z,0) = sin(7mz) + z(1 — z).
D’out u est une solution exacte de notre probléme.

2. Les schémas pour le probléme (7):

e Schéma explicite :
On écrit le schéma d’Euler explicite correspondant le probléme (7) comme suit

w = el + (1 38) ul + el 42k 1<i<n, 1<) <m,
uwd =sin(rih)+ih(l—ih), 0<i<n+1, (8)

)

uh=ul,, =0,0<j<m+1.
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e Schéma implicite :
On donne le schéma aux différences finies implicite correspondant le probléme (7)
sous la forme suivante

—%uz_l—l— (1+ 2) u{—%uerl:ug_l—I—Zk:, 1<i<n,1<j5<m,
uw) =sin(rih)+ih(l—ih), 0<i<n+1, (9)
=l =0,0<j<m+1.
e Schéma Crank-Nicolson :
Le schéma de Crank-Nicolson est donné par

—u{f11+2<1+h§) u{“—u{jf:u{_1+2(h§—1) wl ol R 1<i<n, 1<j<m
=sin(rih)+ih(l —ih), 0 <i<n-+1,

u

U

o%. o

(10)

3. Le systéme matriciel pour les trois schémas:

Exercice 4. (Examen 2019)

Soit le probléme stationnaire suivant

Uzy + Uyy = 0, (z,9) €]0,1[x]0, 1],
u(z,0) =2z, u(x,1) =2x—1, Vo€ |0,1], (11)
u(0,y) = =y, u(l,y) =2 —y; vy € [0,1],

ou u = u(x,y).

1. Tragons le domaine () :

N
uw=2x—1

u=—-y Au=0=2-y

\
u=2z 1 X
Le domaine £

2. Déterminons a et b :
On sait que u(x,y) = ax + by est une solution exacte, alors

u(z,0) = ar = 2z, a=2,
=
u(z,1) =ar+b=2x—1, b=—1.

{U(O,y)zbyz—y, N {a=2,

uw(l,y) =a+by=2-—y, b=—1.

Ou bien

Do la solution exacte du probléme stationnaire (11) est u(z,y) = 2z — 1.
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3. On fixen=3et m=1:

e Le maillage :

1
Onah=-et k= 57 on tracons le maillage comme suit

e La solution approchée :

Le schéma de différences finies correspond a ce probléme est donné par

—10u +4 (ul_ +ulyy) ol AUl =0,1<i <3 =1,

0
Uy

J
Uy

1

27,
J

:——,uizz—%,ogjgz.

2

On fixe j =1et on a

ouri =1 — —10u! +4 (w: + uld) + ) + w2 =

2 2
pouri =2 — —10ud + 4 (u! +ul) + v + 2 =
b o]+ ) 0 3 =

) U5 0 =0

pouri =3 — —10u} + 4 (ud +

Donc

= sul=s—10<i<4,

0,

=

0,

—10u] + 4u} = 2,

—10uj + 4uy + 4uy = —1,

—10u} + 4uj = —8.

(12)

la résolution du systéme linéaire ou dessus donne la solution approchée du probléme (11)

qui donnée par

1,1 1\t 1 '
(ul,u2,u3) = 0,5,1 .

e LLa comparaison entre les deux solutions :

On a )
D’ou
(i, y1) (z1,91) | (w2, 51) | (w3,91)
solution approchée 0 0.5 1
solution exacte 0 0.5 1
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N’hésitez pas a me contacter pour me faire part de vos questions et vos remarques :
nasreddine.amroune@univ-msila.dz
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