Aggmd) Al sl Aoy il ad) Ay ) sgeand
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

‘!AS’J\ Ganll g A axlaill B0 39

UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF-M’SILA 81 Al - il gy daaa dadla
FACULTE DES SCIENCES _ P
DEPARTEMENT DE PHYSIQUE S W— V1] POV

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Notes de Cours du module
Fonction de La Variable Complexe

(Math 4)

Bounab Sabrina

Deuxiéme Année Licence Physique

Année Universitaire 2018/2019



Table des matieres

CHAPITREL : FONCHIONS HOIOMOIPRES ..ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e et b e e s ae e s e e e eeeeaaaaaaaaseeseessaanannnns 1
1.1 LE PIan COMPIEXE €.t ettt et e et e et e et e e ebe e et s ebessbessbesebesesbeseseseseseasesensesensesesseeeasenenns 1
1.2 Fonction d’une variable CoOmMPIEXE.........uiei ittt e e e ettt e e e e e e et te e e e e e setbtaeeeeesentsaseaaesanssssneaaeeannsees 2
1.2.1 Définition: On appelle fonction d’une variable complexe, une application de €C dans C ..............cccceeeeeeennnnnenn.. 2

0 10 V= OO P TP TOPP PP PRSPPI 2
1.2.3 CONTINUITE .ottt ettt e b e et e e e bt e sttt et e e e bt e s bt e e bee e b e e e beeaabeeebeeebeeebeeeaneeesbeeenbeeanns 3
NG Sfo T o Yot o] o IS0 5 Fo1 o' T T o] U= U UUUURN 3
0 701 =3 T 1 o o OO OO OO P PO PRTRPPTOPPTOTRRINt 3
1.3.2 Conditions de CauChy-RIEMANN ..o r e reeeeeeeeeeaeaeeeeessessnnnnnnnns 3
N TR B o T=To T =T 0o 1 T OO OO OO OO PP PRTRPPTOPRTOTRRINt 4
I oo Yoo uTo) o 1 m F= 1 g Lo a1 o [ U L= PSS UPPPPRNY 5

CHAPITRE 2 : FONCEIONS EIEMENTAINES ....ueeiitieitie ettt ettt ettt s b et e bt b e sttt e bt e e be e s bt e ebeesabeesbeeebeeeabeenn 7
N o TaVoruTo) oLl a o] gToT=d =] o 1o [V =TSR USUR 7
A oo Yq ot To) gLy d o Lo T a =T o u =Y | LU SURR 7
B alo T o[t o] I o V7 o T=T g oY [To [ =TSRRI 7
S oY VoruTo) o T N F=doT VoY na <1 1o [N LU UUUR 8
2.5 FONCLION LOGaritNmeE COMPIEXE....uiiiiiiiiiiiiiii e e e et e e e e e e e e e e s e e e s s s e asaaebeateraranraaereeeaeaaaaaens 9
2.6 FONCHION PUISSANCE ..eiiiiiiiiiiiiiii ittt e e s s b e e e e s s s bbb e e e s s s abae s e e s s e sanbaeee s 9
2.7 FONCLIONS trigONOMAIIIQUES INVEISES..ciiiiiiueiiieieeeiiiiieeeeeeeettreeeeeesittreeeeeesstareeeeseasnssaaeeeeassssaeeesesasnsseaeeesesnnnsenes 10
2.7 FONCLIONS NYPErDOliQUES INVEISES.....uiiiiiiiiiiieie ettt et e e e e st e e e e e et e e e e e e e ssbbeeeeeeesastaaeeeeesnnrenes 10
CHAPITRE 3 : Théoremes fondamentaux sur les fonctions holomorphes...........c..eevveeeiciiiiie e, 11
I VoY =0 | L o T Y1 [T={ o V=TSR UPUR 11
3.2 Intégration 1€ 1oNg d'UN ChEMIN ......uiiiiii e e e e e e e st e e e e e st ba e e e e e esasaaeeeeeesnnrens 11
I I I g T=To T g=Ta (oo [l OF: [N Tl o VAU SPPRR 13
3.4 Formules intégrales de CAUCNY .......uuiiii it e e e e e st e e e e st e e e e e e e asbbaeeeesesastaeeeeeesnnsenes 13
3.5 SEMIES ENTIBIES .ttt ettt et et e bt e bt e bt e e sb et e b et e bt e e b e e e bt e e be e e e be e e be e e ebe e e abe e e nnbeenaneenneeenne 15
3.6 ProloNgemeENnt @NalytiQUES ....ueiei it e ettt e e ettt e e e ettt e e e e e st e e e e e e s bbbaeee e e s anbrraeeaeaanrrtaeeeeeaartaaeeeeeannreees 17
A oY oY (Y o T=dU T 1= P PPR 17
R =T (e LI I TN [ =T o | O PP P PP PRRPPPRTRN 18

CHAPITRE 4 : Théoremes des résidus et applications au calcul d'intégrales..........oocvvvveeiiiciiiieeie e 21
4.1 ThEOrEmME @S RESIAUS .....eeeuiiiiiieeritt ettt ettt et e st e st e st e s bt e st e sate e e b e e sabeesabeesabeesabeesabeeenneeens 21
4.2 Applications du Théoreme des Résidus a des calculs d’ intégrales .......cccevvcuiieeeiiiiiiieeee e 23

4.2.1 Intégrales de fractions ratioNNEIIES. ......cuii i e e e e e e e e s aaba e e e e e e aaareaeee s 23
V0 By NN (Y= { - | (T W g T={o o[ s 1] d g Lo [V =TSP 27
4.2.3 Intégrales de fonctions MUIITOrMES .....coii i e e e e e e e e e s aaaeeeee s 28

By N o T[] (e [t oo Y0 Y o] 1= 0 g 1T 0 &SP 30



Ny A O <X To (U =T AT a1 PR 30

(O Y o B I AN o] o] [ Tor= Y o o [P PURRE 31
5.1 Equivalence entre Holomorphie et ANAIYELICITE ........uviiii i e e e e e e 31
5.2 ThEOremMe dU MaXiMUIM ..cuviiiiiiiiie ettt ettt ettt et e b e e e bt e b et e b e e smteesmneesmeeenmneesnneesmneennne 31
5.3 ThEOrEME de LIOUVIIIE.....eeiieeiieeee ettt et e sie e e sre e nne e e snee e saneenane 31
5.4 ThEOre€me d@ ROUCNE ......co ittt ettt e b e e b et s bt e be e e ne e e sbee e sbe e e aneeeaneeesmneenane 31
5.5 Calcul d’intégrales par [a méthode des RESIAUS .........eeiiiiiiiiiiiie e e e e e e s ree e e e e e s anrees 32

2T =] (=] g Lol T TR 35



Fonctions Holomorphes
S.Bounab

CHAPITRE1 : Fonctions Holomorphes

1.1 Le plan Complexe (
v On peut définir un nombre complexe z par la donnée de deux coordonnées réels:
z=(xy)=x+1iy oui = V-1 , i? = —1 avecx,y € R?
On appelle x la partie réelle de z et on note x = Re(z), tandis que y est la partie imaginaire de z et
onnote y = Im(z).
v Tout nombre complexe posséde un conjugue noté z : z = x — iy.
Propriéteés .
Soit z et z'deux nombres complexes, alorson a :
> z+4+ 2z = (x+x)+ily+y)
» z+4+Z=2Re(2)
» z—7=1i2Im(z)
z.z' =xx' —yy +i(x'y + xy")

>
> z.Z2=x*+y*= |z|?
> z' i z'z
z zZZ |z|?

Forme polaire des nombres complexes

Un nombre complexe peut étre aussi représenté dans un plan de type cartésien ou I’axe horizontal
mesure la valeur de x (I’axe des réels), et ’axe vertical mesure la valeur de y (I’axe des imaginaires).

On remarque qu’on peut remplacer le couple (x,y) par le couple (r,8) d’ou :

x =rcosf et y =rsinf

Avec r = \/x* + y* = |z|, et 0 est appelé I’argument ou I’amplitude de z.

Donc on peut récrire z sous la forme : z = r(cos6 + isinf) = re® = |z|e!*"97
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Cette derniére représentation est appelée la notation polaire, elle permet de calculer facilement toute
puissance, positive, négative ou fractionnelle d’un nombre complexe, ce qui conduit d’écrire les proprictes

suivantes :

. r
o 7.7 =1r'ei®+0)

! ! ’
z _ T_ei(e -0)

. —
r
&
o VZ=+Te'
° anrneme

1.2 Fonction d’une variable Complexe

1.2.1 Définition: On appelle fonction d’'une variable complexe, une application de € dans €
f:C—C
z— f(2)
Etant donné qu’on peut écrire le nombre complexe z comme z = x + iy, par consequent on peut écrire
aussi la fonction f(z)(qui est également un nombre complexe) comme :
f(@) = P(x,y) + iQ(x,y), ou Ref(z) = P(x,y) et Imf(z) = Q(x,y).
On est donc ramené a une application de R? dans R?, et ceci en posant ¢(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)).
Exemplel :
Lafonction f(2) = z2=x?— y?+ i2xy = P(x,y) = x’—y?et Q(x,y) = 2xy
1.2.2 Limite : Soit f(z) une fonction complexe & une variable complexe; on dit que f(z) admet une
limite
lenzy, = xy,+ iy, Si et seulement si:
Ve> 0,3n > O:telque |z-zyl <n=|f(2) -l <e

Et onnote limf(z) =1
Z—Zg

Posons alors I = a + ib ou a et b sont deux réels, alors :

lim f(z) =1l & ( lim P(x,y)=a et lim Q(xy) = b)
Z=2Zg (x¥)-(x0,Y0) (x,¥)=(x0,Y0)

On a aussi:
lim, ., f(z) =l o Ve>0,3JA>0telquelz| > A= |f(z) -l <e

lim,_, f(z) =0 & VA>0,In>0tel que |z —z,| < n=>|f(2)| <A
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elim, o, f(z) =0 ©VA>0,3B>0telque |z| > B=|f(2)| <A

1.2.3 Continuitée

On dit que la fonction f(z) est continue en z,, si elle admet une limite en z, et que cette limite vaut f(z,).

Propriéteés :
*si f(2) et g(z) sont continues en z, alors, f + g,f.g,f ° get 5 (g(zy) # 0) le sont aussi.

* f(z) continue en z, < P(x,y) et Q(x,y)sont aussi continues en (xq, yo).
1.3 Fonctions Holomorphes

1.3.1 Définition

Soit D une région dans le plan complexe et soit f(z) une fonction de D dans C On dit que f(z) est
f(2)—f(20)

holomorphe en zg si lim,_,, existe, et dans ce cas elle sera notéef'(z,).

Zo

f est holomorphe en z, < f est dérivable en z,.

La fonction est dite holomorphe dans D si elle est dérivable en chaque point z de D.

Propriétés :

e F+9) =f"+4¢

e f9) =1 .9+f49
e (fegd) =99

1.3.2 Conditions de Cauchy-Riemann

La fonction f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) est différentiable dans un domaine D du champ complexe C, si et
seulement si, les fonctions P(x,y) et Q(x,y) sont différentiables en tout point de D, et si leurs dérivées
vérifient les conditions de Cauchy-Riemann :

P 9Q
ax  dy
op_ _9Q (1)
ay 0x




Fonctions Holomorphes

1.3.3 Théoréme : La dérivée f'(z) donc en un point z quelconque est donnée par:
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0 0
@ =5 () +i5 ()

aQ 0P
a—v(xJ’) - la(x»)’)

Exemples :

> 1.f(z) = z*2

( 2 2 a_P_
VZEC: f(2) = (x + iy)> = (x* — y*) + 2ixy d’ou: ip(x'” =07 =y0

_ 9@
ax 2x = ady
=
Q(x,y) = 2xy i

et aussi
90 _ __or
ax Zy - dy
Donc on a les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, par conséquent f est dérivable, et
f'(z2) = 2x + 2iy = 2(x + iy) = 2z
=>VzeC: f'(2) = 2z

> 2.f(2) =

vzeC—{0}:f(2) =~

9P _ yiox* _ 9Q
_ P(xy) x%4y? ax  (+yHZ 9y
z x—=iy , )
=== d’ou et ) = et aussi
_ __ aQ 2xy aP
X, T 2442 - = = -
kQ( Y) Xty ox  (x2+y?)? ay
Donc on a les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, par conséquent f est dérivable, et
' _ yP-xPtizxy  xP-yPoizxy 0 (@2 1
F@ ="y = " Gny T T wr 2
=>VvzeC—{0}: f'(2) = —=
1.3.4 Propriétés
I. Remarquons qu’ona:
0 9] (P +i (P +i oP 0 9] opP
o 49 _ ( D, 9 Q)z(———Q)+i<—Q+—)=0
dx 0y 0x dy dx dy dx 0y
Une forme condensée des conditions de Cauchy-Riemann est:
0
V(x,y) € Q c R?: f

Of
aﬁ—l@—o

(@)
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Il.  Onaaussi: df(z) = EdzJ’Edz
. OFr _0fdx  0f9y
Comme : 9z 0x0z 0dyoz @)
z+Z 0x 1
X== _)u~:2
Et que 222 ay -1
Y= 9z 2i
En substituant ces dernieres relations dans(3) et en utilisant(2), on a: % =0
Finalement, f dérivable = df (z) = %dz = f'(2)dz
Donc, si f est dérivable, f(z) ne doit pas contenir de termes en z( aussi ni Rez = Zzi ni
Imfz = % i |z| =+/zZ). Alors on peut écrire les conditions de Cauchy-Riemann sous la forme :
0
=
0z
Exemple :
Soit la fonction f (z) définie par : f(z) = - — 2% Imz
: _l_ e (z=Ey_1_ 2,7z of 2
Onaalors.f(z)—z Z'(zi)_z 20 2i aZ__Zi;tO
D’ou la fonction f(z) n’est pas dérivable.
1.4 Fonctions Harmoniques
. e, . \ \ a’p a°p 9°p 0%Q 9*Q 9%Q
Si les dérivées partielles secondes de P et Q par rapport a x et a y( 972 3y2 35y E 3% ay2” axay)

existent et sont continues dans Q c R? dans R, alors on peut tirer des conditions de Cauchy- Riemann (1) :

o°p  0%P 9°Q . 9°Q
ﬁ+a—yz=0 etﬁ+a—yzz() @
Par conséquent, les parties réelles et imaginaires d'une fonction holomorphe vérifient I'équation de Laplace :
0’y oy 92 52
W"‘ 6y2=0 , ouA¥Y =0 avecA=ﬁ+a—y2

L'opérateur A est appelé le Laplacien.

Des fonctions telles que P (x, y) et Q (x,y) qui Vérifient I'équation de Laplace dans R sont appelée
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fonctions harmoniques et sont dites harmoniques dans R.
Théoréme : soit P une fonction harmonique de R? dans R, alors il existe une fonction f harmonique de C

dans C telle que Re(f) = P ou bien (Im(f) = P).
Exemple : Trouver une fonction f de C dans C telle que Re(f) = P(x,y) = cosxchy

Solution : le domaine de définition de P est R?, vérifiant que P est harmonique :

oP _ 0P

™ = —sinxchy = FP®) = —cosxchy (D
oP - P : 2
3y = cosxshy 377 = cosxchy (2)

Par addition de (1) et (2) on obtient% + g—y’: = 0 ce qui montre que P est harmonique, c'est-a-dire qu'il

existe une fonction f holomorphe telle que = P + iQ , les conditions de Cauchy- Riemann s’écrivent alors :

{a—P = 6_Q = —sinxchy (D
4 ox 0y

|a—P = _B_Q = cosxsh (2)
oy = " ox Y

De I’équation (1) on tire Q(x,y) = [ —sinxchy dy = Q(x,y) = —sinxshy + g(x)

=>6Q— hy + g’
o cosxshy g'(x)

Et de I’équation (2) g—z = —cosxshy = g'(x) = 0 alors g(x) = C*®
D’ou Q(x,y) = —sinxshy + C

Finalement on trouve :

f = cosxchy — isinxshy +ic
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CHAPITRE 2 : Fonctions Elémentaires
2.1Fonctions homographiques
Fonctions rationnelles : Une fonction rationnelle est une fonction complexe de la forme f(z) = % ou
P et Q sont deux polynémes avec Q(z) # 0.
Le cas particulier f (z) = Z:; ou ad — bc # 0 est appelée fonction homographique.
2.2Fonctions exponentielle
La fonction exponentielle est definie par :
L, N7 z z? Z3 zn
VzeC:e —ZE— 1+ﬂ+z+§+"'+m+"'
nz0
2.2.1Formule d’Euler :
Si on considére le cas ol z = iy avec y € R, alors e?” s’écrit sous une forme trés intéressante :
: (" (iy) | Gy)* | (y)? ("
iy — —
S TR T T AT
n=0
2 4 2n 3 5 2n+1
yoy y Y Y y y
=(1-—4+"—+ ..+ (=1 4+ (-1t ..
< TR @l >+l<1! TR @nt Dl >

Et en utilisant le développement en série entiére des fonctions sinus et cosinus, on obtient la fameuse

formule d’Euler d’ou : :
VyeER : eV =cosy+isiny

Donc la fonction exponentielle peut étre écrite comme :
e? = Xt = e¥*eW = e*cosy + ie*siny
D’ouon a Re(e?) = e*cosy = P(x,y) et Im(e?) =e*siny = Q(x,y)
On peut vérifier les conditions de Cauchy Riemann, et on trouve que la dérivée de la fonction

exponentielle est :

0 .
VzeC: (e?) =—+ i—Q = e*cosy + ie*siny = e*(cosy + isiny) = e*TV = eZ
Ox Ox y y y y

2.3 Fonctions Hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont définies par les relations suivantes :
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z -z

—e

e sinus hyperbolique : shz = £

e?+e™?

e cosinus hyperbolique :Vz € Cchz =

e tangente hyperbolique :Vz€ C z # i (g + kn) L thz = 22 = e

chz e?+e~%

z —Z
e cotangente hyperbolique :Vz€ C z # i (g + kn) cothz = & = £*¢

shz eZ—e~?

Les propriétés suivantes sont également vérifiées, en passant directement a 1’exponentielle :

vz € C: ch?’z —sh*z =1
ch(—z) = chz sh(—z) = —shz
ch(z + imr) = —chz sh(z + im) = —shz
ch (Z + lg) = ishz sh (z + lg) = ichz
» Les fonctions hyperboliques sont holomorphes et leurs dérivées sont données par :
(shz) =chz et (chz) =shz et (thz)' = —

2.4 Fonctions Trigonométriques

On peut définir les fonctions trigonométriques ou circulaires, en utilisant les fonctions exponentielles

et la formule d’Euler, de la maniére suivante :

e,iz + e—iz . eiz _ e—iz
cosz = — et sinz = o
sinz  e¥ —e7i s cosz (e + %)
th:COSZ:i(eiZ+€_iZ) Z¢§+kﬂ,’ et COth:sinz = oz _g-z z#n+kn

Les fonctions trigonométriques et les fonctions hyperboliques sont liées par les relations suivantes

sin(iz) = ishz sh(iz) = isinz cos(iz) = chz ch(iz) = cosz
tg(iz) = ithz th(iz) = itgz cotg(iz) = —icothz cohth(iz) = cotgz
Remarque :

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore vérifiées dans le cas complexe,
par exemple : Vz € C: sin?z + cos?z =1
sin(z + z') = sinzcosz' + coszsinz'

cos(z + z') = coszcosz' = sinzsinz' ... etc.
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Par contre pour z € C, on peut avoir |sinz| > 1 ou|cosz| > 1

2.5 Fonction Logarithme complexe

On appelle détermination du logarithme de z un nombre complexe t tel que t = logz < z = et

définie par :

Vz # 0 Logz = In|z| + iargz

= In|z| + iArgz + i2nk kecC

On remarque que Logz est une fonction multiforme (cette fonction possede une infinité de déterminations).
Le nombre In|z| + iArgz (—m < Argz < m)s’appelle souvent La détermination principale de logz.
La fonction est définie comme I’inverse de la fonction exponentielle et.

Exemples :

> Log(i) = Inli| + iarg (i) = In1 + i(; + 27k), alors La détermination principale de log (i) est i ~.
» Log(1+i)=In|1+i|+iarg(1+i) = %an + i(g + 2mk),
Donc La détermination principale de log (1 + i) est%lnz + i%.

2.6 Fonction Puissance

C’est une fonction complexe de la forme f(z) = z% ou a € C, et définie comme :

f(Z) = 7% = eaLogz

Nous pouvons définir f ()9 = e9(#)Logf(z) En général de telles fonctions sont multiformes.

Exemple :

. L I . T T
j—l = g—ilogi — e—L(ln|l|+Larg(L)) —e l(l(2+27tk)) — ez+27tk

Alors La détermination principale dei~ est e2
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2.7 Fonctions trigonométriques inverses

Siz = sintalorst = arc sin z est appelée la fonction inverse de sin z ou arc sinus de z. De la méme
facon on peut définir d'autres fonctions trigonométriques inverses arcos z,arctg z, etc. Ces fonctions qui

sont multiformes peuvent étre exprimées au moyen de la fonction logarithme

arc sin z = %Log (iz ++1—2%) arc cos z = %Log (Z +/z% — 1)

; —1L (1+iz> ; —1L <z+i)
arc gZ_Zi 0og T arccgz—zl_ 0og P

2.7 Fonctions hyperboliques inverses
Si z = sht alors t = arg sh z est appelée la fonction inverse de sinus hyperboliques. De la méme
facon on peut définir d'autres fonctions inverses des fonctions hyperboliques argch z, argth z, etc. Ces

fonctions qui sont multiformes peuvent étre exprimées au moyen de la fonction logarithme

argshZ=Log(z+\/zz+1) argch z = Log (Z+ 22—1)

1+Z>

Z+1>
1—2z

1
ohz = L1og
argcoth z 09\ ;=7

1
argthz=—Log< >

2
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CHAPITRE 3 : Théoremes fondamentaux sur les fonctions holomorphes

3.1 Intégrale curviligne
Définition 1 : Soit Q un ouvert de C. Un chemin y est une fonction continue d’un intervalle [a, b] dans
C. [a,b] — Q
yit—y(®) =z(@) =x(© +iy®)

Imz

z,=z(b)

140,

z =z(a)

Re z

> Lorsque t décrit [a, b], le point y(t)décrit une trajectoire y([a, b] dans le plan C.
v(a) est appelé ’origine du chemin et y(b) son extrémité.
> On dit qu’un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme, c’est-a -dire il n’a pas de points
doubles.
Exemples :
e Sile chemin y est un segment de droite d’origine le point a et d’extrémité le point b alors
z=y(t)=a+ (b —-a)t et 0<t<1
e Sile chemin y est un cercle de centre z, et de rayon r alors :

z=y(t) =z +re't et 0<t<2m

Définition 2 : On appelle contour ou lacet un chemin fermé, c’est-a -dire que son origine se confond

avec son extrémité, et vérifie y(a) = y(b).

3.2 Intégration le long d’'un chemin

Définition 3: On appelle intégrale de f le long d’un chemin y le nombre complexe :

b
[ r@az = | s @a
y a
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Propriétés .

e Siy” désigne le chemin opposé de , c’est-a —dire orienté de b vers a alors :

Jf(z)dz = —J f(z)dz
v 14

e Sifesttelle que |f(z)|] < M pour tout z € y([a, b]) alors :
Jf(z)dz < flf(z)|.|dz| SMfIdzI = ML
Y Y 14

L : est la longueur du chemin y(L = fy |dz|)

e Siyest la juxtaposition de deux chemins y;ety, alors :

f f(z)dz = ff(z)dz+ ff(z)dz
" 2

Y=v1UY2

e Si le chemin est fermé et orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (Sens

positif) on note gﬁy f(2)dz.

Exemple : calculer fy dz ,ou y est le triangle joignant 1 +i,1 —iet—1+1i

Soit/=[, dz=[ dz+[ dz+[ dz

Avec : y, est le segmentde droite 1 +ia 1 —i

1
> z=y,t)=1+1i—-2itet y; ==2idt =1, = jdz=f—2idt=—2i
Y1 0

Ety, estle segmentdedroite 1 —ia — 1+
> z=y,t)=1—-i+2(—Dtet y; =20 —1)dt

1
=1, = fdz=f2(i—1)dt=2(i—1)
Y2 0
Et y; est le segment de droite —1 +ia 1+

= z=y3(t) =—-1+i+2tet y; =2dt

1

V3 0
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Donc par conséquent | = fy dz = fn dz + fyz dz + fys dz=-2i+2i—2+2=0

3.3 Théoreme de Cauchy

Soit y une courbe simple fermée. Si f(z) est une fonction holomorphe dans un domaine Q limité par
la courbe y et sur la courbe y, alors on a le théoreme de Cauchy :

ff(z)dz= jg f(z)dz=0
Y 14

Proposition :

Si f(z) est une fonction holomorphe a I’intérieur et sur la frontiére limité par deux courbes fermées y; et y,,

alorsona: _<ﬁy1 f(z)dz = giyz f(z)dz=0 Y1

Imz

Re z

3.4 Formules intégrales de Cauchy

Théoréme 1 : Si f(z) est une fonction holomorphe dans un domaine Q limité par la courbe y et sur la
courbe y, et si z, est un point intérieure au domaine, alors :

2mi Y z-Zp

“ flzo) =—¢ L2ay )

Ou y est parcourue dans le sens positif (sens inverse des aiguilles d’une montre).

Démonstration : posons

f(z) — f(z) -
9(2) = —Z_ZO Si z # z,
f'(zo) siz =z,

f(2) est holomorphe dans y d’ou g(z) est holomorphe dans y, alors :
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2mi Y (z—zp)™H?

f(@) = f(20) f(2) f(zo) dz
fg(Z)dZ—()(:) Z——Z()dz_(){:) Z—ZOdZ_fZ—ZOdZ_f(ZO)iZ—ZO
Y Y Y Y Y
Pour calculer I’intégrale gﬁy Zd—i, on suppose un cercle C de rayon r et de centre z, a I’intérieure de y
—40
Imz
dz dz
45)’ z—z9 JC z—z
Avec z—zy=re' t €[0,2m] c
dz iret , f(2 ]
Z—2, " Tt dt = 2mi = % Py dz = 2mif (zo)
Y
Re z
Théoreme 2 :
Par la suite de la relation (1), la dérivée nieme de f(z) au point z, est donnée par ne, alors :
“ F®(20) = 5=, Loz (1

On appelle ces deux relations (1) et (11) les formules intégrales de Cauchy.

Exemples :Calculer §, == dz o C est le cercle définie comme :

73

1) |z-2|=2
2) |z—4|=1
Solution :

1) Pour le cercle |z — 2| = 2,0nz, = % = E — 2| < 2 = z, est a I'intérieure de C , donc on utilise
s Lz sinz (T _ P .
la formule intégrale Cauchy $. P dz = 2mif (E) = 2mising = 2mi

(f (z) = sinz est holomorphe).
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sinz
est

P
2

2) Pour le cercle |z—4| =1, on z, = % = E— 4| > 1= z, est a ’extérieur de , done

sinz
~dz=0

holomorphe dans C, alors on utilise le théoréeme de Cauchy ¢
2

3.5 Séries Entieres
3.5.1 Définition : On appelle série entiére en z — z,, d’une variable complexe z, une série de la forme

suivante : Yr% a,(z — z,)"peut définir un nombre complexe z par la d

3.5.2 Rayon de convergence : On définit le rayon de convergence de la série entiere, comme le

nombre R tel que >+ a, (z — z¢)™ converge si |z — zg| < R et diverge si |z — zy| > R. Pour |z — zy| =R

la série peut étre convergé ou divergé.

On peut obtenir le rayon de convergence par :

e Le critére de d’Alembert :R = lim,,_, |aa_n
n+1

Le critére de Cauchy : R = lim,,_,, —

Remarque : Les deux propositions préceédentes sont basées sur 1’existence des limites. Mais si ces

limites n’existent pas cela ne signifie pas que le rayon de convergence n’existera pas, dans ce cas on fait
appel a d’autres critéres de convergence des séries.

Notation : On note D(z,,R)= {z € Ctel que |z — zy| <R, R > 0}
D(zy,R) est appelé disque ouvert de centre z, et de rayon R.

D(zo,R)={z € Ctel que |z —z4] <R, R > 0}
D(z,,R) est appelé disque fermé de centre z, et de rayon R

Exemple : La série Y,;%, —(Z;i,)

;- (z-i)" . .
= 2, alors la série Y7, S converge pour |z —i| <2, qui

2n+1
21’1

= lim,

Ona:R =lim, e |a—"
an+1
représente le disque de centre (0.1) et de rayon R = 2.

Pour |z —i| = 2 = z — i = 2e'9 =la série devienne Y15, ™. C’est une série divergente car :

lim U, = lime™® = +00 £ 0
n—oo n—->oo
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La série converge dans le disque ouvert de centre i(0,1) et de rayon 2.

3.5.3 Propriétés des séries entiéres :

Soit Y+ %, an(z — o)™ une série entiere de rayon de convergence R(# 0), alors :

o Elle est dérivable dans tout ouvert connexe situé a I’intérieur du disque de convergence, et
sa dérivé est Y+ % na, (z — zo)" !
o Elle peut étre intégrée terme a terme sur toute courbe C située entiérement a I’intérieur du

disque de convergence.

3.3.4 Développement d'une fonction en séries entieres

Soient D © Cun domaine contenant le disque D(zy, R) et f une fonction holomorphe f: D — C. On dit
que f admet un développement en série entiére au voisinage de z, si et seulement si il existe une suite de

coefficients complexes (a,)n € Ntelleque: Vz € |z—zy| <R f(2) =X} S an(z — zo)™
On dit aussi que f est analytique en z,.
Propriétés :

e Soit f: D c C — C développable en série entiere sur D. Alors f est indéfiniment dérivable et

f ™(zp)

n!

pourtoutn € N, f™ (z,) existeeta , =

e Si le développement en série entiere de f existe, il est unique.

n) .
o Lasérie >} %, f—(z") (z — zy)™ est appelée la série de Taylor de f en z,.

3.5.5 Développement de quelques fonctions usuelles :

e VZEC: e?= ;{foﬁ
__13\n
e Vze(C:sinz=Y;5(-1) (2n+1)'
. _ __1)\n
e VzeC:cosz=7,;2(-1) (Zn)'
1
° |z <1: == Yneoz"
o |zl <1:——=3tR(-1)"z"

Juny
+
N
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3.6 Prolongement analytiques
Soit la fonction f(z) = i définie pour z # 1. Cette fonction, holomorphe au voisinage de tout point

z # 1,dans C\{1}. Et Soit

9(2) =22"

nz1

qui définit une fonction holomorphe dans le disque D de centre O et de rayon 1. Pour |z| < 1,g(z) =
f(2). On dit alors que f(z) est le prolongement analytique dans C\{1} de la fonction g(z). Plus
généralement, si f(z) est une fonction holomorphe dans un ouvert U du plan complexe et g(z) est une
fonction holomorphe dans un ouvert V' du plan complexe, telles que I’intersection de U et de V ne soit pas

vide, et que
f(z) = g(z),pourtoutz € U NV

alors, g(z) est le prolongement analytique de f(z) dans V — (U n V). De méme, f(z)est le
prolongement analytique de g(z) dansU — (U n V).

3.7 Points Singuliers
Un point singulier d’une fonction f est une valeur de z pour laquelle f(z) n’est pas holomorphe.
Si f(z) est holomorphe partout dans un domaine excepté en un point intérieur z,, on dit que z = z, est un

point singulier isolé, ou une singularité isolée de f(z). Il y en a de différents types de singularité.

1
(z=1)

Exemple :si f(z) = alors z = 1 est un point singulier isolé de f(z).

3.7.1 Pédles
. _ d(2)
SHF@ =52

Zy ,et si n est un entier positif , alors z, est appelé un pole d’ordre n.

avec ®d(z,) # 0, ou ®(z)est holomorphe partout dans un domaine contenant z =

n

e Sin =1 le pble est souvent appelé un pole simple.
e Sin = 2 lepble est appelé un pble double, etc...
Exemples :

1. Lafonction f(z) = a deux singularités : un pdle d’ordre 2 (double) en z; = 2,

-z
(z—2)2(z+1)

et un péle simpleen z, = —1
2z+1 2Z+1
72+1  (z+i)(z—i

2. Lafonction f(z) = ;@ deux pbles simplesenz, =ietenz, = —i

3.7.2 Singularité apparente
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On dit que le point zyest une singularité apparente (ou bien une fausse-singularite) si

lim,_,, f(z) existe.

Exemple : la fonction f(z) = % a une fausse singularité en z, = 0 ; puisque lim,_ % =1

3.7.3 Singularité essentielle : Si f (z) est uniforme alors toute singularité qui n'est ni un pole ni une

singularité apparente est appelée une singularité essentielle.

Exemple : la fonction f(z) = ez a un point singulier essentielleen z =0

3.8 Série de Laurent

Soit f(z) une fonction holomorphe en tout point a I’intérieur et sur un cercle (y)de centre z,, sauf en
un point z = z,, ou elle posséde un pole en ce point, alors [(z — z,)™f(z)] est analytique en tout point

a I’intérieur et sur un cercle (y)et posseéde un développement en série de Taylor autour de z = z,, de

sorte que :
A_n A-n+1 A—n+2 a—q 2
= ot ———4ag+a,(z—z) + —
N A e e A PP TR
+ ......... + an(z — Zo)n + .........
Cette série s’appelle la série de Laurent de f(z)
La partie (ag + a,(z — zp) + ay(z — zg)% + -+ -+ - + a,(z —zg)" 4 oo )

s’appelle la parie analytique de la série de Laurent, et le reste de la série constitué de puissance
négativesen (z — zy) :

A_n A—n+1 A—n+2 .t a—q
(z—2z)" (z—2z))" ' (z2—2zp)"? (z — zp)!

S’appelle la partie Principale.

En générale on appelle une série de Laurent une série de puissance positive et négative ; telle que :

4+ oo

f@= ) an@=z)"

n=-—oo

Remarque : la série de Laurent d’une fonctionf(z), permet I’identification de type de

singularité situé en z = z,, alors si :

e La partie principale a un nombre infini de termes, alors z = zyest dit un point singulier
essentiel
e La partie principale a un nombre fini de termes, et que a_, # 0 tandis que (a_,_; =

a_n_, = 0) alors le point singulier z = zyest un pole d’ordre n.

Exemples :
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1
1. f(z) =ez= 1 +2 ~tooto st - la partie principale est infinie alors la fonction

21z2 © 31z3
partie analytique partie pricipale

1
f(z) = ez aun point singulier essentiel en z, = 0

2. g(2) = enzo=1;0nposez—1=t=2z=1+t

ez
(z-1)*
eZ et+1 e t2 t3

— — — __,t
g(z)—(z_l)z— 3 —tze 2 1+t+2|+3|+

e e e et
=—+-t—+=+-

t2 t 2! 3!
e e e(z — 1)
= + + —_—
-1 -1 3!
Partie principale Partie analytique

La partie principale est finie (a_; = 0) alors la fonction g(z) = 0 :)2 a un péle double en
ZO = 1
3. h(z) = pros +1) (a deux pdles simplesenz; = 0et z, = —1);
e enz; =0, ona—l— 1—Z+—'——+

1 72 Z3 1 z Zz?
h@)==(1-z4+= -+ | =14+ -+
Z 2! 3! !

Z Z
—1+§—§+

Partieprincipale Partie analytique

{N |-
N

La partie principale est finie (a_, = 0) alors la fonction h(z) =

1 A .
prrey a un pole simple en

21:0
e enz,=-1

onposez+1l=t=z=t—1
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L S.Bounab

t(t-1)

h(z) = tona—=1+t+t2+t3+t 4+ S h(O) =—c[1+t+t2+t

1
=—?—1—t—t2—t3—t4+---

1
= - —1-(Z+1D-(CZ+1)?-(z+1)3.....
(z+1) : .
—_—— Partie analytique
Partieprincipale

1
z(z+1)

La partie principale est finie (a_, = 0) alors la fonction h(z) = a un pble simple en

Zz=_1
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CHAPITRE 4 : Théoremes des résidus et applications au calcul d'intégrales

4.1 Théoreme des Résidus

4.1.1 Définition : Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine D, excepté en un point ou f(z) a
un pole en z, et si C est une courbe simple fermée dans D entourant z,, on appelle alors Résidu de f(z) en

z, le coefficient a_,du développement de Laurent de f(z) au voisinage de z,.

Ce nombre est noté : Res(f,zp) = a_1 ||

e? e e
(z-12 ~ (z-1)2 ' (z-1)

Exemple : la fonction f(z) = + g 1.

= Res(f,1)=a_;=e

4.1.2 Calcul des Résidus
En pratique, il n’est pas toujours facile d’évaluer le coefficient a_; de la série de Laurent, dans plusieurs cas

il est possible de calculer ce résidu sans avoir a expliciter cette série. Il est donné par la formule suivante :

Res(f,20) = a_y = lim, ., == 2 (2 = 20)"f ()] ()

Ou n est I’ordre du pole. En particulier si le pole est simple (n = 1) le calcul des résidus devient simple

et il se réduiten :

Res(f, ZO) =a = limzezo[(z - ZO)f(Z)]-

Exemples :

1. Reprenons I’exemple h(z) = , calculons Res(h, 0) et Res(h, —1)

1
z(z+1)

1
Res(h,0) = lim[(2)h(z)] = lim [z-l-_l] =1

1
=-1

Res(h,—1) = lim [(z + Dh(2)] = lim |-

2. Calculons le résidu au point z = 0 de la fonction f(z) = 5
(Z—%) Cc0SZ
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d m\2 T sinz _ 1
Res(f 0) - hmZ—’_d [(Z B Z) f(Z)] - hmZ_)‘ [cosz E coszz - 2
3. Calculons le résidu au point z = i de la fonction g(z) = (Zcz‘flz)g
1 d* [ cosz
_ 13 — im =
Res(gl ) hm 2| d T2 [(Z I‘) f(Z)] hm 2' d [(Z _ 1)3]

Remarque : la formule (1) est intéressante seulement quand l’ordre est de 2a 3 a la limite. Si [’ordre est

4 ou plus, mieux utiliser la série de Laurent.

8
Exemple 4. Calculons le résidu au point z = 0 de la fonction f(z) = zsl(Zz) (z =0 est un pole
d’ordre 5)
Directement on utilise la série de Laurent de f(z) au voisinage de z = 0
) = 1+2z% 1428 . Z+Z2 Z3+Z4+ i 1)nz"_}_
fz _225(1+£)_ 225 272 3o 2n
2

_ (1 3 _z z_ =z nZ_ .
= (i) [1-245 -S4+ ot (Do 4]

1

Alors Res(f,0) = a_; = 5

Exemple 5. Calculons le résidu au point z = 0 de la fonction f(z) = z sinzg

— E +o0o 2
f(2) = zsin? = =z 1ocoszz\_z 1— (—1)“(2_11)“
d 2 2 NCOIR:
n=

_ 2 _ g0 D" (z_n)Z“ _ z(z_nz _mt an )
T2 (1 Zn:O ! \ z T2\ 22 3z4 T 4576 T
alors z = 0 est un point singulier essentiel d’ou Res(f,0) = a_; = m*

4.1.3 Théoreme des Résidus

Si f(z) est analytique dans un domaine D, excepté en un pdle d’ordre n en z = z, alors on peut

écrire f(z) sous la forme suivante :

f(Z) — A-n+1 — A-n+2 — ...+a—1+a0+a1(z ZO)+""'
( —z )” (z—2z9)"  (z—2z))" (z = 2)
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En intégrant cette formule sur une courbe simple fermée C dans D entourant z; ; et en utilisant le fait

que:

3g dz :{0 sin#1
(z—zy)® Lmi sin=1
c

Il s’ensuit que §. f(z)dz = 2mia_,

Théoreme : Si f(z) est analytique a l'intérieur et sur une frontiere C d’'un domaine D,
sauf en un nombre fini de poles (a,b,c,..) a lintérieur de C, ayant des

résidus (a_4,b_4,c_4, ...) respectivement, alors

f f(z)dz =2mi(a_y+b_1+c_1+-)
c

Remarque : le théoreme et les formules de Cauchy sont des cas particuliers de ce résultat que I'on

appelle le théoréme des résidus.

4.2 Applications du Théoreme des Résidus a des calculs d’intégrales

4.2.1 Intégrales de fractions rationnelles (de type fj: f(x)dx)

On considere gﬁc f(z)dz le long d’un contour C constitué d’un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x)

et d'un demi-cercle I, centré a l'origine, situé au-dessus de I'axe réel, de rayon R assez grand.

jg f(z)dz = }Rf(x)dx + f f(z)dz = Zniz Res(f, a;)
c -R r J

VA
() o

\Za
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En suite on fait tendre la limite R - +oo.

D’ou
ff; f(2)dz = f f(x)dx + Rl_iHloof f(z)dz = ZHiZ Res(f,a;)
c —0 r ]

Le théoreme des résidus permet de calculer de nombreuses intégrales, Cependant, pour mener

a bien les calculs il est indispensable de connaitre le comportement de I' lorsque R = +o0. En utilisant

le Lemme de Jordan :

Si f est continue sur un cercle de centre z,, de rayon R et si la limite de [(z - z,) * f(z)] est nulle lorsque

R tend vers l'infini, alors l'intégrale sur tout arc de ce cercle est nulle.

alors

Jm [ f@a=0= | FGdx = 2mi ). Res(f,a)
r —o0 J

2
Exemple1 : Calculer I'intégrale I = f0+°o(xz_|_xl)%

+00 x%dx

. . _1 xrax
Ona f(x)= une fonction paire = [ = > f_oo D x2+9)

X
(x2+1)(x2+9)

2
en appliquant le théoreme des résidus, on choisit le contour C constitué

Posons f(Z) = (Zz-l-lim

d’un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I, centré a I'origine, situé au-dessus de

I’'axe réel,

$. f(Ddz = [T fF)dx+ [, f(2)dz = 2mi¥; Res(f,q)

On fait limgp_i0 =

Jm [ f@az=0= | FGdx = 2mi ). Res(f,a)
r —0 J
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2

Z Py .
f(z) = (22+1)(2219) a 4 poles simples :

en zy=1; 2, =—1;2z3=3ietz,=-3i , seuls z; =ietzz; =30 ont des parties

imaginaires positives (Z;et Z3 € C([-R,+R] + IN),Alors :

2

" x
_[o (x2+1)(x%2+9) a

x = 2mi(res(f,i) + res(f, 3i)

Ona

res(f,i) = lim(z —1).f(2) = %6

—3i
res(f,3i) = Zli_)rgli(z —3i).f(z) = T3
+ o0
f x? e = i ( i Si) T
= x=2mi|———|=—
J 2+ 1)(x*+9) 16 16/ 4
Par la suite on obtient :
+o0
I J x? d T
= | = X =—
) BT+ D +9) " T
e L, 4+ dx
Exemple2 : Calculer I'intégrale I = [__ P
On consideére la fonction f(z) = L et en appliquant le théoréme des résidus, on choisit le contour C

7241
composé d’'un intervalle [—R, R] de I'axe des réels (x) et d'un demi-cercle I, centré a I'origine, situé au-

dessus de 'axe réel,

$. f(2)dz = fj;f(x)dx + [ f(2)dz =2mi}; Res(f,a;)

On fait limgz_, 0, =

Jdim [ f@az=0= [ fedr=2m) Res(f,a)
r —o0 J

f(z) = (Zzl+ 5 2 poles simples :
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en z; =1; Zy, =—Ii seul z; =i a une partie imaginaire positive (z; =i € C([=R, +R] +

[M),Alors :

+00 1
f mdx = 2mi(res(f, 1))

Ona

1

res(f,)) =lim(z —1).f(2) =

[ ey =(2)-
= (x2+1) x = 2mi Zi—n

Exemple3 : Calculer l'intégrale | = f_-l_;o xif;jfz

iz

L
On consideére la fonction f(z) = zz+ez—z+2 et en appliquant le théoreme des résidus, on choisit le

contour € composé d’'un intervalle [—R,R] de l'axe des réels (x) et d'un demi-cercle T, centré a

'origine, situé au-dessus de I'axe réel,

$. f(2)dz = f:ff(x)dx + [ f(2)dz =2miy; Res(f,a;)

On fait limpoyw =
+o0
Jim f F()dz=0= f Fl0)dx = zmz Res(f, a;)
r —o0 J

eiz . .
f(z) = 2515 2 2 poles simples :

en z; =—1+4+1i; z;,=—1—1 ce dernier est rejeté seul z; = —1+4+1i a une partie

imaginaire positive (z; € C([—R, +R] + I),Alors:

+o0 eix
_f mdx = Zm(res(f, -1+ l))

Ona
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-1-i

e
res(f,—1+1i) =lim(z+1-1i).f(z2) = —
Z-10 20
+ 00 . )
= ————dx = 2mi =me " t'=me “(cos1l —isinl
f X2+ 2x+ 2 < 2 > ( )
On déduit alors :
+o0 .
f sinx | gng
———dx = —me *sin
X2 4+2x+2
Et
+00
f coSX p o
————dx =me ' cos
X2 +2x+2

4.2.2 Intégrales trigonométriques (de type foz i g(cos0,sin0)do)

Soit g une fonction rationnelle de cos6 et sinf, si on pose z = e'® 6 € [0,2r] etz ' =e~® alors
on peut écrire :
el +e 0  z4z71 el —e70 7571

> = > et sinf = T = 2

cosO =
dz = ie'?df = do = %

Par conséquent I'intégrale donnée est équivalent a :

j 1 [(z+z! z-2z71 dy — 2 'ZR
Zig > , Y Z = 2mi ' es(f,aj)

|z|=1 j

2T
j g(cosH,sin6)do =
0

N 1 z+z71  z-z71 1 sles de 1a f . . lle de f . N
Ou f(z)—;g( AT )et a; sont les poles de la fraction rationnelle de f(z) qui sont a

I'intérieur du cercle |z] = 1.

2T cos20

Exemple : calculer I'intégrale fo 5 +30050
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. -1 2 -2
On pose z = ef cosf = 2= et cos20 =2 +z
2T 21
j cos20 46 1 722 4+ 772 :
_ " dqe=| = 2
5 + 3cos0 iz z+z1
soit f(z) = @) cette fonction a un pole double en z; = 0 et deux pdles simples
z2(3z2+10z+3)’ 1
-1 1 Ve g
enz, = — etzz = —3,seulsz; =0etz, = — 3 sont ) I'intérieur du cercle |z| = 1, alors en

appliquant le théoreme des résidus on obtient :

2 2
s _fn D =2 | (Res(f.0) + Restr. )
5+3cos® ) z2(3z2+ 10z + 3) 2= 2mi|Res{f,0) + Res(f, = 2)
0 0
D’ou
d( —i(z*+1) 20
Res(f,0) = lZli%E((3ZZ +10z + 3)) T 18
1y . (—i(z*+1)\ 41
Res<f"§)‘£‘£%<m)—@
Alors:
2m 2T
j cos20 _f —i(z*+ 1) iy
5+3cos® ) z2(3z2+10z+ 3) 2= 18
0 0

4.2.3 Intégrales de fonctions multiformes

+o00  Inx
Exemple:: |, e
. . (Inz)? . ,
On considere la fonction (Z) = D)3 et soit le contour C composé de: [r,R]UTR U[R,r] UT, avec
zZ

[y et I} sont des cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement
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IR

En appliquant le théoreme des résidus, on obtient :
+R r
; f(2)dz = j f(2)dz + f f(2)dz + J f(2)dz + j f(2)dz = zmz Res(f, a;)
C T Tr R Ty j
on fait les limites R —» +o et r = 0, on obtient par la suite :
lim J f(z)dz=0 et lim ] f(z)dz =10
r—0 R—-+o0
Ty I'r

On a aussi: le long de [r,R] Inz = Inx ainsi que le long du chemin [R,r]lnz = Inx + i2m, on peut

écrire alors :

+R T +00
Inx + i2m)?
[ reas= et [ ferae = [ EEEZ 0
r R 0
I (Inx)? s (Inx + i2m)?
f f(Z)dZ = f (x+—1)3dx - (X+—1)3dx = ZﬂiZReS(f, aj)
C 0 0 J
' (Inx)? " (Inx)? " (i2m)? " 4iInxm ,
Ofmd"‘of md"‘of mdx‘of mdxﬂmZRes(ﬂaﬂ

Par la suite

+00 o
412 ;dx — 4mi ln—xdx =2mi ) Res(f,a;)
(x+1)3 (x+1)3 - "
0 0
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(Inz)?
(z+1)3

Comme La fonction f(z) = aun pole triple en z; = —1 al'intérieur de contour C, alors:

2

1 d
res(f,—1) = Ezlirfllﬁ(z +1).f(z)=1-in

Par la suite on obtient :
+00 +o
5 1 ] Inx . .
4 mdx — 4mi md% = 271'l(1 - lTL’)
0 0

Ce qui donne finalement :

(T

jld_l
x+1p3 72
0

+00
f Inx dx = 1

G+D3 7T 72
\0

4.2.4 Formule des compléments

Nous définissons la fonction gamma pour Re{z) > O par:

I(2) = [ t* e tdt (1)
» On en déduit la formule de récurrence :
N(z+1)=2zI'(z) Ou T'(1) =1 @)
» Si z est un entier positif (2) devient
IT(m+1)=nxn—-1)X ........x1=n! (3)

Ce qui montre que la fonction gamma est une généralisation de la factorielle. Pour cette raison la fonction

gamma est aussi appelée fonction factorielle et est notée z ! plutét que I'(z + 1), on pose alors

4.2.4 Résidu a I'infini
Soit f une fonction holomorphe sur le plan complexe et soit g la fonction définie par (z) = f G) .

On dit que f a un pdle en I’infini si g a un pble en 0 et que f a une singularité essentielle a I’infini si g a une

singularité essentielle en 0. On appelle résidu a I’infini de f la quantité

Res(f,») = Res (—leg(z),O)




Applications

CHAPITRES: Applications

5.1 Equivalence entre Holomorphie et Analyticité
Définition : Soit f: Q@ — C une fonction a variables complexes ; ou ( est un ouvert de C. On dit que
f est analytique sur Q, si pour tout point z, € Q il existe un disque ouvert D(z,, 1) < Q tel que f(2)
s>’ecrit comme une série entiereen (z — zy) :  f(2) = X} an(z — zo)™.
Propriétés :

o Sif(z) =Y} %an(z—12z0)" est convergente sur D(z,,7), alors elle est analytique et
holomorphe. Sa dérivée est f'(z) = ¥+ na,(z — zo)™ 1 est convergente sur D(z,,7),par
conséquent f(z) est indéfiniment dérivable sur Q. Autrement dit une fonction analytique est
holomorphe.

_ M@ 1 /()
 Alorsona:a,=—== Egﬁy (z—20)"*"

dz, par conséquent la série entiére est la série de

Taylor en z,. Elle est donc déterminée uniquement par f au voisinage de z, est donnée par :

fII(Z)
2!

f(Z) = f(Zo) +f,(ZO)(Z — ZO) + (z — 20)2 4o, +

Exemples :

+o0 2"

e Lafonction f(z) = e” est analytique sur C: e* = X%, "

e Lafonction f(z) = |z|? n’est pas analytique sur C : |z|?n’est pas holomorphe.

5.2 Théoreme du Maximum
Si f () est analytique a l'intérieur d'une courbe fermée simple C, et sur C, si de plus

f (2) n'est pas constante alors le maximum de |f ( z )] est atteint sur C.

5.3 Théoréme de Liouville

Supposons que quel que soit z dans le plan complexe, la fonction f (z) vérifiée les deux conditions :
1. f (2) est analytique
2. f (z)estbornée, c'est-a-dire |f (z)| < M ou M désigne une constante.

Alors f (z) est constante.

5.4 Théoréme de Rouché
Si f (z) et g (z) sontanalytiques dans et sur une courbe fermée simple C, etsi|g (z)| <|f (z)] sur C,

alorsf (z) + g (z)etf (z) ontle méme nombre de zéros a l'intérieur de C.
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5.5 Calcul d’intégrales par la méthode des Résidus
Intégrale diverses sur des contours particuliers :

+o0  sinx
Exemple 1: fO m

iz

On considére la fonction f(z) = D qui a 3 pdles simplesen z; =1i; z, = —ietz3 =0, ce

dernier z3 = 0 est sur le chemin d’intégrale, on ne peut pas intégrer sur un chemin passant par un

point singulier; en modifiant le contour comme C composé de: [r,R]UTR U[-R,—r]UT,; avec

[y et I} sont des demi-cercles centrés a l'origine de rayons R et r respectivement, situés au-dessus

de l'axe réel,

Y

En appliquant le théoreme des résidus, on obtient :

+R .y
j f(z)dz = J f(x)dx + F{ f(2)dz + _L flx)dx +1jr f(2)dz = ZNiZRes(f, a;)

Pour l'intégrale f__er(x)dx , on fait le changement de variable x = —x:

. R —ix
e
l f(x)dx = _j—x(xz Y dx
Par la suite
r r [ e — e~ix [ sinx
f f(x)dx + J. f(x)dx=f2—dx = 2if2—dx
A x(x4+ 1) x(x¢+1)

r

On fait la limiteder —» 0 et R — oo d’ou Rlirp fFR f(z2)dz=0
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o

Pour calculer I'intégrale fr f(2)dz onpose = re'®; dz = ire'®d@ , on obtient par la suite:
r

ereie 0
T . 6 _ . —
j f(z)dz = ¥1_r)r(1) reie(rzeize R iret?do = f ido = —in
'y T

Par la suite on obtient :

R

2'f Sinx dx = im + 2 'ZR (f,a)
——dx = es\f,a;
[ X(X2+1) in i j y

r

Avec z; = i est a l'intérieur de notre contour C, alors

R

z-f SINX__ v = i + 2miRes(f, )
i X(X2+1) X = Iim miRes(f,1i

r

iz -1

NP s e
Res(f, i) =lim(z —0).f(2) = lzlirl-‘z(z i

R
sinx T
————dx=—-(1-e?

f x(x2 +1) 2 ¢ )
r

Exemple2: [ © 2% dx

p "0 x2+44
. : (nz2)? AT . .
On considére la fonction (z) = 2., duia deux pdles simples en 2i et en —2i
z

0?2 (n2+i%)
res(f,20) = lim (Inz)? _ (in(20)) _ ( n2 +i 2)

5% 7 + 20 4i 4i
2 .31 2
2 = 1im (12 _ (n(-20)°  (m2+i%)
rest/, 20 = M i T T W 4i

En appliquant le théoreme des résidus, on obtient :

26 f(z)dz = rj f(z)dz + F{ f(z)dz + Rf f(z)dz +l:[ f(z)dz = Zm'ZRes(f, a]-)
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on fait les limites R = 4+o0 et r — 0, on obtient par la suite :

lim f f(z)dz=0 et lim ff(z)dz =0
r—0 R—+o00
I'r I'r

On a aussi: le long de [r,R] Inz = Inx ainsi que le long du chemin [R,r]lnz = Inx + i27, on peut

écrire alors:

+R

r

+o00

ng f(z)dz =

0

+ o0

f (Inx)? p

X
X2+ 4

r +00

(Inx + i2m)?

jf(z)dz= et jf(z)dz=—J de
0

R

+00
f (Inx + i2m)?

) dx = 2m’(Res(f,2i) + Res(f, —Zi))

0

400

1 l
4712[ o 4dx - 47Tif x;:i}dx = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, —2i))

0

Par la suite

+o00

0

400

N 1 _ Inx (2% — 2inin2 .
4 x2+4dx—4m 7 dx =2mi|———— | =n° —in“ln2

0

Par la suite on obtient :

+4 4i

0

( t®

jld_n
2+a™ Ty

+o00

f Inx 4 _nan
Z+4 T g

\0
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