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Chapitre 1

Fonctions Spéciales

1.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1.1 On appelle fonction Gamma la fonction définie par
+oo
I(z) = / £l tdt, (2 € C, Re(z) > 0).
0

avec 771 = elz=1)Int,

Exemple 1.1.1 1. T'(1) = [[" e tdt = 1.

2.T(3) = 0+°° t3-le—tdt = 0+OO t—se tdt = 2f0+oo e " dr = \/7. (Posant le changement

de variable t = 72).

Lemme 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R*, (resp. holomor-

phe sur le demi plan z € C, Re(z) > 0) et
+o00
Vk € N*,Vz € R* (resp. z € C, Re(z) > 0); T® (2) = / (Int)" >~ e tdt.
0

Lemme 1.1.2 Pour tout z € C, Re(z) >0, n€ N, on a




1.1. Fonction Gamma d’Euler

Preuve.

1. Représentons I' (z 4+ 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par parties :
+oo Yoo +o0
IF'(z+1) = / tretdt = [—t7e”"] T + z/ t* e tdt
0 0
= z2I'(2)

2. 11 suffit d’appliquons 1 pour z =n — 1.

(2n)!
4nn!

3

. par récurrence sur n € N.

3. Nous allons démontrer la formule I (n + %) =

—Pourn:(),onaF(O—F%):(0)!*/)E:\/ﬁ

40001

- Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n. C-a-d que supposons

que I’ ((n —-1)+ %) = %ﬁ)—m, est vérifie. Alors

o) - (- 2
_ (2n—1 (2n —2)I/7 :2_n(2n—1) (2n —2)I\/7
( 2 ) 401 (n — 1)1 2n 2 401D (n —1)!
(2n)!V/m

4nn)

Donc la formule est vérifiée pour n. m

Remarque 1.1.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non en-

tiers par la formule T (z) = F(ZZH)

(=3,-1),... etc.

, et la transition d’un intervalle & un autre (—1,0), (=2,—1),

La fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

1
Exemple 1.1.2 1. T'(—3) = o _2;1) = Ffi) = 27
2 2
r(-2+1 r(-1 _om =
2.1 (~3) = (_23” (_32) = 2fE o

e Le graphe de la fonction I' d’Euler



1.1. Fonction Gamma d’Euler
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Le Graphe de la fonction I' d’Euler

J

X L

Proposition 1.1.1 Pour tout p > 0, on a

' nln?
F(p):nkrfoop(p+ D(p+2)....... (p+n)

Preuve. Considérons la fonction

f(n,p) = /0" (1 - %)nmp_ldaj,

on peut facilement voir que

lim f(n,p) =T (p).

n—-+00

D’une autre part, par 'intégration par parties on obtient

" n n gP]" 1 [ n—1
f(n.p) = / (1—£> 2Py = [(1—£> x_} +_/ (1_f> dx
0 n n Plog PJo n
1 n n—1
= —/ (1—§> xPdx.
P Jo n
Encore fois, en intégrant par parties
1 [m n—1 1 n P17 —1 n n—2
fon) = o[ (1-2) xpdx:—Rl—E) v } PG [ (- e
P Jo n p n/ p+ll, npp+1)J n

0
n(n—-1) [" x\"2

-~ 7 1—-Z= P+l 7.,
nzp(p—l—l)/o ( n) o da




1.2. La fonction Beta

Apres 'intégration par parties n fois, on obtient

. _ nn—1)..[n—(n-1)] [" oz n*nxp (n=1) g
f(n.p) nnp<p+1>...[p+<n—1>1/o<1 o) e

n! {x"*p}n
 onp(p+1) . p+rmn—1] |n+p 0
nlnP

pp+1)..(n+p)

par conséquent

i nln?
F(p):ngrfoop(p—l—l)@—k?) ....... (p+n)

1.2 La fonction Beta

Définition 1.2.1 La fonction de Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par

1
B(p.q) = / #-1(1— )" dt, (p,q € C, Re(p) >0, Re(q) > 0).
0

Pour tout p,q € C, avec Re (p) > 0, Re(q) > 0, on a

I'(p)T (q)

Blp.o) = L'(p+q)

Soit D = (0, 4+00) x (0,4+00), on a

+o0o +oo
F(pTe) = ( / xp‘le‘xdx) ( / yq‘le‘ydy>
0 0
= //:L‘p_lyq_le_(”y)dxdy,
D

En utilisant un changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées

u=x+y T =uv
V= y=u(l-v) 7
et
8(1:,3/): v Y =—uv—u(l—v)=—u




1.3. Fonction de Mittag-Leftter

. / \ 2
De meme que le domaine D' correspondant & D dans les cordonnées u, v est
/

D ={(u,v)/u>0,0<v<1}.

Alors

//xp_lyq_le_(”y)dxdy = //(uv)p1 (u(1l =) e™ |—u| dudv
D D'
= //up+q_1vp_l (1—0)" " e “dudv

D
+o00 1
—_ _ -1 —
= / / uPT P (1 —0)7 e “dudv
o Jo

+oo 1
= (/ up+q_1e_”du) / P (1 =) d
0 0

= I'(p+q)B(p,q),

par conséquent
I'(p)I (q)

Blp.a) = I'(p+q)

1.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.3.1 La fonction de Mittag-Leffter est définie par

400 k
xXr
Ea = /7. 1\ >07
(%) kz_:or(akﬂ) “

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par
k

+oo
xz
Ea,ﬁ(ﬂf) :§m, 04,6>0

Exemple 1.3.1 1.

& [L’k o :L’k
El (.’ﬂ) = E171 (l’) — ="
“— L'k+1) — k!
2.
R :L‘k o l‘k
By (x) = Eyy (z) = % TR ; i cosh /7.



1.3. Fonction de Mittag-Leftter

3.
+oo k +oo k +oo k+1
T T 1 T 1
2 (@) Zor(k+2) g(kﬁ-{—l)! x%(lﬁ—l)! G
+ + + +
Xz Xk 1 o=  zht? 1
13 () kzr(lc—i—?)) Z(k:+2)! xQZ(k:—i-Z)! (e 7)
=0 k=0 k=0
Théoréme 1.3.1 Poura=neN, AeR, ona
(L)" B, (\a™) = \E,, (\z")
(%)n 2PE, 5 (Ax™) = AP LE, (M),
Proposition 1.3.1 Pour a,3 >0, AeR, on a
5B
LI[tP T Eyg (\)] (s) = U 0, [As¥| < 1.
80[ J—

Preuve. Gréice a la définition de transformée de Laplace, on a

+o00
L[tPEqy 5 (At)] (s) :/O P E, 5 (M) e dt

+o00 +00 a\k
_ B—1 ()\t ) —st
- /0 DI @hip)°

k=0
+oo k 400
A
— tak+571678tdt’
> et

posons le changement de variable st = 7, on obtient

L[P Eap (X)) (s) = f—/\ks_ak_ﬁ /+OO Tk BT gt
’ =0 r (Oék + 6) 0
X Negmok—B

= ;mf(ak+ﬁ)

+o0o
= Y (),
k=0

et pour [As®| < 1,ona > 2 (As™)F = =, donc

L[tPEy 5 (A)] (s)



