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Chapitre 2

Eléments de calcul fractionnaire

2.1 Intégrale de Rimann-Liouville

Fonctions définies sur [a, b].
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b].

Notons par (IC{Jr f ) la primitive de f qui s’annule en « :

Vt € [a,b]; (I;Jrf) (t) = /tf(T) dr

L’itération de (I;+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini,

@ ) = (@es)o(@ha) = [ t ( / s dT) du

- /:(/:du)f(r)dr
- /at(t—T)f(T)dT.

Soit n € N*. En notant (I;Jr f )n la niéme itération de (I;Jr f ), une récurrence directe montre

que ,
1
1 n _ . n—1
(IaJrf) (t) == m/@ (t T) f (7') dT.
Si on note g = (I;Jr f )n , g est donc 'unique fonction vérifiant

VO<k<n—1,g®(a)=0, ¢ =f

L’égalité g™ = f justifie la définition suivante :



2.1. Intégrale de Rimann-Liouville

Définition 2.1.1 Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’'on note (I;er),

est définie par
n _ 1 ! . n—1
TN O = gy [ =TT )

Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I'(n 4+ 1) = n!, ¥n € N, qui permet de généraliser la définition 2.1.1 de la

maniére suivante :

Définition 2.1.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0 de

f est définie par

we et (Z2 )0 = o [ =7

De méme maniére on définit [intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre

a >0 de f, par

we et @0 =5 [ -0 ()

Fonctions définies sur RTet R.

Il est naturel d’étendre la définition 2.1.2 aux axes R et R. Notons ces opérateurs

(T 1) et (131) :
Ve R (T (1) = (a)/< () dr.

Vi e Ry (I% Fa/ f(r)dr.

Proposition 2.1.1 Pour a >0, >0, on a

1. (;& (t—a)6_1> (t) = %(t—a)”‘“.
2, (Ia (b— 1) 1) () = %(b—wa*ﬁ—l.



2.1. Intégrale de Rimann-Liouville

Preuve.
1.
(22 (=0 (1) = r(%/ (t— 1) 0)?~1 dr, posons T —a — s (t — a)
_ %/ (t—a)—s(t—a)* " (s(t—a)’ " (t — a) ds
= ﬁ( t—a)*™ 1/0 P11 — ) s
— g - B @), Bl =

(a)
_ P(ﬁ) —a at+B-1
 T(a+p) (t=a) '

2. Meéme idée (le chengement de variable est b — 7 =s(b—1t)). ®

Théoréme 2.1.1 Si f € L' ([a,b]), alors I%, [ existe pour tout o« > 0 et I f € L' ([a,b]).
Proposition 2.1.2 Soit « >0, 3> 0, et f € L' ([a,b]) . Alors
IngIerf = If+zg+ = I:jﬁ-

Preuve.

T8I0 f (1) = ﬁ [t (5 [ o= ) ar

- // (t—71)" (r—9)"" f(s)dsdr,

_ s t—TalT s)P Ydrds
B F(a)r(ﬁ)/af<)/s<t A ) drds, T=0t—9s)u+s, u:0—1

1 t t
= —/ f(s)(t—s) a+’8_1/ (1 —w)* "’ Yduds,

_ / F6) (5 B o 8) duds, |3 (0,5) =

changement de ’ordre

d’intégration

— I=s — dr
U= 3= du = t—s

(t — s)*P 1 ds

F(a)F(ﬁ) a+ﬁ / I s
_ t —8)*P7 £ () ds
- ww/@@ )5 £ () d

= I%7°f(1).



2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.1.1 Soit « >0, f € L'([0,0]), b> 0.

Alors la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Iy, f est
L(Z5.f)(s) = s *L(f) ()
Preuve. On écrire I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Z¢, f comme convolu-
tion de deux fonction g (t) = ﬁta_l et f(t), C-a-d

@ f) () = ﬁ / (t— 1) f (r)dr

(g )ero
= g(O)*f (1)

Alors

LIS f)(s) = L(g=f)(s)
= L(g)(s) x L(f)(s)
_ g(r%)t) (5) x £(f) (5)

(
= s L) (s).

2.2 Deérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette parties
les définitions de Riemann-Liouville, Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov qui sont

les plus utilisées.

2.2.1 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [a] la partie entiére de « : [a] est I'unique entier vérifiant (o] < a < [a]+1.
Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique % = C‘l’l—; o, I}, on peut définir
une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

d — i Oa It]_fa.

dte — dt
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2.2. Dérivées fractionnaire

Plus généralement, si « > 0, et n = [a] + 1, on peut poser :

" dr
= — o, I/

dte — din

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 2.2.1 Soit o« > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o de f est définie par :

a\" 1 a [t a1
t b, DLf(t)=|(— I f(t) = ——— t—7)" " dr.
welatl, Df ()= () 0TI 0 = poras g | G- ()
De plus, on a vu que la définition 2.2.1 d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le

raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 2.2.2 Soit o« > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a droite d’ordre o de f est définie par :

Vt € [a,b], Dy-f(t) = (_i) o L'f (1) = [‘<—1)n d

b
m%/t (r—t)" " f(r)dr.

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

Définition 2.2.3 Soit a« > 0, et n = [a] 4+ 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & gauche

d’ordre o de f est définie par :

Vi e R, DS (1) = (%) o TV F (1) = F(; - / (t— )"0 £ (7) dr.

n—a)d" |

De plus, on a vu que la définition 2.2.3 d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le

raisonnement précédent conduit donc & la définition suivante :

Définition 2.2.4 Soit a > 0, et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Liowville & droite

d’ordre v de f est définie par :

vt R, Df (t) = (—%) oI"f (1) = %%/t R or

11



2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.1 1. Poura =0, n=1l.onaDo% f(t)=4L (I f)=f(1).

t

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

e 4 DRFO=DLO=E10
Dy f(t) = D2f (1) = (~1)" e f (1)

Proposition 2.2.1 Pour a >0, >0, on a

L(Pn-a’) ) - Fé@L)@—@ﬁaﬁ
2.@@@_w”j@)= Ng@mw—ﬂﬁaﬁ

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)’ ", d’apres la définition 2.2.1 et proposition 2.1.1 on a

et

(%) (t—a)n7°‘+f3—1 = (n—aJrB—1>(n—a+5—2)..(n—a+ﬁ_1_(n_1)>(t_a)fa+571

= n—a+f-Dn-a+f-2)..(8-a)(t—a) "
et d’autre coté

'n—a+p) = m—a+B-1)T'n—a+p—-1), T'(x+1)=al ()
= n—a+p-1)n—a+B-2)T(n—a+p-2)
= m—a+pf-1)(n—a+p-2)..(8—a)[(8—a).

donc

PEN0) = ool (= a+ B 1(n-at§-2) . (3 -a)(t- 0"
_ (n—oz—0—6—1)(n—a+ﬁ—2)...(6—a)F(ﬁ) (t_a)ﬂ—oz—l
m—a+p-1)n—a+p—-2)...(—a)[(8—a)
— F(B) (t—a)ﬁ_a_l,

I'(5—a)

2. De méme maniére. m
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2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.2 Pour \=0(8—-1, a=0 on a

(D5 ) (1) = ot (m—a+ AN (n—a+A=1) .. A+1—a)t™
= A (@A) n—1—(a=A)...(1—(a=N\)t**

T(n—atAt+l)
IO+ o ,
F()\(fZJr)l)t)\ , st a—Xé¢{1,2,...,n} \e
0, si a—Ae{l,2,...,n} ’

Sia—Ae{l,2,...,n}=a—-A=m=>A=a—-m, me{1,2,..,n} C-a-d

(Dgt*™) (t) =0, m € {1,2,...,n}

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur I'interversion des compositions dans la formule de définition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.2.5 Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche

d’ordre o de f est définie par :

d 1

Vt € [a? b]? CD(?-F f(t) :I:Jr_a o (E) f(t) = m/ (t—’i')niail f(n) (7') dT.

Définissons aussi son analogue & droite.

Définition 2.2.6 Soit o > 0, et n = o] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre v de f est définie par :

Vt € [a,b], D f(t) =1 o (_i)n ft) = F(—_1)”) /t (r—t)" " f™ (r)dr.

(n—«

Remarque 2.2.3 Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux

dérivées classique :

“Dy. f(t)
“Dy-f (t)

700 () = £ (@)

Vn € N,
(=1)" (f™ (1) = f™ (b))

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par

limite inférieure.

13



2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.2.1 Soita« € Rt =N etn=[a]+1. 5i f € AC"([a,b]), alors presque partout

lim ODL f() = [ ()

a—n-—

lim Dy f(t) = (=1)"f™ (1)

a—n-—

Proposition 2.2.2 Pour a >0, >0, on a

1.(Cpgmt—af*ﬁ(o = LB et g

I'(6— )
2.@@;@-ﬂ”j@): Ng@ww—ﬂW“Rﬁ>n

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)”™", dapres la définition et proposition on a

(CDZ‘Jrf) (t) = I %o (%) ft) = F(nl— o) / (t — 7-)”_0‘—1 f(”) (1) dr.

et

(%)n(t—a)ﬁ—l = (6_ 1) (5_ 2) (ﬁ -1 - (n_ 1)) (t— a>5_1_n
= B-1)(B-2)...(6-—n)t—a)’""

d’ou

(‘D f) (1) = (B-DB=2)..(6-n) /t (t—7)" """ (r—a)’ " 'dr, posons T —a=s(t—a)

['(n— )
_ (ﬁ — 1) (ﬁ — 2) (6 — TL) —a B—a—1 ! . n—a—1 S’B_n_l s
- e = [ d
_ B-1)(B-2)..(8—n) O B —a B —n
= T(n — a) (t—a) B ( ,8—n)
B(n—a,f—n)= Ln ;(%)E(f)_ n)

(ﬁ - 1) (ﬁ - 2) (ﬂ _ n) F(n _ CY)F(@ - n) (t . a)/)’fafl
I'(n—a)l'(f - a)

F(B) —a—1 .
= TG — o) (t— @)B .puisque (B—1)(8—2)...(8—n)T(B—n)=T(5).

2. De méme maniére. =
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2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.4 Pour \=03—-1, a=0 on a

(C'Dg+t)\) (t) — AA=1D)(A=2)..(A=(n—1))T(A—(n— 1))t>\ a

F'(A—a+1)

L(A+1) t)\ a
F(A—a+1)

0,

St

St

A ¢ {0,1,

2,..,n—1}

Aef0,1,2,..,n—1}

(“Dgt™) (t) =0, m€{0,1,2,....,n — 1}

Théoréme 2.2.1 Soient o > 0 et n = [a]

(“D2f) (1) = [
presque pour tout t € [a,b].

Preuve. On a par définition

+ 1.
Si f :|a,b] = R, si f posséde (n — 1) dérivées en a et (Dg&f) existe. Alors

En utilisant l'intégration par partie

9(r) = () - L L (r—a)

(t_T)nfozfl
W

on obtient :

g (t) = /F(n—__a)

15

n—1

k=0

t(t—T)n a— 7_ _n—l f(k) (a
/a I'(n — «) [f( ) c~ Kk
77— i 250~ o)
(t—7)"
T(n—a+1)
<« /) (a)
Z 1 (T —a)"| dr
k=0 )
Pt-m)" d
I'(n—a+1)dr (7)dr
d
79 (t)

(k)
f t_&kr

, A > —1.




2.2. Dérivées fractionnaire

De méme facon pour n-fois,

d'fL

TR lg @] = T sa ()

= LT g

- moed [f ) - o) a)k]

- T, g 5 I <t—a>k] —o

alors
o, f(t)_::: f<k;!(a) (t_a>k] — (%)nzg—a [f(t)_::; f<k;‘(a) (t—@)k]

- (&) T
= (4) mmiw
= I;Za%f(w

Corollaire 2.2.1 Soientt a > 0, n = [o] + 1 et (D% f), (“D2f) (t) sont existent, on

suppose que f*) (a) =0 pour k =0,1,...,n — 1.Alors

(“Dg ) (1) = (D5 /) (1)

2.2.3 Dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov

Cette définition se base sur 'obtention de dérivées par différences finies.

Soit f: R — R, pour h >0 on a :

16



2.2. Dérivées fractionnaire

et la dérivée seconde :

£ = e [F0-1w-n
— | @Oy =8~ 20
= i [ (0) 2 (6= ) + £ (1 21)].

Plus généralement, la dérivée n'®™° de f et donnée par :

n

£ ) = ma ST (1 O (- k), (1.1)
o 0 n! ~nn—=1)..(n—(k—=1))
G = El'(n—k)! k! '

Il est possible d’étendre C}' a k > n, en posant C}' = 0.

La formule (1.1) devient alors

o0

£ = m s ST~ o (e — k).

La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant pour
a€RT—N et keN,
o Tla+)
PTTR+ )T (a—k+1)
Notons cette fois que Cff # 0 méme si k > n,

Définition 2.2.7 Soit o > 0, La dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov a gauche

d’ordre v de f est définie par :

Vit € R, YLD f(t) = lim - i (=) Cef (¢t — kh).

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 2.2.8 Soit a > 0, La dérivée fractionnaire de Grimwald-Letnikov & droite

d’ordre o de f est définie par :

1 [e.e]
R, 4D f(t) =lim— » (-1)"Cy .
viER, DY f (1) = fmpT > (1) Cif (¢ + kh)
La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numeérique évident. Si h est assez
petit, I'évaluation discréte de 7= > po g (—=1)" Cof (t — kh) permet d’approximer la dérivée

fractionnaire (de Liouville) sur R.

17



2.2. Dérivées fractionnaire

2.2.4 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés des
dérivées et intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de l'intégrale du méme ordre
donne l’identité, la dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée,
I'intégration par parties reste valable et les opérateurs fractionnaires se conjuguent trés bien
avec les transformées de Fourier et Laplace. Cette derniére propriété est omniprésente dans
de nombreux domaines d’applications présents dans la section précédente.

Linéarité

La différentiation et l'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

D (Af(t) + ng(t)) = AD* f(t) + uDg(t),

pour n’importe quelle approche de dérivation.

Compositions entre opérateurs

Proposition 2.2.3 Soit « >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € Ly (la.b]), (1 <p<o0),, alors

(DTS f) (1) = f (1), et (DRI f) (1) = [ (1),
2. Sia>pB, etf(t)eL,(ab]), (1<p<oo), alors
(Pl zer) 0 = (220 @), et (DLTf) () = (T7F) (1),
3. 81 f(t)e C([a,b]), q=|a+ B]+1, alors
(DeDlf) () = (D7F) (1), et (DD £) (1)
4 Sif(t) € Ly ([a,b]), (Z'5°f) € AC™([a,b]), alors

n n—a r\ (n—k) a
@z = 103 G g

= () ()
MNa—k+1)

(Ds7r) ),

(Ly-Dy-f) (1) = [(t) - (b—t)*",

En particulier si 0 < o < 1

(T2 D)) = f(1),
(T “Dy- f) (1) = f(1),

18



2.2. Dérivées fractionnaire

Proposition 2.2.4 Soit a« >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € C([a,b]), q¢=[a+ B]+1, alors

(“Pz DL 1) () = (D F) 1), et (“Dg D) £) () = (D F) ().

2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC™([a,b]), alors

n—1 (k) a .
@ oon o = ro-Y o,

(T DN = O - ——
En particulier s1 0 < a < 1

(T2, D2 f)(t) = f(t)— fl(a),
(T D ) (1) = f(t)—f(b),

Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs
fractionnaires mais la encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitable-
ment les opérateurs a droite. Dans [8] apparait une formule d’intégration par parties, mais
elle requiert plusieurs conditions. Nous préférons donner ici une version simplifiée avec des

conditions explicites que nous avons trouvé dans [35].

Corollaire 2.2.2 Soit « > 0 et n € N tels quen — 1 < a < n. Soit f(t) € C"([a,b]), et
g (t) € C™([a,b]), et Alors

/f ) D2, g (1 /D”‘ £) dt
/f )Dy-g (t /DZ@f

Transformée de Fourier
La transformée de Fourier d’une fonction f € L!'(R) peut-étre définie par
+o0

Ve eR, FIfI(§) = f(t)e "t

19



2.2. Dérivées fractionnaire

Soit n € N. Si f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre n sont intégrables, alors
F[f™] () = ()" F£1(€)
Ce résultat se généralise aux opérateurs fractionnaires définis sur R.

Lemme 2.2.2 S0it0 < a <1, f€ LY(R) et DY "f € L'(R), 1 <k <n. Alors
FZ2f] (&) = (£i&)* F[f](€)
Corollaire 2.2.3 Soit a >0 et n = [a] + 1, et f € L'(R). Alors
F [DLF] (&) = (i) F[f1(€)
Preuve. D’aprés le lemme 2.2.2,

F [T f] (§) = (i) " F[f] (&)

Comme pour tout 1 < k < n, %Iﬁ‘o‘f = Dktenf ¢ [Y(R). Alors

FoiO = F|mn] e s mese
G (i) F (A1)

= (+i)" F[f1(S).

De méme pour tout 1 < k < n, i—iIf*af = (—1)f Do f € LY(R), donc

FP)© = F |V ] = e £ ©
= () (i) F L))

= (i) F[f1(£).
Transformée de Laplace

On dit qu’une fonction réelle f : Rt — R est a croissance sous-exponentielle si

JA >0, 3sp €R, Tty >0, VEt >t ; |f (1) < e

20



2.2. Dérivées fractionnaire

Si f € C™*(R™), est a croissance sous-exponentielle, rappelons que sa transformée de Laplace

est définie par
+00

Vs > so, L[f](s) = i f(t)estdt

Pour n € N, si f € C"(R™), est a croissance sous-exponentielle, alors

—_

n—

Vs > sg, L [f(”)] (s) =s"L[f](s)— gk (k) (0). (2.1)

0

il

L’extension au cas fractionnaire s’effectue cette fois avec les opérateurs fractionnaires a

supports minorés par 0.
Lemme 2.2.3 Soit « > 0 et f € L*(RT), est a croissance sous-exponentielle. Alors
Vs > so, LIT3f)(s) = s LLf] (5).

Proposition 2.2.5 Soit « > 0 et n = [a] + 1, et f € C"(RT), est a croissance sous-

exponentielle. Alors

1.
Vs > so, L[DGf](s) = s“Lf](s) = Y s (zg ) (0).
2. ) -
Vs > so, L[9D5f] (s) = s"LIf](s) =D _s"*()*(0).
k=0
Preuve.

1. On applique (2.1) a (I" O‘f) puis on utilise le lemme 2.2.3 :

LIS = £| T af} (5) = "L [Zgf] () = 3 (@)™ (0)

-1

3

— Snsafnﬁ s k—1 In af) ( )
k=0
= L) = Y)Y ().
k=0
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2.2. Dérivées fractionnaire

2. De méme on applique le lemme 2.2.3 & f™| puis on utilise (2.1) :

clmf ) = £l ]( )= s L[] ()
= %" [ 5” k=1 p(k)
k=0

[y

3

= s"L[f](s) = Y_s* "1 FP(0).

0

i

Remarque 2.2.5 On remarquera l’absence de généralisation pour la dérivée du produit et
de la composition de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique passent

effectivement mal au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et méme avec des

restrictions sur les fonctions :

D*(fg) # (D*f) g+ f (Dg)
Do (fg) £ (D”f)ggf(D“g)
Da

(fog)#(Df)(g9) .9
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