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Chapitre 3

Equations Différentielles

Fractionnaires

Dans cette chapitra on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre & des problémes aux
conditions initiales (problémes de Cauchy). On commence par donner une définition d’une

équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :
Définition 3.0.9 Soita >0, a ¢ N, n=[a]+1et f: ACR?* > R, alors :

Dy (1) = [ (ty (1)), (3.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville.

De la méme maniére
DRy () = 6y (1), (3.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo.

3.1 Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-

Liouville

On commence par I’équation homogene de type Riemann-Liouville.
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Lemme 3.1.1 Soit a > 0. Si nous supposons que u € C(0,1) N L(0,1), alors ’quation

différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville:
Dyru(t) =0, 0<t<1, (3.5)
admet une solution unique
w(t) = Cit" ' 4 Cot® 2 4o 4 Cpt™™,
ou Cp, €R, avec m =1,2,...,n.

Preuve.

Soit v > 0. D’apres la Remarque 2.2.2, on a:
D t* ™™ =0, avec m=12,...,n.
Alors 'équation différentielle fractionnaire (3.5) , admet une solution particuliére, comme
u(t) = Cpt*™™, avec m=1,2,...,n. (3.6)

ou C,, € R.
Donc la solution générale de (3.5), donné comme une somme des solutions particuliéres
(3.6), C.-a-d.

w(t) = Ot 4 Cot™ 2 4 oo 4 Ot ™,

ouC,, e Riavecm=1,2,....n. =
Lemme 3.1.2 Supposons que
uweC(0,1)NL(0,1), e¢ DgueC(0,1)NL(0,1).

Alors:
DS u (t) = u(t) + Ot + Cot® 2 4 oo Cpt™ "™ (3.7)

ou Cp, €R, avec m =1,2,...,n.
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Preuve.

Soit o > 0. Pour tout v € C'(0,1) N L (0,1) (Proposition 2.2.3) on a

o o B “ (Zy tu) (0)
I8 DS (t) _quo—g;rm_k+nt k
@GO, @) O, (T,
T (o) Fa-1 © " tra—n+1)’

= () -

(- u-)(©)

o € R, pour chaque m = 1,2,...,n, on trouve 1’égalité (3.7).

On pose C,,, = —

Lemme 3.1.3 Soit1 <a <2, etyec C([0,1]).

Alors lunique solution de prebléme aux limites

D0+u()+y()—0 O<t<l

: (3.8)
u(0) =u(l) =
est donné par: 1
u(t) = / G (t,5)y (s)ds,
0
tel que:
[t(1—s)]* "1 —(t—s)* 1 si 0<s<t<l1.
G (ts) = S0 &
pA=—s)]*"" st 0<t<s<L1
I(a) 7
Preuve.

En appliquant Z§; , sur I’équation (3.8) on obtient:
T3, [Dgeu(t) + (0] = 0 T Dhu (1) + Ty () = .
D’apres le Lemme 3.1.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2), on a:
oD (t) = u(t) + Cit* 4+ Cot® 2, C1,Cy € R,

donc

u(t) + Ot + Cot* 2 + I8y (t) = 0,

ce qui imlique

u(t)=—Igy (t) — Cit* ' — Cot* 2,
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.8), donne par:

1

u(t) = T /0 (t—5)* Ty (s)ds — Cytt — Cyt™2, (3.10)

Les condition aux limites implique que:

=—0-0-lim Cot2 = Oy =0,
=~ o =9y ds = O = Cri=—gig Jy (1) y(s)ds,

U 0 = 0
u 0 = 0 o)

L’équation intégro-différentielle (3.10) , équivalente a:

w(t) = —ﬁ/o (t—s)aly(s)ds~l—lfa(_a>/0 (1— )%y (s)ds
1 t a1 a—1 t a1
_ —m/o (t— ) y(s)ds—i—F(a)/O (1= )% 'y (s)ds
tafl 1 a1
+F(oz)/t (1—9)"""y(s)ds
- [t (1 $) T —(t— S)ail] y(s)ds+ ! /t (1—5)""y(s)ds

La preuve est complet. m
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

3.2 Equation différentielle fractionnaire de type Ca-
puto

On commence par I’équation homogene de type Caputo.

Lemme 3.2.1 Soit « > 0. Si nous supposons que u € C' (0,1) N L(0,1), alors ’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo:
“Dgy u(t) =0, (3.11)
admet une solution unique
u(t) =Co+ Cit + Cot® + -+ + Cp 1" 1.
ou C,, € R, avece m =0,1,2,...,n— 1.

Preuve.

Soit v > 0. D’aprés la Remarque 2.2.4, on a:
CD8‘+tm:0, pour m=20,1,2,...,n—1.

Alors I’équation différentielle fractionnaire (3.11), admet une solution particuliére, comme
u(t) = Cpt™, pour m=20,1,2,...,n— 1. (3.12)

ou Cy, € R.
Donc la solution générale de (3.11), donné comme une somme des solutions particuliéres
(3.12), C.-a-d.

u(t) =Co+ Cit + Cot? 4 -+ + Cy 1" 1.

Lemme 3.2.2 Supposons que u € C™([0,1]). Alors:
T8 DY u(t) = u(t) + Co+ COut + Cot® + -+ + Cp "L (3.13)

ou Cp, € R, avee m =0,1,2,...,n— 1.
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Preuve.

Soit o > 0. Pour tout u € C™ ([0, 1]) (Proposition 2.2.4) on a

nl 0
o oD% u(t) = u()— 3 g

" (0) u(n 1) (0)
= u(t)— |u(0)+u (0)¢ 4 ¢t
u (t) [u()—i— (0)t+ 5 Ut +(n—1)'
On pose C,, = —% € R, pour chaque m = 0,1,2,...,n — 1, on trouve facilement
I'égalité (3.13). m
Lemme 3.2.3 Soit 1 <a <2, ety e C([0,1]).
Alors l'unique solution de prebléeme aux limites
“Dyu(t) =y (), 0<t<1 (3.14)
w(0) +u/ (0) =0, u(l)+u (1) =0
est donné par: )
:/ G (t,s)y(s)ds
0
tel que:
(A-t)(1=9)* "4 (t=s)*"t | (A-t(1-9)*"2 .
+ st 0<s<t<1,
(@) + T (a=T) st 0<t<s<1
Preuve.

En appliquant Z§, , sur I’équation (3.14) on obtient:
o [CDgeu(t) = y (1] = 0 & Zg “Dg u(t) — Ty () = 0.
D’apres le Lemme 3.2.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2), on a:
T8 DGy u(t) = u(t) + Co + Cit, Cp, Cy,Cy € R,

donc

u(t) + Co + Cit — Igyy (t) =0,

ce qui imlique

u(t) =TIgry (t) = Co = Cit,
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.14) , donne par:

t
u(t) = —/ (t —s)* 'y (s)ds — Cy — Chyt. (3.16)
0
Les condition aux limites implique que:

u(0)+u (0)=0 = Co+C,=0
w()+u (1) =0 = Co+2C = (Toy) (1) + (Z8.y) (1)

donc
(

Co=— (Tgy) (1) — (Tgew) (1)

=~ o (1=9)" My (s)ds — sty fy (1= )" Py (s)ds
Cr = (Tgy) (1) + (Zgy) (1)
L = =9 Ty () ds ik fy (1 )2y (s) ds

L’équation intégro-différentielle (3.14) , équivalente a:

1 t a—1 1 ! a—1
u(t) = m/o(t—s) y(s)ds+m/o (1—5)"""y(s)ds
+ﬁ/o (1—5)"2y(s)ds— ﬁ/{) (1—35)"""y(s)ds

La preuve est complet. m
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3.3. Existence et uniquence de la solution

3.3 Existence et uniquence de la solution

Ce section constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fonctionnelle (principe de contraction de
Banach, équicontinuité, théoréme de Schauder, théoreme d’Arzela-Ascoli,...). On abordera
ensuite, la question d’existence et d’unicité de la solution pour le probléme aux limites

d’équation différentielle d’ordre fractionnaire.

3.3.1 Quelques théorémes de point fixe

Définition 3.3.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et F' : E — E une application
continue.

i) On dit que x € E est un point fize de F si f(u) = u.

1) On dit que F' est contractante si elle est lipschitzienne de rapport 0 < L < 1, ¢’est-a-dire

sl existe 0 < L < 1, tel que
Vu,v € E, d(F(u),F(v)) < Ld(u,v), 0 <L <1.

Définition 3.3.2 (Complétement continue)

Soient X et Y deux espaces de Banach et F : X — Y wune application définie de X a
valeurs dans F. On dit que F est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de X en un ensemble relativement compact dans Y. F' est dite compacte si F(X)

est relativement compacte dans Y.
Théoréme 3.3.1 (Ascoli-Arzela )

Soit A un sous ensemble de C(J; E); A est relativement compact dans C(J; E) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensembleA est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

IIf|| < K pour tout = € J et f € A.

ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
[ty — ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tous t1,ty € J et f € A.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

iii) Pour tout = € J lensemble {f(z), f € A} C E est relativement compact.

Théoréme 3.3.2 (Banach)
Soient X un espace de Banach, et un opérateur contractant F' : X — X.Alors F' admet un
point fixe unique.

t.e Alu € X tel que Fu = u.

Le deuxieme théoreme de point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoréme 3.3.3 (Schauder )
Soit (E;d) un espace metrique complet, et X une partie convere et fermée de E, et soit
F : X — X une application telle que l'ensemble {Fu:u € X} est relativement compacte

dans E. Alors F posséde au moins un point fize.

Théoréme 3.3.4 (Leray-SchauderAlternative ) Soit X un espace de Banach, C une
sous-ensmble conveze et fermée dans X, U est un sous-ensmble ouvert de C' et 0 € U. Supposons
que F' : U — C un opérateur continu et compact (F(U) est ralativement compact de C' ).
Alors

(i) F admet un point fize de U, ou

(11) Il existe un u € OU et A € (0,1) avec u = AF(u).

Théoréme 3.3.5 (Schaefer )
Soient X un espace de Banach et F' : X — X un opérateur complétement continu. Si
I’ensemble

E={ueX:A\NFu=u, A€]0,1[},

est borné, alors I’ posséde au moins un point fixe.

Théoréme 3.3.6 (Krasnoselskii )

Soit M un sous ensmble fermé et borné, convexe et non vide d’un espace de Banach X.
Soient A, B deux opérateures tels que

(a) Az + By € M, Vx,y € M.

(b) A est compact et continu.

(c) B est un opérateur contractante.

Alors il existe z € M tel que z = Az + Bz.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

3.3.2 Probléme de Cauchy d’equation différentielle d’ordre frac-
tionnaire
On va étudier I'existence et I'unicité de la solution d’'un probléeme de Cauchy pour des

equation différentielles d’ordre fractionnaire (on utilise la dérivée au sens de Caputo ) et on

a le probléme sous la forme suivant :

“Doy(t) = f(t,y(1), t€[0,T), 0<a<l (3.17)
y(0) =y, %o €R |

tell que f:[0,7] x R — R est une fonction continue.

Lemme 3.3.1 Soit 0 < a <1 et soit h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de probléme de Cauchy

“Dy(t) =h(t), te0,T], 0<a<l

(3.18)
y(0) =vo0, w€R
st et seulement si elle est la solution de [’equation intégrale:
1 t
y(t) =y +—/ t—5)*1h(s)da. 3.19
(1) =m0+ gy | (=97 (3.19)

Preuve. On applique operateur Z a I’équation (3.18) on trouve
I DYy = I°f(t) = y(t) +co = IN(t)
= y(t) =Z%(t) — co.
La conditions initial donne
y(0) = (Z*h)(0) — cog = —co = ¢o = —Yo-

Alors

y(t) = Z°h(t) — (—vo)
1 ¢ o1
= () /0 (t — $)* "h(s)dx + yo.

Inversment on a :

y(t) = yﬁﬁ / (t — )2 'h(s)dz

= Iah(t) + Yo,
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3.3. Existence et uniquence de la solution

on applique “D* & ’equation intégrale (3.19),

“Dy(t) = “DUIh)(t) + D* (yo)

donc il rest vérifier que y(0) = ypo,

Alors y est solution du probléme (3.18). =

Théoréme 3.3.7 Soit 0 < a <1 et f:]0,T] xR — R et vérifie la condition de Lipschitz

swvant :
f(ty) = ft2) <kly—=z|, Vte[0,T], ety,z€R.
Si
KT <1
a+1) 7

alors il existe une solution unique de probléme de Cauchy (3.17).

Preuve. On utilise le théoréme du point fixe de Banach 3.3.2.
On transforme le probléme (3.17) en un probléme au point fixe (Lemme 3.3.1), en considérant

Iopérateur :

F: C(0,T,R) — C([0,T],R)
y = F(y) (1) =yo+ ot =) f(s,y(s))dx.

ou C ([0,7],R) l'espace de Banach des fonctions continues y définies de [0,7"] dans R;

muni de la norme

|yl = sup |y(?)].
te[0,T

Il est clair, que les points fixes de 'opérateur F' sont les solutions du probléme (3.17).
F' est bien défini, en effet : si y(t) € C'([0,T],R), alors Fyy(t) € C ([0,7],R).

Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction, en

33



3.3. Existence et uniquence de la solution

effet si y1,92 € C([0,T],R), ¢t € [0,T], en utilisant la condition de Lipschitiz on obtient::

|Fy — Fu| — ‘féglé(fC%yﬂSD-—f(&yﬂSD)@-$“%%
< ﬁ;/ﬂﬂsmm>1@yx»w—@aws
< o [ ) =l 65

k
< iy — t— s)*1d
= F(Oé) ||y1 y2||/0( S) S
kT

S Ta+tl)

||Z/1 - Z/2H

En vertu de < 1, on peut déduire que F' est une contraction, et d’apres le théoréeme

r( +1)
de Banach F' admet un seul point fixe qui est une solution du probléme (3.17). m

3.3.3 Probléme aux Limites d’equation différentielle d’ordre frac-

tionnaire

Dans cette partie on va étudier I'existence et 1'unicité de la solution d’un probléme aux

limites d’equation différentielle d’ordre fractionnaire sous formes :

“Doy(t) = f(t,y(1), t€[0,T), 0<a<l (3.20)
ay(0) + by(T) = |

tell que f:[0,7] x R — R est une fonction continue et a, b des constant réelles (a + b # 0).

Définition 3.3.3 On dit que une fonction y € CY([0,T], R), est solution du probléeme
(3,20) siy vérifier Uéquation “Dy(t) = f(t,y(t)), sur A et avec la condition ay(0)+by(T) =

C .

Lemme 3.3.2 Soit 0 < a < 1 et soit h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de probléme de Cauchy

CDy(t) = h(t), t€[0,7), 0<a<1 (3:21)
ay(0) + by(T) = | |

34



3.3. Existence et uniquence de la solution

si et seulement si elle est la solution de [’equation intégrale:

1

v = F /O (t—s)o‘_lh(s)ds—%w {% /0 (T— ) h(s)ds—c| .  (3.22)

Preuve. On applique opéateur Z%, a ’équation (3.21),
I 9D = I°f(t) = y(t) + co = I*h(t)
= y(t) =Zh(t) — co.
D’aprés les cnditions aux limites on a :

y(0) = (Z°h)(0) — co = —co.
y(T) = (Z°h)(T) - co.

Alors
ay(0) +by(T) = —acy+bZ°h(T) —co] =c¢
= (a+0b)co =b(Z*h)(T) — ¢
= o= = WIR)T) —d, a+b A0
Donc
(0% 1 (0%
y(t) = Toh(t) — — S HE)(T) - d
L t a-l — L L ' $)* Ih(s)ds — ¢
= Ta)/o(t $)* " h(s)ds a—i—b{ﬂa)/o (T — s)* "h(s)d
Inversment on a :
(6% 1 (6%
y(t) = (T°h)(t) — —= b (E*h) (T) —d,
on applique “D* & I'equation intégrale (3.22),
CDY() = CDUTN)) —C D[ (b (TR (T) —

= R

Il rest que de vérifier ay(0) + by(T') = c.



3.3. Existence et uniquence de la solution

donc
ay(0) +by(T) = L HT)(T) — ]+ BIR)(T) — — HER)(T) —
= L BERT) ~ o+ 0T R)(T)

= —b(Z°h)(t) + c + b(Z°h)(T)

Alors y est solution du probléme (3.21).

Théoréme 3.3.8 Soit 0 < o <1 et f:]0,T] xR — R et vérifie la condition de Lipschitz

suwvant :

|f(t,x) — f(t,y)| < k(z—vy), Vtel[0,T], etx,yeR

St

|a+D] <
I'a+1) ’

Alors le probléme (2,12) admet une solution unique sur [0, 7],

(i) a2

Preuve. On transformer le probléme (3,20) en un probléme de point fixe. Considérons
I’opérateur

F:C(0,T],R) — C(]0, T],R)
défini par :

F<y><t>—ﬁ / (t— )" Fls, y(s))ds — —— [% / (T — )" f (s, y(s))ds — |

a+b
(3.24)
Donc les points fixes de F' sont les solution du probléme (3.20) on a :
F est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R) alors (Fy) € C([0,T],R),

donc si montrer F' est contraction alors F' admet un point fixe en effet si z,y € C([0,T],R)
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3.3. Existence et uniquence de la solution

alors Vt € [0,7], on a :

PO - FOOl < i [ 6= 7(s0(60) = lssalo))] ds
i [l ~ s
< 2 SF;;J%) o=yl
Donc ) y
IF@) - FW)l < — SF;)> =yl

En vertu de (3.23), on déduire que F' est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach
F admet un seul point fixe et cette point est la solution du probléme (3,20) . m

On utilisant le théoréeme du point fixe de Schaefer pour deuxiéme résultat de la solution

du (3,20).

Théoréeme 3.3.9 Soit les deux condition suivant:
(H1) La fonction f:[0,T] x R — R est continue.
(H2) Il existe une constant M > 0 tell que :

|lf(t,x)| <M, Vtel0,T], etxecR.
Alors, le probléme (3,20) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve. On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F' défini
par (3.24) admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
FEtape 1. F' est continue.
Soit {y,} une suite dans C([0, 7], R) convergent pour |.|| , vers y. C-a-d

Tim {lyn =yl = 0.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

Il faut montrer que lim [|F(y,) — F(y)||.,, =0, Vt€[0,T]ona:

Fu)O = FOO < g [ =9 (5 = 5900 s
e @ o) — Fs o)l
1 [ ol
< T / (t ) xng 1505, 3n(5) = 15, s
— / g[élaﬂv(s,yn(s)—f(s,y<s>>|ds

o)~ (Ol [ [y _ o -
< F(a) [/o (t —s) ds+ b| ds]

T (14 L
< <ar( )+b> £ () = £y

Puisque f est continue, alors

o [b]
T (1 + \a—l—bl)
I'(a+1)

1F(yn)(1) = F(y)(@)]| < 1FCun()) = £ 9())lle — 0 quand n — oo.

d’ou la continuité de F'.
Etape 2. L’image de tout ensemble borné par F' est un ensemble borné dans C([0, 7], R),
en effet suffit de montrer que pour tout r > 0, il existe une constante L > 0 : pour tout
y € By,

B, = {y € C(0.T),R) : |y, <1}

ona [|[F(y)l, < L
Par (H2) on a pour tout t € (0,77,

1 t
Fiy))| < = /t—so‘_lfs»ys ds
FOO] < Frgy =9 s y)
PR U T(T—s)“*lIJ‘(Shy(S))\dSJr ‘
T(a)[a +0] J, la-+b]
Mot M]b| r |C|
< . a—1 R T — ol
< _F(a)/o(t )7 Ms+ gty ) @ e+
Mo M| ]
g M| .
= al(a) " al(@a+b " Ja+b
Alors
M M|b| ]
< =T+ — T -
1F(Y)llo < aF(a)T +aF(a)|a+b|T " la + b t
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3.3. Existence et uniquence de la solution

par suite F(B,) est borné.

Etape 3. L’image de tout borné par F' est un ensemble équicontinu de C ([0, 7], R).
Soit t1,ty € (0,T], t; < ty, B, un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € B,,
Alors :

M " a—1 _Sa—l s
F)(t~ F)®)] < fos / [t — 5)™ " — (2 — 5)* 1] d

+%/tz(t2 —5)* ds
M 1

Ma+1)
M

Ma+1)

< [(ty — t1)" + 17 — 5] + (t2 —t1)"

I'(a+1)

< (t2 —t1)" + (17 —13),

INa+1)
qunand t; — ty, momber droit de 'inégalité précédent tend vers 0, d’ou la continuité de
F d’apres Vétape 2, et 3, et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, F'(B,) est relativement compact
pour tuot borné B,. C-a-d F est complétement continu et par ’étape 1, F' est continu par
conséquent, F': C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complétement continu.

FEtape 4.

Donc il reste & montrer que £ = {y € C(A,R) : y = AF(y)} tell que 0 < A < 1, est borné.
Soit y € £ = y = AF(y), donc Vt € [0,T], on a :

y(0) = N | [ (= 9 (s y())ds — —— | [ (T = 5y f (s, y(s))ds — |
I'(a) Jo a+b [T'(a) Jo
et d’apres (H2), et ¥Vt € [0,7] on a :
F)(t)] < ﬁ / (t— 5)° | (s, y(s))] ds
o] g a1 Ic|
Tlo)la <0 Jo (T — s) |f(=9>y(3))|d5+m
M ' )1y ] Mb| g )1y
< T T ) o
Mo Mpl .|
S o Tat@asdl et
Alors
Mo, M1b)| o e
”F(?J)”oo < MT +W @t =
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3.3. Existence et uniquence de la solution

Cela & montre que est borné. alors d’apres le théoreme de Schaefer 3.3.5 on déduit que F

admet au moins un point fixe que est une solution du probléme (3.20). m
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