Université de Mohammed Boudiaf, M’sila Faculté des mathématiques
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Module : Formulation variationnelle

Examen (02-06-2022), durée : 1 :30 heure

Exercice 1. Soit f la fonction défini sur |0, 1[ par f(z) = xInz.
Montrer que u € L?(0,1).
Est ce que u € H'(0,1) (Ind. utiliser le fait que : x*Inx est bornée , Vo > 0).
Donner la définition de H;(0,1).
Siu € C([0,1]), donner la définition de la trace T'u.
Calculer la trace de f et déduire que f € H}(0,1).

Exercice 2. On considére le probléme de Dirichlet homogéne suivante

—Au —au=f dans
(P) { u=0 sur O (1)
ou f € H Q) et a > 0 assez petit.

Donner la définition de I'espace H ().

Ecrire la formulation variationnelle associée au probléme (P), en précisant la forme
bilinéaire a et la forme linéaire ¢.

Donner I’énoncé de I'inégalité de Poincaré.

En utilisant I'inégalité précédent, montrer que la forme bilinéaire a est coercive.
En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, montrer ’existence de la solution faible w.
@ Vérifie que u satisfait I’équation de (P) au sens de distributions.

Sous que condition sur u et f, ’équation devient satisfaite au sens p.p.
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Exercice 3. Soit f la fonction défini sur |0, 1] par f(z) = zlnx.

Montrer que f € L*(0,1). On u est continue sur |0,1] et lim, o f(z) = 0. Donc f
est borné sur |0, 1[. D’ou

1 1
/ |f(z)|2dx < C’/ dx < +o0.
0 0

Donc f € L*(0,1).

Est ce que f € H'(0,1) (Ind. utiliser le fait que : z®Inz est bornée , Vo > 0). On
a f est dérivable sur ]0,1[ et f'(z) = Inx +1, Vz €]0,1[. Montrons que f’ € L*(0,1).
On a |z%Inz| < C D’ou

|Inz| < Cx™,Vz €0, 1].

En choisissant « = 1/4, on obtient
1 1 1
/ |f(z)]Pdx < / (Cz™V* +1)%dx < / 2(C%™? 4+ 1)dw < 0.
0 0 0

Donner la définition de H}(0,1). Par définition H}(0, 1) est adhérence de D(0, 1)
dans H'(0,1). (De maniere équivalente H}(0,1) = {u € H'(0,1) : Tu = 0}.)

Siu € C([0,1]), donner la définition de trace de w .

Tu:0)0,1[={0,1} — R
r — Tu(zr) =u(x)

Calculer la trace (ie f et déduire que f~€ H}(0,1) . D’aprés l’inection HY0,1) —
C([0,1]), il existe f € C([0,1]) telle que f = f, p.p. et on donc f(xo) = lim, ., f(x).
D’ou pour z € {0, 1}.

Tf(xo) == Tf(xo) = f(xo) g}gglo f(zo) = 0.
Comme T'f =0, alors f € H}(0,1).
Exercice 4. On considére le probléme de Dirichlet homogéne suivante

—Au—au=f dans
(P) { u=0 sur 0N 2)

ol f € H(Q) et a > 0 assez petit.
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Donner la définition de I'espace H (). C’est le dual topologique de H} () (I'espace
des forme linéaires et continue sur H}(12)).

Ecrire la formulation variationnelle associée au probléme (P), en précisant la forme
bilinéaire a et la forme linéaire /. On multiplie I’équation de (P) par la fonction
teste v et on intégre formellement par partie, on obtient la formulation variationnelle
suivante

/ Vu.Vodr — a/ wodz = (f, v).
Q Q

et cette formulation a de sens pour tout u,v € H}(€). La forme bilinéaire associé
est définie sur H}(Q) par

a(u,v) :/Vu.Vvdx—a/uvdx.
Q 0

La forme linéaire ¢ est donnée par £(v) := (f,v).

Donner I’énoncé de 'inégalité de Poincaré : Si €2 est borné et régulier, alors

3C > 0 : ||ullr2) < ClIVull 2@y, Yu € Hy().

En utilisant I'inégalité précédent, montrer que la forme bilinéaire a est coercive. On

a
a(u,u) = /|Vu|2dx—a/u2dx
Q Q

> [[Vul| 2@y~ — aCQHVuH%LQ(Q))N (Inégalité de Poincaré)

= (1= aC)||Vull? 2@y = COHUH?{&(Q)
ot Cy =1—aC? > 0 si a est petit. D’oil a est coercive.

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, montrer I'existence de la solution faible u. 11
suffit de montrer la continuité de a et ¢. En utilisant les inégalité de Cauchy-Schwartz
et puis de Poincaré, on a

a(u,v)] < |[Vullpa@)[Vllrz) + aCl[Vull L2Vl 2 ()
< (14 aO)Jullgyllvll g o)
D’oul @ est continue. Pour ¢, on a £(v) := (f,v) et comme f € H (), alors elle

est linéaire et continue. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution
faible unique u € H} ().

Vérifie que u satisfait I’équation de (P) au sens de distributions. Si on prend
v € D(Q2), dans la formulation variationnelle ci-dessus, on obtient

<—AU,U> - a(u,v> = <f7 'U>
ce qui donne —Au — au = f dans D'(Q).

Sous que condition sur u et f, ’équation devient satisfaite au sens p.p. Si —Au, f €
L?() alors I’équation précédente sera satisfaite au sens p.p.



