Corrigé type - Examen du Premier Semestre
Introduction au Calcul Fractionnaire et
Application
lére Année Master EDPs et Appl

Questions de cours.
1) La définition de l'intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville, la dérivée frac-
tionnaire au sens Rimann-Liouville, et au sens Caputo, & gauche d’ordre o > 0 de

f

a) Si la fonction f définie sur 'intervalle [a, b],

1

@NO = / (t— )" f (1) dr.

" n t
prs) = (%) omrrw = [ s

DY f(t) = Ig;%(i) f(t):ﬁ / (t — )"0 £ (1) dr.

b) Si la fonction f définie sur R,

(T9F) (1) = ﬁ/_ (t— )" f (1) dr.
20 = (§) T O =gy |- @,
D30 = o (G) 10 =g [ - O @y

avec n = o] + 1.

Exercice N° 1:
1) Soit >0, n=[a] + 1, et f(t) =t
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2) D’aprés (1) on a

Crya 4\ _ AA=1)(A=2)...A=(n—=1) P (A—(n—1)) A~
(9D 1) (1) = AR ey

%t*a si A¢{0,1,2,..,n—1} N
, si Aef{0,1,2,..,n—1} ' '

C-a-dsiA=me{0,1,2,....n—1} =

(“Dgt™) () =0, m € {0,1,2,...,n— 1}.

En déduire que alors 'unique solution de ’équation (CD f ) (t) = 0 est donné par
f (t) =co+cit+ 62t2 + ...+ Cn_ltn_l, Coy -y Cn_1 € R.
Exercice N° 2: On considére le probléme aux limites :

Do, u(t) = f(tu(t)), t€(0,1], 1<a<?
{<0> u(1) =0 ' @

1) Transformer le probléme (I) en un probléme de point fixe. En appliquant Z,,
o+ Do u () = Ig f(t, u(t))
Pourl<a<2 (n=[a]+1=2),on a:
I8 Dyu(t) = u(t) + Ot + Cot™ ™2, 1,04 € R,
donc
w(t) + Ot '+ Ot 2 = I8 f = u(t) =I5, f — Crt* ! — Cot™ 2,

Par conséquent, la solution générale est donne par:

u(t) = ﬁ/ﬂ (t— )" f(s,u(s))ds — Crt®~ — Cot™ 2.



Les condition aux limites implique que:
uw(0)=0 = 0=O—0—tlir1f[1JC2t°‘_2 = Cy =0,

w(l) = 0=t fy (1= )" f(s,u(s))ds — C:
1)=0 = { = () = ﬁ fol (1= )" f(s,u(s))ds.

u(t) = ﬁ ; (t —s) (s,u(s))ds — ;a(; /0 (1—5)*"" f(s,u(s))ds
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= 7) ; (t —s) (s,u(s))ds — F(a)/o (1—5)""" f(s,u(s))ds
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Donc le probléme (I) équivalant a:
1
0= | Gt.s) f(sulo)is
0
o (=)~ —[t(1-9)]
t—s)* —[t(1—s)]* ! .
Glts) = F(,(‘f% , st 0<s<t<1.
—pea si 0<t<s<1

2) Supposons que : pour tout ¢t € [0,1] et x,y € R,

(H1) 11 existe une constante k > 0 telle que: |f(¢,u) — f(¢,v)| < klu — v].
(H2) 1l existe une constante M > 0 telle que: |f(t,u)| < M.

Soit 'espace de Banach C([0,1]),R), muni de la norme |ju| = m[:éuli] lu(t)|, et
te

lopérateur :

F:C([0,1]),R) — C([0,1], R)
défini par :

) = /0 Gt s) f(s,u(s))ds.

Il est clair que les points fixes de F' sont les solution du probléme (I). L’opérateur F’
est bien défini, en effet : si u € C([0,1],R) alors (Fu) € C([0,1],R).

Il suffit de montrer F' est contraction.

Soient u,v € C([0,1],R) alors ¥t € [0,1], on a :

Fu)(t) - Fo)(t)] < /Gtsusw» f(s,0())] ds

< —lu—w
*Fm+ﬂ| I-



Donc

I1F(w) = P < g ol

Quand (a T
de Banach F' admet un seul point fixe qui est une solution du probleme (I).

y < 1, on pout déduire que F' est une contraction et d’apres le théoréme

Exercice N° 3: Résoudre le probléme :

Diy(t) — 2y (t) = f(t), t>0
y(0) =y (0)=0 (1I)
DS Fy(0) = bygr, k=0,..,n—1

Utilisant la transformée de Laplace, on a

n—1

LIDGyl(s) = s*Lly(s)— > s (Tg=2y) ™ (0)
k=0
= s*L [y] (S) — z_: sa—k—lpg:n-i-ky(o) — oL [y] (S) _ z_: Sa_k_lbk-i-l,
k=0 k=0

et la transformée de Laplace de la dérivée classique

L [D?y] (s) = s*L[y] (s) — sy (0) — 5 (0) = s2L[y] (s) .-

Soit Y (s), F(s) la transformée de Laplace de y(t), f(s) resp. En appliquant la
transformeée de Laplace sur (IT),

£ [Dgy(t) = 2" ()] (s) = LIW]()
Y (s) = Sr b sy —252Y (s) = F(s)
(7~ 25?) Y (s) = F(s)+ Xpoh sl
donc
s~ k—1 s~ k—3
Y (s) = 22 +Zbk+1 s 22):52 Saz +Zbk+1
Maintenant en appliquant la transformée inverse de Laplace
F( §o— k-3
_ -l
y(t) = L [52(sa2—2] + Zbkﬂﬁ { 2] (t)
- . ga—2—a ga—2— (k+1)
= ft)*L [(Sa — ] +Zbk+1£ [ = | (¢
n—1
= fO)*t* " Baga (2°7%) + Y bppatt Baog g (26777).
k=0
Remarque: Pour «a,8 >0, A€ R, on a
58
L [t'g_lEa,g (AtM)] (s) = vt >0, |As?| < 1.



