
Corrigé type - Examen du Premier Semestre
Introduction au Calcul Fractionnaire et

Application
1ère Année Master EDPs et Appl

Questions de cours.
1) La dé�nition de l�intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville, la dérivée frac-
tionnaire au sens Rimann-Liouville, et au sens Caputo, à gauche d�ordre � > 0 de
f .
a) Si la fonction f dé�nie sur l�intervalle [a; b];

(I�a+f) (t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� :

D�a+f (t) =

�
d

dt

�n
� In��a+ f (t) =

1

�(n� �)
dn

dtn

Z t
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(t� �)n���1 f (�) d� :

CD�a+f (t) = In��a+ �
�
d

dt

�n
f (t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

b) Si la fonction f dé�nie sur R;

�
I�+f

�
(t) =

1

�(�)

Z t

�1
(t� �)��1 f (�) d� :

D�+f (t) =

�
d

dt

�n
� In��+ f (t) =

1

�(n� �)
dn

dtn

Z t

�1
(t� �)n���1 f (�) d� :

CD�+f (t) = In��+ �
�
d

dt

�n
f (t) =

1

�(n� �)

Z t

�1
(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

avec n = [�] + 1:

Exercice N� 1:
1) Soit � > 0; n = [�] + 1; et f (t) = t�

�
CD�0+f

�
(t) = In��0+ �

�
d

dt

�n
f (t) =

1

�(n� �)

Z t

0

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

on a �
d

dt

�n
t� = � (�� 1) ::: (�� (n� 1)) t��n

= � (�� 1) ::: (�� n+ 1) t��n
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d�où�
CD�0+f

�
(t) =

� (�� 1) ::: (�� n+ 1)
�(n� �)

Z t

0

(t� �)n���1 ���nd� ; posons � = st

=
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

�(n� �) t���
Z 1

0

(1� s)n���1 s��nds

=
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

�(n� �) t���B (n� �; �� n+ 1)����B (n� �; �� n) = �(n� �)�(�� n+ 1)
�(�� �+ 1)

����
=

� (�� 1) ::: (�� n+ 1)�(n� �)�(�� n+ 1)
�(n� �)�(�� �+ 1) t���

=
�(�)

�(�� �+ 1) t
���: puisque � (�� 1) ::: (�� n+ 1)�(�� n+ 1) = �(�):

2) D�après (1) on a�
CD�0+t�

�
(t) = �(��1)(��2):::(��(n�1))�(��(n�1))

�(���+1) t���

=

(
�(�+1)

�(���+1) t
���; si � =2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

0; si � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g
; � > �1:

C-à-d si � = m 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g )�
CD�0+tm

�
(t) = 0; m 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g :

En déduire que alors l�unique solution de l�équation
�
CD�0+f

�
(t) = 0 est donné par

f (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1; c0; :::; cn�1 2 R:

Exercice N� 2: On considère le problème aux limites :�
D�0+u(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; 1]; 1 < � � 2
u(0) = u(1) = 0

: (I)

1) Transformer le problème (I) en un problème de point �xe. En appliquant I�0+ ;

I�0+D�0+u (t) = I�0+f(t; u(t))

Pour 1 < � � 2 (n = [�] + 1 = 2) ; on a:

I�0+D�0+u (t) = u (t) + C1t��1 + C2t��2; C1; C2 2 R;

donc

u (t) + C1t
��1 + C2t

��2 = I�0+f =) u (t) = I�0+f � C1t��1 � C2t��2;

Par conséquent, la solution générale est donne par:

u (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 f(s; u(s))ds� C1t��1 � C2t��2:
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Les condition aux limites implique que:8><>:
u (0) = 0 ) 0 = 0� 0� lim

t!0
C2t

��2 ) C2 = 0;

u (1) = 0 )
(
0 = 1

�(�)

R 1
0
(1� s)��1 f(s; u(s))ds� C1

) C1 =
1

�(�)

R 1
0
(1� s)��1 f(s; u(s))ds:

donc

u (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 f(s; u(s))ds� t��1

� (�)

Z 1

0

(1� s)��1 f(s; u(s))ds

=
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 f(s; u(s))ds� t��1

� (�)

Z t

0

(1� s)��1 f(s; u(s))ds

� t
��1

� (�)

Z 1

t

(1� s)��1 f(s; u(s))ds

=
1

� (�)

Z t

0

h
(t� s)��1 � t��1 (1� s)��1

i
f(s; u(s))ds� t��1

� (�)

Z 1

t

(1� s)��1 f(s; u(s))ds

=

Z t

0

(t� s)��1 � t��1 (1� s)��1

� (�)
f(s; u(s))ds�

Z 1

t

t��1 (1� s)��1

� (�)
f(s; u(s))ds

=

Z 1

0

G (t; s) f(s; u(s))ds:

Donc le problème (I) équivalant à:

u (t) =

Z 1

0

G (t; s) f(s; u(s))ds:

où

G (t; s) =

(
(t�s)��1�[t(1�s)]��1

�(�) ; si 0 � s � t � 1:
� [t(1�s)]��1

�(�) ; si 0 � t � s � 1:

2) Supposons que : pour tout t 2 [0; 1] et x; y 2 R;

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que: jf(t; u)� f(t; v)j � kju� vj:
(H2) Il existe une constante M > 0 telle que: jf(t; u)j �M:

Soit l�espace de Banach C([0; 1]);R); muni de la norme kuk = max
t2[0;1]

ju(t)j ; et
l�opérateur :

F : C([0; 1]);R)! C([0; 1];R)
dé�ni par :

F (u)(t) =

Z 1

0

G (t; s) f(s; u(s))ds:

Il est clair que les points �xes de F sont les solution du problème (I). L�opérateur F
est bien dé�ni, en e¤et : si u 2 C([0; 1];R) alors (Fu) 2 C([0; 1];R).
Il su¢ t de montrer F est contraction.
Soient u; v 2 C([0; 1];R) alors 8t 2 [0; 1], on a :

jF (u)(t)� F (v)(t)j � 1

�(�)

Z 1

0

G (t; s) jf(s; u(s))� f(s; v(s))j ds

� k

�(�+ 1)
ku� vk :
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Donc

kF (u)� F (v)k � k

�(�+ 1)
ku� vk :

Quand k
�(�+1) < 1; on pout déduire que F est une contraction et d�après le théorème

de Banach F admet un seul point �xe qui est une solution du problème (I).

Exercice N� 3: Résoudre le problème :8<:
D�0+y(t)� 2y

00
(t) = f(t); t > 0

y(0) = y
0
(0) = 0

D��n+k0+ y(0) = bk+1; k = 0; :::; n� 1
(II)

Utilisant la transformée de Laplace, on a

L [D�0+y] (s) = s�L [y] (s)�
n�1X
k=0

s��k�1
�
In��0 y

�(k)
(0)

= s�L [y] (s)�
n�1X
k=0

s��k�1D��n+k0+ y(0) = s�L [y] (s)�
n�1X
k=0

s��k�1bk+1;

et la transformée de Laplace de la dérivée classique

L
�
D2y

�
(s) = s2L [y] (s)� sy (0)� y

0
(0) = s2L [y] (s) :

Soit Y (s) ; F (s) la transformée de Laplace de y(t); f (s) resp. En appliquant la
transformée de Laplace sur (II),

L
h
D�0+y(t)� 2y

00
(t)
i
(s) = L [f(t)] (s)

s�Y (s)�
Pn�1

k=0 s
��k�1bk+1 � 2s2Y (s) = F (s)�

s� � 2s2
�
Y (s) = F (s) +

Pn�1
k=0 s

��k�1bk+1

donc

Y (s) =
F (s)

(s� � 2s2) +
n�1X
k=0

bk+1
s��k�1

(s� � 2s2) =
F (s)

s2 (s��2 � 2) +
n�1X
k=0

bk+1
s��k�3

s��2 � 2 :

Maintenant en appliquant la transformée inverse de Laplace

y (t) = L�1
�

F (s)

s2 (s��2 � 2)

�
(t) +

n�1X
k=0

bk+1L�1
�
s��k�3

s��2 � 2

�
(t)

= f (t) � L�1
�
s��2��

(s��2 � 2)

�
(t) +

n�1X
k=0

bk+1L�1
�
s��2�(k+1)

s��2 � 2

�
(t)

= f (t) � t��1E��2;�
�
2t��2

�
+
n�1X
k=0

bk+1t
kE��2;k+1

�
2t��2

�
:

Remarque: Pour �; � > 0; � 2 R; on a

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s���

s� � �; s > 0; j�s
�j < 1:
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