Université de M'sila Le :18 /06/2022
Faculté des sciences Durée : 1h30
Département de Physique

Examen de Rattrapage de :

Fonction de la variable complexe (MATH4)

Exercice N° 1: (6pts)

1) Démontrer que la fonction f(z) = sin(iz) est holomorphe sur C.

2) Déduire sa dérivée.

Exercice N° 2: (8 pts)

Calculer les intégrales :

zel” 4 7% + cos z i
z Q——%rdz
zz +1 (z—m)3
C C

1. Cestlecercle |z —1] =%

2. Cestlecercle |z| =10

Exercice N° 3 : (6 pts)

= Chercher la série de Laurent de la fonction f(z) = autour de

z4(1-2)
point z = 0

» TIndiquer le type de singularité de O

= Déduire le Résidu de f(z) en O (Res(f,0))

Bonne Chance
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Correction de I'Examen

Solution de I’ Exercice N° 1: :

f(z) =siniz =sin(ix — y) = sinix cosy —cosixsiny ........... (1pt)
avec: sinix = ishx........(0.5pt)et cosix =chx ...........(0.5pt)
= f(z) = —chxsiny +ishxcosy...........(0.5pt)
P Q
op _ 20
f(2) holomorphe & f(z)vérifiée les conditions de Cauchy — Riemann : {%: _63;_0 """""""""" (0.5p
ay ox
|{ oF _ hxsiny = o0 0.5pt
4 Fvi shxsiny = 3y cevvee e+ (0.5p0)
oF _ h __% 0.5pt
Lay = —chxcosy = -2~ ceeeen w2 (0.5p0)
= les conditions de Cauchy-Riemann sont veérifiée alors f(z)est holomorphe, et sa dérivée égale a :
: ap .0Q : : . :
f(z)= a—x(x,y) + La(x,y) = —shxsiny+ichxcosy =i(ishxsiny+chxcosy)..(1pt)
= f(2) = i(cosixcosy + sinixsiny) = icos(ix —y) ........... (0.5pt)
= f'(z) =icosi(x +iy) =icosiz........(0.5pt)

Solution de L’ Exercice N° 2 :

zelz 1Z

_ ze
2241 (z+0)(z-0)

e nest pas défini en z; =

I. Pour jgzeiz dz, On observe que g;(z) =
C

—i etz =i ,etg(z)est holomorphe dans C — {—i,i} alors on a deux points singuliers:
. 1 . . . . . N T
1) Pour le chemin Cy: |z — 1| = 5 les deux points singuliers z; = —i et z, = i sont a I'extérieur

(0.5pt)de €y, on applique alors le théoréme de Cauchy :

Zeiz

l2-11=5
2) Pour le chemin C,:|z| =10, z; = —i et z; =i sont & lintérieur de C,(0.5pt), alors en

utilisant la formule intégrale de Cauchy :

Z_ZO

jé Ty 01 C20) oo (050

Y
Dans ce cas on considére, f(z) = ze'”
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Et on a la décomposition en éléments simples de rTo— donne :
1 1/ 1 1
CEDICED) = Z(z i P l)> N @ 21 |
ze'? ze'? 1 zel? ze'?
= fzz+1dzz CiD-D"" 72 (z—i_(z+i)>dz
|z|=4 |z|=4 |zl=4

- %(Znif(i) —2nif(=i)) = in(e”* —e)

= —2imshl ............c. e e oo ... .. (0.5p1)

z%+cosz
(z-m)3

o} n'est pas définien z, =7 , et g,(2)

II. Pour § 240052 5, On observe que g,(z) =
C

est holomorphe dans C — {r} alors :
1) Pour le chemin C;: |z — 1| = % le point singulier z, = m est a I'extérieur de C;(0.5pt) alors

en utilisant le théoréme de Cauchy :

I = z2+coszd _ 0 ot

lz-11=5
2) Pour le chemin C,: |z| = 10, z, = 2 est & l'intérieur de C,, (0.5pt) alors on utilise la 2"

formule intégrale de Cauchy :

f(z) 2mif ™ (zo)
f(z—zo)"“d n! (0:5p8)
Y
z% + cosz 2mif" (i)
I, = m Z—T (05pt)
|z|=4
Dont f(z) =2z*4 €05z = f"(Z) =2 = COSZ eeccsvee et ev e e e ee e evr e eeeaen e e e 2 (0.5D1)
z2+sinzd 2 ) = 3mi 05
z—2)° z=rmi COSTE) = 3TL o e e e et e e s e e e e e e e (0.5D1)
|z|=4
Solution de L’ Exercice N° 3 :
) = 1+zz_()_1+z2 1 _<1+1>< 1 ) ot
f(z = 70-2 = f(z) = & - =t z2)\a=y TR @ § 71 )
On ai =1+z+z2+23+2% 4+ i (IpD)
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1 1
=>f(z)=(;+Z—2>(1+Z+zz+z3+z4+---)

1 1 1 1 s 3. 4 1 1 2 3 4
=<—4+—3+—2+—+1+ z+z°+z°+z +-~->+(—2+—+1+ z+z°+z>+z +)
z*¥ 73 7?2 z z?  z

1 1 2 2 ) 3 4 s
= f(2) = ;+Z—3+Z—2+E +24 22422 4+22°+22*+ 222+ i (DY)

Parti Analytique(0.5pt)

Parie Principale(0.5pt)

1+z?2
z4(1-2)

= La partie principale est finie (0.5pt) (a_s = 0) alors la fonction f(z) = a un pole d’ordre 4en

zo = 0(0.5pt)
= |e Résidu de f(z) en 0 est égal a:

Res(f,0) =a_; =2 (1pt)
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