Correction d’Examen de Rattrapage Analyse 1 S1 2022

Correction d’exercice 1 : (6 pts )

Soit 'ensemble E définie par F = {m T nE N}. Alors,
1
1 pt 1- OnaVnéeN:n?>0 Right 242>2=20< <-=0< < 4.
P navn n< > wghtarrown” + 2 > 2120 PRI
0.5 pt Alors, en on déduit que E CJ0,4], c’est-a-dire E est borné.
. 8
2 - a) Comme 4 est un majorant de E, car Vn € N: — ) >4 et 4 e E (pour n = 0). Donc,
n
1 pt sup(F) = 4.
1 pt b) Dans ce cas la, en on déduit que max(F) = 4, car sup(E) € E.
3 - Maintenant, on montre que inf(E) = 0.
a)
) Yu, € E tu, >0
inf(E) = (i) Vi "=
inf(E) 0{:){ (1) Ve >0,3up, € E :up, <e.
0.5 pt Tel 8
. el que u, = ———.
P anetn = 2 9
0.5 pt D’apres ce qui précédent (i) est évident, car E C|0, 4].
Montrons (i7). Soit € > 0, alors, on a, u, € E = In € N: u, = o Donc,
n
8 ) 8 ., 8-2 §— 2
Upy < € & —3 <e&ng+2>- & ng> ,(ote < 4) = ng >
ng + 2 €
8—2
alors, d’apres le théoréme d’Archimede un tel naturel ng existe tel que ng > 8.
8—2
01 pt On choisit, habituellement ny = max {0, [ 6] + 1} pour garantir (77).
8
0.5 pt b) 0¢ E, car si on pose g 0 = 8 = 0. (Contradition). Donc, min(F) n’existe pas.
n
Correction d’exercice 2 : ( 7 pts )
Up = 1 et Vg = 2
Soient les suites (uy,), (v,) telles que duy, + v 4, + Uy,
un+1 = Tv Un-i—l - 5 9
et la suite (wy,) définie par w, = v, — uy,.
1- a) On a pour tout Vn € N:
W = v — _ dvp_1 + up—1 _4un—1+vn—1 :é(v —u )
n n n 5 5 5 n—1 n—1),
3 3 3 3\
= - X=-X..X=(vg—ug)=1(=) .
55 5 M (5)
—/_/ —
nfacteurs =1
T . 3
1 pt Donc, (wy,) est une suite géométrique de raisan g = R
. L3\ 3
0.5 pt b) glﬁ%wn—glﬁ%(g) fO,car\q]f5<1.
3\ 7
0.5 pt 2 - OnaVnEN:vn—un:<g) >0=neN:v, >u,
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duy, + vy, 1 . .
1 pt 3 - a1) Upt1—Up = T—un = g(vn—un) > 0. Donc, (uy,) est strictement croissante sur N.
4 1
az) Upg1 — Vp = @ — vy = g(un — vp) < 0. Donge, (v,) est strictement décroissante
1 pt sur N.
1 pt b) Les suites (uy) et (v,) sont adjacentes, alors, elles admettent la méme limite /.
4 - la suite (z,,) définie par z, = vy, + Up.
0.5 pt a) (zp) constante & Vn € N:z 41 —2, =0
Donc, pour tout n € N, on a
Zn+l — Zn = Upgl + Upg1 — (Un + un)a
1 1
= (Unt1 —Un) + (Uny1 —up) = g(un —vp) + 5(vn —up) =0.
0.5 pt Alors, (z,) est constante, et on a Vn € N: 2z, = 29 = v + up = 3.
3
1 pt b) Comme, lim z,= lim v,+ lim wu,=20=3=1=_.
n—100 n—1£00 n—4£00 2
Correction d’exercice 3 : (7 pts)
e’ —1
. . o —_— z <0
Soit la fonction f définie par, f(x) =1 e* +1
1—¢e¢* : x>0.
0.5 pt 1- f continuité au point 0 < lim f(z) = f(0) = lim f(x).
z—0 z—0
> <
0.5 pt On a lim f(z) = lim(1 —e*) =0 = f(0), (f continue & droite de 0)
z—0 z—0
> >
- ooet—1 o
0.5 pt On a aussi 31612}) flz) = ili% i 0= f(0), (f continue & gauche de 0)
< <
0.5 pt Alors, f est continue au point 0 et lir% f(z) =0= f(0).
T—
2 - Au point 0. On utilisant la régle de I’'Hopital.
— f(0 rT—1 * 1
1 pt TG [ T it SO SN 577}
220z =0 o0x(e* +1)  ao0e’+1+we® 2 77
3 . f@) = f0) o 1—e" By 1
0.5 pt De méme maniere, on aura, il;}% ——0 - }%% = ilé%(—e ) =—1= f}(0).
0.5 pt Comme [f}(0) # f;(0). Alors, f n’est pas dérivable au point 0.
3 - Lquation f(x) =k, x € [0, 400[ tel que k < 0.
a) D’une part, on a f est continue sur [0, +oc], car elle est somme deux fonctions continues
1 pt sur R, (x — 1, z+— —e”).
D’autre par, on a aussi, f(0) = 0, et gril f(z) = —o0. Donc —o0 < k < 0. Alors,
€T (o0}
0.5 pt d’apres théoreés des valeurs intermédiaires Jc €]0, +o00[: f(c) = k.
(L’unicité) : On a f est srrictement décroissante sur [0, +oof, car
0.5 pt Vz € [0, +oo[= f'(x) = —e® < 0. Dongc, la solution ¢ est unique.
1 pt b) fe)=kel-e"=koe"=1-k>0<2=In(l—k).

FIN.
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