CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLEMENTAIRES

Ce chapitre semble servir de base pour les chapitres & venir en fournissant une révision
et un complément des concepts clés nécessaires pour comprendre le matériel qui sera abordé
par la suite. Voici un résumé de ce qui sera traité dans ce chapitre :

Espaces de Banach : Il s’agit d’espaces vectoriels normés complets, ot la notion de conver-
gence est définie.

Espaces vectoriels topologiques : Ces espaces combinent a la fois une structure vectorielle
et une topologie, ce qui permet de parler de notions de continuité et de convergence dans un
cadre plus général.

Dualité et topologie faible : Ce concept concerne les espaces vectoriels topologiques et
leurs espaces duaux, ainsi que la nction de topologie faible et faible*.

Espaces des fonctions réguiicres : Ces espaces sont souvent utilisés pour étudier des
propriétés de régularité des fonctions.

Espace des fonctions test : C’est un espace de fonctions spécifiquement cong¢u pour étudier
les distributions et la théorie des distributions.

Espaces de Lebesgue : Ces espaces sont utilisés pour étudier les fonctions mesurables et
les intégrales de Lebesgue, produit de convolution et transformation de Fourier.

Mesure de Radon : Il s’agit d’'une mesure sur les espaces topologiques, souvent utilisée
en analyse fonctionnelle et en analyse harmonique.

Domaines réguliers : Ces sont des sous-ensembles réguliers d’un espace, souvent utilisés
dans le contexte de I'intégration.

Intégrale sur le bord : Cette notion concerne 'intégration des fonctions sur les bords des
domaines.

Il est noté que ce chapitre ne plonge pas dans les détails des preuves, mais plutot présente
briévement les définitions et les résultats clés. Les personnes désireuses d’approfondir leurs
connaissances sont encouragées a consulter les références mentionnées dans le polycopié pour

obtenir des informations plus détaillées et des preuves complétes.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

1.1 Espaces de Banach

Nous rencontrerons de nombreux exemples d’espaces de Banach (espaces de Lebesgue,
espaces de Sobolev ... etc), ce qui nous oblige a évoquer briévement certaines des caractéris-
tiques des espaces de Banach.

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.

Définition 1.1 : Soit p: E — R une application.

i) On dit que p est une semi-norme ssi :

*p est homogéne, i.e. VYA€ R,V € E: p(Ax) = |A|p(z).

En particulier : p(0) = 0.

*p satisfait l'inégalité triangulaire, i.e. Vx € E.Vy € E : p(x +y) < p(x) + p(y).
ii) Si de plus : Vo € E,p(z) =0= 2 =0,

on dit que p est une norme sur F.

Définition 1.2 : On appelle espace vectoriel normé le couple (E,||.||) formé d’un espace

vectoriel sur R, et une norme définie sur E.

Définition 1.3 : Deuzx normes ||.|1 et ||.||2 de E soni appelées équivalentes s’il existe av > 0
et 5 >0 tels que
Ve e E:allll: <il < Bl

Proposition 1.1 : Un espace vectoriei normé (E, ||.||) est un espace métrique dont la dis-
tance d est définie par

d(:ﬂ, J) = ||x—y||,Vm,y S

Proposition 1.2 : Les boules ouvertes et fermées sont convexes. On dit que (E,|.||) est

localement conveze.

Définition 1.4 : On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ||.||) est uniformément conveze si

pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que pour tous x,y € Bg on a :
1
|3ern|z1-0=1e-u<e
Proposition 1.3 : Une application linéaire f : E — F est continue si et seulement si
M > 0;Vx € E: ||f(2)||lr < M||z|g.

1l résulte que toute application linéaire continue est Lipschitzienne.

Définition 1.5 : On note L(E; F) lespace des applications linéaires continues de E dans
F. On appelle dual topologique de E et on note E' = L(E;R) l'espace des formes linéaires

continues sur E.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Proposition 1.4 : La quantité || f|| = sup ———— I/ @)l = sup [|[f(x)[|lr = sup | f(x)|p est
w20 |lzlle jepe=t lellz<1

une norme sur L(F; F).

Définition 1.6 : On dit qu’un espace vectoriel normé est un espace de Banach s’il est un

espace métrique complet.

Théoréme 1.1 : Si F est un espace de Banach, alors; L(E; F) est un espace de Banach.

En particulier E' est un espace de Banach.

Théoréme 1.2 (Banach-Steinhaus) : Soient E et F' deux espaces de Banach, (f,) une
suite des applications linéaires de E dans F. Si (f.(x)) est une suite bornée, alors elle est

uniformément bornée, i.e :

IM > 0,Yn € N : sup L2208 | £ (@)l < M.
w0 |z|E

Définition 1.7 (opérateur compact) : Soient E et F' deuz espaces vectoriels normés, A
une application (opérateur) linéaire de E dans F. On dit que A est compact si I'mage de la

boule d’unité Bg(0,1) est relativement compact dans F.

Remarque 1.1 : Si A est un opérateur compact de E dans F alors : de toute suite bornée

{u;};27 dans E, on peut extraire une sous suwite {u;} telle que A(ujx) converge dans F.

1.2 Espaces vectoriels topologiques

Les espaces vectoriels topologiques sont des espaces vectoriels munit d’une structure
topologique compatible avec ies deux opérateurs internes (+) et externe (.) de ces espaces.
Parmi ces espaces on trouve par exemple des espaces des fonctions réguliéres et leurs dualités.

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.

Définition 1.8 : On dit que E est un espace vectoriel topologique, si I’on muni d’une struc-

ture topologique ayant les propriétés suivantes :
i) L’addition (z,y) — = +y est une application continue de E X E dans E.
ii) Le produit (A, X) — A.x est une application continue de R x E dans E.

Exemple 1.1 Toute espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique. Les boules

ouvertes composent un systéme fondamental de voisinage de cet espace.

La topologie d’un espace vectoriel normé est invariante par la translation et homothétie,
par conséquent on peut engendré cette topologie, en utilisant les voisinages de 1’origine 0.

Parmi les méthodes de construction des espaces vectoriels topologiques, il y a deux mé-
thodes :
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Méthode 1 : on définit un systéme fondamental de voisinages de 0 par la définition
d’une famille de semi-normes, ce systéme fondamental est par exemple les boules ouvertes.
Méthode 2 : On construit une famille de sous-espaces vectoriels munis de topologies du
type mentionné ci-dessus. Cette méthode utilise la notion de limite inductive de I’ensemble
des espaces localement convexes. C’est la méthode qui est appliquée sur l'espace Z(£2) par

exemple.

Définition 1.9 : On appelle un espace localement convexe toute espace vectoriel topologique

tel que 0 admet un systeme de voisinages convexes.

Définition 1.10 : Soit E un espace vectoriel topologique. On dit qu’un ensemble A C E est

borné si pour tout voisinage V de 0, il existe n € N tel que
VAER: A\ >n=AC\V.

On dit que E est localement borné, s’il contient au moins un ouvert non vide et borné.

1.3 Fonctionnelles, dual topologigue

Définition 1.11 : On appelle fonctionnelle toute jonction numérique f, définie sur un es-

pace vectorielle E.

Proposition 1.5 :

1. Toute fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel topologique a dimension finie est

continue.

2. Toute fonctionnelle linécire sur un espace vectoriel topologique, continue & un point,

est continue sur toute l’espace.

Théoréme 1.3 : Soit f une fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel topologique F.
Alors : f est continue sur E ss’il existe un voisinage V' de 0 dont la fonctionnelle f soit

borné sur V.

Définition 1.12 : Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle dual de E et on le note

par E' Uespace des fonctionnelle linéaires continues sur E.

Définition 1.13 : Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et séparé. On

appelle bidual de E et on le note par E" ’espace dual de l'espace E'.

Il existe une injection de E dans E”, on le note par 7.
Si m(F) = E” et 7 continue par la topologie forte de E”, on dit que E est réflexif. Dans ce
cas la les espaces E et E” sont isomorphes.

Soit E un espace vectoriel topologique séparée, localement convexe et E’ son dual topo-

logique.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Définition 1.14 (topologie forte sur E') : On munit E' d’une topologie séparée et locale-
ment convexe, dite la topologie forte, en prenant le systéme fondamentale des voisinages de
0 sutvant :

{r e A |f(x)] < M}, M > 0,A borné.

Définition 1.15 (topologie faible sur E) : La topologie faible sur un espace vectoriel
topologique E consistent en une systéme fondamentale des voisinages ouverts de 0 de la
forme

{reE:|filx)l<M},M>0,i=1,---n.

Cette topologie est la plus faible (moins fine) topologie pour que les fonctionnelles linéaires

soit continues.

On dit qu'une suite (x,,) est converge faiblement dans E vers x € E et on le note par

x, — x ssi pour tout f € E' on a: f(z,) converge vers f(z).

Définition 1.16 (topologie faible sur E' (faible*): On munit E' d’une topologie dite la

topologie faible de E', en prenant le systéme fondamentale des voisinages de 0 suivant :

{feFE |fx)| <M},M>01=1,--- n.

On dit qu'une suite des fonctionnelles linéaires (f,) est converge faiblement dans E’

(o faiblement™®) vers f € E’ ssi pour tcut € E on a : f,(z) converge vers f(z).

1.4 Espaces de Fréchet

Définition 1.17 : Un espace localement convexe est dite métrisable, s’il est muni d’une
famille des semi-normes (p;) croissante (ie : Vo € E,Vj € N:p;(x) < pji(x)) telle que :

(VjEN:pi(f)=0)< f=0

Proposition 1.6 : Soit (o) une suite des réels strictement positifs telle que la série Z a;
jEN
converge. Soit E un espace localement conveze et métrisable. On note par (p;) la famille des

semi-normes de cette espace. L’application d : E x E — R définit par :
+oo
V(f,9) € E*:d(f,9) =) ajmin(1,p;(f - g))
j=0

est une distance sur E.

Définition 1.18 (Espace de Fréchet): On dit qu’un espace localement convexe, métri-

sable, et muni d’une topologie défini par la distance ci-dessus est de Fréchet s’il est complet.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Proposition 1.7 : Soient E un espace de Fréchet pour la famille des semi-normes (p;)jen,
F un espace de Fréchet pour la famille des semi-normes (qx)ren €t L une application linéaire

de E dans F'. Alors : L est continue ssi :
VkEeN,dc> 0,5 e NNVe € E: q(L(x)) < cpj(z).

Théoréme 1.4 (Hahn-Banach) : Soient E un espace vectoriel topologique, G un sous-

espace vectoriel de E et p une application de G dans R, vérifiant :
VA > 0,Vz € E: p(Az) = Ap(x), Ve, y € E:p(z+vy) < plx)+ ply).
Soit g une application linéaire d’un dans R, vérifiant :
Ve € G:g(z) < p(x).
Alors, il existe un prolongement linéaire f de g sur E, vérifiant :
Ve e Gig(x) = f(z), VreFE:[flx)<p().

Corollaire 1.1 : Soient E un espace vectoriel topelogique, G un sous-espace vectoriel de E

et g € G', de la norme : ||g|lex = sup |g(x)l. Alors, il existe un prolongement f € E' de
z€G,||z||<1

g avec - || fller = llgller-

Théoréme 1.5 (Banach-Steinhaus) : Soient E un espace de Fréchet pour la famille des
semi-normes (p;)jen, F' un espace de réchet pour la famille des semi-normes (qx)ken €t soit
(Lo) : E — F une famille des applications linéaires continues. Supposons que pour toute
r € E on a(Ly(x)) est borné dans F. Alors :

Vk e N,dc¢> 0,7 € N,Vo € E, Vo : qx(La(2)) < cp;(z).

Corollaire 1.2 : Soit E un espace de Fréchet, et F' un espace localement convexe métrisable,
et soit Lj : EE — F une suite des applications linéaires continues. Supposons que pour toute

x € E la suite Lij(x) converge dans F vers un élément L(x). Alors :
1. L’application L : E — F qui associe x € E [’élément L(x) est linéaire et continue.

2. x; — x dans E implique que L;(z;) — L(x) dans F.

1.5 Espaces des fonctions réguliéres
Soit 2 un ouvert non vide de R™.

Définition 1.19 : Soit f : Q — R, et k € N. On dit que est f de classe €*(Q) si et
seulement si Df existe et continue pour toute multi-indice av tel que |o| < k.
Si f € €%(Q) pour toute m € N on dit que f est de classe € ()
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Proposition 1.8 Soit K C ) un compact et m < k deux entiers naturelles. La quantité

Prw(f) = sup [Df(x)], f € €°(%),

lo|<m,zeK
définie une semi-norme sur €*(Q).

On munit l'espace €*(€2) d’'une structure topologique compatible aux dérivées successives
j'usqua k en utilisant une famille des semis normes (P ), oit K parcours l'ensemble des
compacts inclus dans €2 et m parcours I'ensempble {0,1,---  k}.

L’espace €*(Q2) muni de la structure topologique ci-dessus est un espace vectoriel topo-
logique, localement convexe, séparé. De plus, () est un espace de Fréchet.

De méme maniére, on munit ¢*°(£2) d’une structure topologique, par conséquent l’espace
vectoriel topologique €*°(£2) est un espace localement convexe, séparé et de Fréchet.

On donne une définition pratique de la convergence dans €*(Q), k € NU {+oc}.

Définition 1.20 :

i) Soit k € N. On dit qu’une suite des fonctions (f;) C <*(Q) est converge vers f dans

€*(Q) si pour tout compact K C Q et pour tout entier naturel m < k on a :

hm PK,m(bj ~=< f) = O

Jj—r+oo

ii) On dit qu’une suite des fonctions (f;) C €>°(S2) est converge vers f dans € (Q2) si

pour tout compact K C Q) et peur tout entier naturel m € N on a :

lim Pr(f; — f) = 0.

j—+o0

1.6 Espace Z(1)

Soit € un ouvert non vide de R".

Définition 1.21 : Soit f une fonction défini presque par tout (ppt) sur Q.
On appelle ouvert d’annulation de f le plus grand ouvert Oy tel que f = 0 ppt.
supp f (support de f) est par définition R™ \ Oy, le complémentaire de Oy.

Proposition 1.9 On a :supp f = {x € Q: f(x) # 0}

Définition 1.22 : Soit K C ) un compacte et soit m € N.
i) 272(Q) est lespace des fonctions de €™ (2), a support compact inclus dans K.
ii) 2™(Q) est l'espace des fonctions de €™(S2), a support compact inclus dans Q.
iii) Zk(Q) est Uespace des fonctions de €>(2), a support compact inclus dans K.
iv) 2(Q) est lespace des fonctions de €>°(Q), a support compact inclus dans €.
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Remarque 1.2 :
1. D(Q) est appelé l'espace des fonctions test.
2. On utilise parfois les notations suivantes :
H(Q) ou 63 () pour lespace 2°().
65" (Q2) pour 'espace 2™ (S2).
©5°(Q) pour lespace P(S).

plx)=e 122 : ze|—1,1]

Exemple 1.2 : Soit ¢ la fonction défini par :
od)=0 w11

On peut montrer que ¢ € Z(R).
Proposition 1.10 : On a : 2(Q2) = U Dk ().
KCQ, K compact
Proposition 1.11 :
1. Sipe P(Q) et € €°(0Q), alors : b € D(Q).
2. Sip, € P(Q) et \,u€R, alors : Ao+ pp € 2(Q).

On munit lespace Z(£2) d’'une topologie dite limite inductive stricte des espaces de
Fréchet de type Zk(Q2), ot K sont des compacts parcours 2. La topologie définie sur les
espaces Zk () est la topologie induite par celle de #°(Q).

On peut alors donne une caractérisation de la convergence dans 'espace Z(§2) comme

suivant :

Définition 1.23 : On dit qu’une suite des fonctions de test (yp;) est converge vers ¢ dans

2(9) s’il existe un compact K C Q tel que :
1. supp p; € K pour toute j et suppy C K.
2. Pour toutm € N on a : lim Pk ,(p; —¢) = 0.

j—+o0

Définition 1.24 : On dit q’une suite {p;}2] dans P(R") est une suite régularisante si pour

toute j € N il existe €; (¢, = 0 lorsque j — 400) tel que :

pj =0, / pj(x)dz =1,  suppp; C B(0,¢;).

Un telle fonction ¢; est appelée une fonction «pic» sur B(0, ¢;).

Exemple 1.3 : Soit v € Z(R") telle que suppy C B(0,1) et on pose : p = L

Jan 11ﬁ(a:)dx

On a :supp p C B(0,1). Pour toute suite positif (¢;) tend vers 0 on pose : p;(x) = 5_”p(5£)
i Ei

On peut vérifie que cette suite est régularisante. Cette famille est appelé «approxrimation

de 'unités.

Définition 1.25 : Soit T : 2(§2) — R une forme linéaire. On dit que T est continue ssi :
Pour toute suite (p;) converge vers ¢ dans 2(2) la suit T(p;) converge vers T'(¢) dans R.
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1.7 Quelques résultats principaux
Soit €2 un ouvert non vide de R™.

Proposition 1.12 : I] existe toujours une suite (dite exhaustive) des compacts (K;) dans Q
telle que :

0
1. V] eN: Kj < Kj-l—lv (K] C Kj+1)7
+o00
Jj=0

Théoréme 1.6 (Lemme d’Urysohn) : Soit K, F deux parties disjoints de R", telles que
K est compacte et F' est fermée. Alors, il existe ¢ € P(R") telle que :

i) 0<p <,
ii) ¢ =0 au voisinage V de F,
iii) ¢ =1 au voisinage W de K.

Corollaire 1.3 : Soit K un compact de 2, Alors, il existe p € D(R™) telle que :
i) 0<p<I,
ii) ¢ =1 au voisinage de K (on peut le choisir compact).

Définition 1.26 : Soit (€2;) une suite ezhcustive des ouverts de €2, On dit qu’une suite

(pj) C Z(R™) est une suite trancative sur $) si on a pour tout j :

ii) ¢; =1 au voisinage de Q.
Proposition 1.13 : Tout cuvert admet une suite trancative.

Théoréme 1.7 (partition de lunité) : Soit K un compact inclus dans un union fini des

owverts (€2;)7_,. Alors, il existe une famille de fonctions (p;)iL, telles que :
i) ;€ 2(),

N
i) > ;=1
j=1

1.8 Espaces de Lebesgue

On muni R™ de la tribu borélienne (ou de Lebesgue), et par la mesure de Lebesgue usuelle
dr = dxidxq -+ - dx,,. Soit € un ouvert non vide de R™.

Définition 1.27 : Soit f une fonction mesurable sur Q2. On dit que f est Lebesque inté-

grable, si f est mesurable et/ |f(z)|dx < +o0.
Q

On désigne par £L1(Q) Uespace des fonctions Lebesque intégrables sur €.
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On désigne par L'(€) lespace quotient .Z*(€)/ ~, oul ~ est la relation d’équivalence :
f,g€ L), f ~ gsietseulement si f =g p.p sur Q.

On munit L'(Q2) de la norme suivante : |f|1q) = / |f(x)|dz.
Q

Définition 1.28 De méme maniere, l’espace LP(2) (p > 1) est l'espace des classes des

fonctions mesurables f telles que fP € L*(Q), ie / |f(z)Pdx < +o0.
Q

1
On munit LP(€2) de la norme suivante : |f|zrq) = (/ \f(x)\pdx> "
0

Définition 1.29 L’espace L*°()) est l’espace des classes des fonctions mesurables f telles
que esssup(f) = inf{c > 0,|f| < ¢ p.p sur Q} < +oco.

On munit L>(Q2) de la norme suivante : ||z~ ) = esssup(f).

Définition 1.30 L’espace Lt () (p > 1) est l'espace des classes des fonctions mesurables

loc

f € LP(K) pour tout compact K C €.

Théoréme 1.8 :
1. L’espace LP(Q2) (1 < p < oo) munit de la norme |.|rrq) est un espace de Banach.

2. L’espace L*()) est un espace de Hiibert, muni de produit scalaire :
f.9€ L49): () = [ S(@)g(a)de.
Q

L’espace LP(§2) (1 < p < o0) est uniformément conveze.

(
(Q) (1 <p<o0) est réflexif.

3.

4. L’espace LP
5. L’espace LP(Q2) (1 < p < o0) est séparable.
0.

LY(2), L>(Q) ne sont pas réflexifs. L>®(Q) n’est pas séparable.

1 1
Théoréme 1.9 (inégalité de Hélder) : Soient p,p' €]1,+oo| tel que — + — = 1. Alors :
p p

pour tous f € I¥(@), g € V() ona f.g € L(Q). De plus | £gll sy < I fllsi 9l
p’ est appelé le conjugué de p et on a : p' = Ll
p J—
En particulier, on a Uinégalité de Cauchy-Schwartz :Vf, g € L*(Q) = || f.gll 1) < 1 flr2@)-l9]l 22@)-

Remarque 1.3

1 1 1 1
i) Soient p1,po,--- ,pr € [1,+00] et p > 1 tel que — = — + — +--- + —. Soit f; €

p p1 P2 Pk
L (Q), fo € LP2(Q),--- fr € LP*(Q) et f = fi.fo. -+ .fr. Alors : [ € LP(Q) et on a
linégalité de Héolder généralisée :

1 fllec) < L fillee -l f2llra@y- - -« -l frlloew -

Université de M’sila 20 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

il) Si f e LP(Q) N LYQ) avec 1 < p < g < +oo alors : f € L"(Q) pour tout p < r < gq

et on a l'inégalité d’interpolation :

Va € [0,1] : [|£llrey < IF1ITo )11 Lafer-

Théoréme 1.10 : Soit p,q € [1,+o0] tel que p < q. Alors :
1. Lq (Q) - Lloc<Q)

loc

2. LI1(Q) C LP(Q) si Q est borné.

Théoréme 1.11 : Soit f une fonction mesurable sur €2 tel que / f(z)dz = 0 pour tout
A
compact (ouvert) A C Q. Alors : f =0 p.p sur ) .

Théoréme 1.12 (Représentation de Riez) : Soit p €|1,+o0 et soit p € (LP(Q))', le dual
de LP(Q). Alors : il exista g € L' (Q) (p' le conjugué de p) telle que :

/f )dz,Vf € LP(Q).

On peut alors identifier (LP(Q))" par LP (€2).

On peut aussi identifier (L'(Q))’ par L>(2). On a: pour ¢ € (L'(Q))', il exista g € L>(£2)
telle que :

/ f(x).g(z)dx,Vf € LY(S).
On a: L'Y(Q) C (L*(Q)), et inclusion et stricte.

Théoréme 1.13 (Convergence dominée de Lebesgue) : Soit { f;};en une suite des fonc-

tions dans LP(Q) (p € [1,+oc]). Supposons que :
1. {f;} converge p.p. vers une fonction f.

2. 11 existe une fonction g € LP(2) telle que |f;| < g p.p. pour tout j.

Alors : f € LP() tf]L(Q f.

Remarque 1.4 On peut remplacer la suite { f;} jen par une famille des fonctions { fi }ie(ap), @b €

R. La limite va prendre au point ty € [a,b].

Théoréme 1.14 : L’espace Z(0) est dense dans lespace LP(Q2) pour tout p € [1,+o0l.

1.9 Mesure de Radon

On munit R de la tribu Borélienne B(R™) et soit 2 un ouvert non vide de R".

Définition 1.31 : Une mesure de Borel sur €, finie sur les compacts est une mesure [ :
B(2) — [0,4+00], dont on a : u(K) < oo pour tout compact K C §Q.
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Une telle mesure est réguliére, i.e : pour toute partie mesurable A C 2 on a :

u(A) = inf{u(0),0 O A ouvert},
= sup{u(K), K C A compact}.

Définition 1.32 :

i) Une mesure de Radon (signée) est la différence de deux mesures de Borel, finie sur les

compacts.

ii) On note par 4 (Y), Uespace des mesures de Radon sur Q.

Proposition 1.14 : Soit f € L}, .(Q). Alors : la fonction A € B(Q2) — / f(z)dx définit
A
une mesure de Radon sur . Un telle mesure est dite mesure absolument continue, et f sa

densité.

Remarque 1.5 : On a : L}, (Q) C #(QY). Lespace 4 () est plus grand que L;, (). Par

loc loc

exemple : la masse de Dirac 0, au point x, définie par :
: A
5.(4) = { 0 g4 (1)

est une mesure de Radon, mais n’est pas une fonction.

Théoréme 1.15 (Riesz) : On peut identificr l'espace A () par Uespace #'(§2), le dual
topologique de l'espace H# () des fonctions continues, a support compact dans 2, de sorte

que :

zeK

Vp e A (Q),3c, > 0,Vp € H(Q),VK C Q (compact) : ‘/ gpd,u‘ < ¢, sup |po(x)].
K

L’espace . (2) considéré comme dual de £ (Q2) est un espace de Fréchet.

1.10 Domaines réguliers, intégration sur le bord

Soit {2 un ouvert non bornée de R" et soit I' = 9N la frontiére de 2.On désigne par

Q, Q.+, Qo les sous ensembles suivants :

Q:={x eR": |2| < 1;|z,| < 1}
=A@ z,) eR" 2| < ;0 < 2, < 1}
Qo :={(2/,0) e R" !t x {0} : |2'] < 1;}

Définition 1.33 : On dit que Q est de classe €* si pour tout x € T, il existe un couple

(U, @), ou U est un ouvert de R™ contenant x, et ¢ € €*(U) un difféomorphisme de U dans

Q tel que pour v = o' on a :
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1. p € 6*Q);
2. o(UNT) =Qo;

A

Définition 1.34 : on notera v(x) le vecteur unitaire noimel extérieur au point x € I'. Si u

est une fonction assez réguliere définie sur €2, on a la dérivée normale de u sur T’ :

Ou

_v7
= vu.rv
ov

Remarque 1.6 : Si<) est de classe €%, on peut extraire une paramétrisation x; = ¢(y1, ya, . . .

ol ¢ est de classe €. Dans ce cas I T est le graphe de ¢ dans un repére orthonormé, et on

L (Vo). -1
VI (Ve(y))?

On peut dire que le bord 4’un ouvert de classe €* & une paramétrisation par une fonction

de classe €.

Définition 1.35 : Q est lipschitzien si I' a une paramétrisation par une fonction lipschit-

Z1enne.

Proposition 1.15 : Supposons que Q0 est de classe €. On peut toujours décomposer T’
en une union disjoint, tel que T'; est le graphe d’une fonction ¢; dans un repere orthonormé
comme dans la remarque précédant. On définit [intégral curviligne pour une fonction f définie

sur I' comme suivant :
[ iro) = [ 1w o)VIF (VP

Théoréme 1.16 | formule d’Ostrogradsky |: Soit Q@ un ouvert borné de classe €', et

I son bord. Soit F' un champ de vecteurs, i.e une fonction de €*(Q), & valeurs dans R™.
Alors :

/Q div F(z)dz /F F(2).v(x)do(z)
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Corollaire 1.4 [ formule de Green |: Soit Q un ouvert borné de classe €', et T son
bord. Soit u une fonction de classe €*(Q, R) N €%, R), v une fonction de classe €*(Q, R).

Alors :
ou

/Q’U(ZL‘)AU(ZE)dZE—l—/QVU(JU).VU(I)CZI:/F’U($)$(QZ)CZU(ZB)

Exercices

Exercice 1.1 : Soit la fonction ¢ définie sur R par :

1
e 122 : x| <1
s0(l“)={ o

0 Dozl > 1

On défini la suite des fonctions (@;)jen+ comme suivant : p;(x) = p(jz).
1. Est- ce- que p; € € (R)?
2. Donner le support de p;.

3. Donner une généralisation de ¢ a R".

Exercice 1.2 : Soit ¢ € 2(]0,2[) telle que ¢ > 0 ei p =1 sur , et soit la suite des

272
fonctions (pj)jen défini par : Vj € Z,Vx € R: ¢;(x) = ¢o(z + j).
1. Soit la fonction 1 défini par : (x) = }j ;).
ez
Est - ce - que v défini? Est - ce - que ¢p > 17

2. Soit la suite des fonctions (v;) défini par : Vj € Z,Vx € R : uj(x) =

Est - ce - que u € Z2(R™)7?
Veérifie la relation : Vr € R : Zu](x) = 1.
jEz
Exercice 1.3 : Soit K C R™ un compact, et soit ¢ € P(R"). est - ce - que les deux
implications suivants sont vrais ¢
1. ¢ =0 au voisinage de K = suppy C (R"\K).
2. =0 sur K = suppy C (R"\K).

Exercice 1.4 : Soit p € Z(R"),h € R"\{0}.

(e + th) — p(x)
" .

1. Montrer que ¢ € Z(R™) pour toute t # 0

pour toute t € R* on pose : py(x) =

2. Montrer que si t tend vers 0,¢; converge dans Z(R™) wvers une fonction que [’on

déterminera.
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Exercice 1.5 : Soit (f,)nen+ la suite de fonctions de Z(R) définie par :

1 1 2] <
—-exp | — - Colxl <n
fa(z) = ¢ 2 - n—i

0 N )

Montrer que, pour chaque k > 0, la suite de fonctions (quk)) converge uniformément sur
tout compact K vers une fonction f € Z(R) que l'on précisera.

A-t-on convergence dans Z(R) ¢

Solutions d’exercices

Solution 1.1 :

e =2 |zl <1 N
xr) = , (r) = x),7 € N*.
o() {o e >1 pi(x) = ¢(jz), ]

1. Pour montrer que ¢; € €< (R), il suffit de montrer que p € €>°(R).
il est claire que ¢ est de classe € sur R\ {- 1,1}. On montre que ¢ est infiniment

dériwable aux points —1,1. On a :

lim o(x) = hin o(x) =0.

r—>—1 r—1

Faisant le changement de variable y = - sur | — 1,1[,on trouve :

— x2
lim ¢(x) = lim p(z) = lim ¥ =0.
z—=3—1 =31 Yo
Donc : ¢ est continue sur IK.
— (-1 — (1
i P@ ==l L e@) —el)
—5—1 r+1 251 r—1
1
Faisant le changement de variable y = T au voisinage —1 a droite et y = 7
x -
au voisinage —1 a gauche,on trouve :
— (-1 — (1 y2
lim plz) = (1) = lim pl) = e(l) = lim ye =1 =0
=51 r+1 31 r—1 y—r+0oo
2z S
.y — e 2 z[ <1
Donc : ¢ est dérivable sur R et on a : ¢'(x) = (1—2?)
0 cozl > 1

Suivant la méme méthode, on trouve que ¢ € €>*(R), alors p; € €°(R).
2. On a :supp p = [—1,1] et pour tout x € R: = € suppp; ssi jo € [—1,1].
Donc supp ¢; = {—l, 1} .
JJ
¢TI l|lz]| <1

3. Généralisation de 0 a R™ : p(x) =
@ p(z) {o el =1

13
Solution 1.2 : ¢ € 2(]0,2[), > 0,0 =1 sur {5, 5} L VjeZNr eR:pj(x) =p(x+ 7).
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1F-—pm ' |
I | I
| | :
I ! |
| . I
L

0 1 1 3 9
2 2

1. Y(z) = Z(pj(a:),:c € R.
JEZ
Soit j € Z. Comme supp ¢ C|0,2[, on a : pour tout t € R : pj(x) =0 si j < —x ou
j>2—ux. Donc :(zx)= Z w;(x), i.e  est dcfini.

—r<j<2—z

13
Il existe toujours j € Z tel que j + x € lé, 5-‘. Done :(x) > p(1) = 1.
71

2. Vj€Z Nz R :uy(x) = #i()

U(z)
Puisque ¢; € 2(R™) et ¢ € %o"(R”),w > 0, alors : u € P(R")?
/ > wilx)
VeeR: Zw(az) = ipj'—m—)' =< = Plz) = 1.

JEZL Jj€L
Solution 1.3 : K C R" compact, p € Z(R").
1. v =0 au voisinage de K = suppty C (R"\K) vrais, en effet :

Supposons que ¢ = 0 au voisinage de K. Donc : Il existe un ouvert O D K tel que

Y =0 sur O. Donc : O inclus dans l’ouvert d’annulation de .
Alors : suppy C R"\O C (R"\K).

2. 9 =0 sur K = suppvy C (R"\K) fauz, en effet :
Considérons ¢ € P(R™) telle que suppy C B(0,2) et ¢ = 1 sur B(0,1). On pose :
P(x) = 0(x).0(x), o O(x) =22 + -+ - + 22.
e DR™) et p =0 sur le compact K = {0}, mais suppy) O B(0,1).

Solution 1.4 : » € F(R™), h € R\{0}VE € R* : 5,(x) = Z&F tht) —olz)

1. Les fonctions : © — @(x + th),x — @(x) appartient & Z(R™) et t constant par
rapport a x. Alors : ¢y € Z(R™) pour toute t # 0.

2. Ona : tlimo oi(z) = ¢ (x), o @), est la dérivée de ), a la direction de vecteur h.
H

Comme p € Z(R"), alors : ), € D(R™), de plus, supp ¢}, C supp ¢.
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Pour t assez petit, on peut trouver un compact K C R" tel que supp p; C K et bien
str supp ¢}, C K.

Finalement, on a pour tout m € N :

lim P (pi(2) = ¢ (2)) = lim  sup  [D%(@(x) = @3,(2)] = 0.
—0 tHOZGK,‘OdSm

Donc : sit tend vers 0, ¢, converge dans 2(R™) vers ¢},.

Solution 1.5 : (f,)nen suite de fonctions de Z(R) définie par :

1 1 ‘
fo(z) = &P |~ | lz] <n

n2

0 Dzl >n

On considere la fonction ¢, définie comme suivant :

1
exp | — ozl <1
o= [ (=)
0 Dozl >1
. . 1
Comme la premiére exercice, on peut montrer que ¢ € Z(R), de plus on a : f, = 2—ngo o gn

ol gn(x) = % Donc : f, € Z(R) et supp f,, = [-n,n].

1
Pour tout k € N on a : fé’“) = ©®og,. Donc: lim fF(x)=0
nk on n—+oo

Soit K un compact de R. On a : '
sup | £\ () — 0] =
zeK

sup \go(k) o gn1 — 0 lorsque n — +00.
nkzn zeK \

Alors : pour chaque k > 0, la suite de fonctions (fT(Lk)) converge uniformément sur tout
compact K wvers la fonction f = 0.
Comme supp f, = [—n,n|, on ne peut pas trouver un compact K contient tous les supports

de la suite (f,). Alors : on a pas une convergence dans Z(R).
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