
CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLÉMENTAIRES

Ce chapitre semble servir de base pour les chapitres à venir en fournissant une révision
et un complément des concepts clés nécessaires pour comprendre le matériel qui sera abordé
par la suite. Voici un résumé de ce qui sera traité dans ce chapitre :

Espaces de Banach : Il s’agit d’espaces vectoriels normés complets, où la notion de conver-
gence est définie.

Espaces vectoriels topologiques : Ces espaces combinent à la fois une structure vectorielle
et une topologie, ce qui permet de parler de notions de continuité et de convergence dans un
cadre plus général.

Dualité et topologie faible : Ce concept concerne les espaces vectoriels topologiques et
leurs espaces duaux, ainsi que la notion de topologie faible et faible*.

Espaces des fonctions régulières : Ces espaces sont souvent utilisés pour étudier des
propriétés de régularité des fonctions.

Espace des fonctions test : C’est un espace de fonctions spécifiquement conçu pour étudier
les distributions et la théorie des distributions.

Espaces de Lebesgue : Ces espaces sont utilisés pour étudier les fonctions mesurables et
les intégrales de Lebesgue, produit de convolution et transformation de Fourier.

Mesure de Radon : Il s’agit d’une mesure sur les espaces topologiques, souvent utilisée
en analyse fonctionnelle et en analyse harmonique.

Domaines réguliers : Ces sont des sous-ensembles réguliers d’un espace, souvent utilisés
dans le contexte de l’intégration.

Intégrale sur le bord : Cette notion concerne l’intégration des fonctions sur les bords des
domaines.

Il est noté que ce chapitre ne plonge pas dans les détails des preuves, mais plutôt présente
brièvement les définitions et les résultats clés. Les personnes désireuses d’approfondir leurs
connaissances sont encouragées à consulter les références mentionnées dans le polycopié pour
obtenir des informations plus détaillées et des preuves complètes.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

1.1 Espaces de Banach

Nous rencontrerons de nombreux exemples d’espaces de Banach (espaces de Lebesgue,
espaces de Sobolev ... etc), ce qui nous oblige à évoquer brièvement certaines des caractéris-
tiques des espaces de Banach.

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.

Définition 1.1 : Soit p : E → R une application.

i) On dit que p est une semi-norme ssi :
* p est homogène, i.e. ∀λ ∈ R,∀x ∈ E : p(λx) = |λ|p(x).

En particulier : p(0) = 0.

* p satisfait l’inégalité triangulaire, i.e. ∀x ∈ E,∀y ∈ E : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

ii) Si de plus : ∀x ∈ E, p(x) = 0⇒ x = 0,

on dit que p est une norme sur E.

Définition 1.2 : On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ‖.‖) formé d’un espace
vectoriel sur R, et une norme définie sur E.

Définition 1.3 : Deux normes ‖.‖1 et ‖.‖2 de E sont appelées équivalentes s’il existe α > 0

et β > 0 tels que
∀x ∈ E : α‖.‖1 ≤ ‖.‖2 ≤ β‖.‖1

Proposition 1.1 : Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est un espace métrique dont la dis-
tance d est définie par

d(x, y) = ‖x− y‖,∀x, y ∈ E.

Proposition 1.2 : Les boules ouvertes et fermées sont convexes. On dit que (E, ‖.‖) est
localement convexe.

Définition 1.4 : On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est uniformément convexe si
pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour tous x, y ∈ BE on a :

∥∥∥∥
1

2
(x+ y)

∥∥∥∥ ≥ 1− δ ⇒ ‖x− y‖ ≤ ε.

Proposition 1.3 : Une application linéaire f : E → F est continue si et seulement si

∃M > 0; ∀x ∈ E : ‖f(x)‖F ≤M‖x‖E.

Il résulte que toute application linéaire continue est Lipschitzienne.

Définition 1.5 : On note L(E;F ) l’espace des applications linéaires continues de E dans
F . On appelle dual topologique de E et on note E ′ = L(E;R) l’espace des formes linéaires
continues sur E.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Proposition 1.4 : La quantité ‖f‖ = sup
x6=0

‖f(x)‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖E=1

‖f(x)‖F = sup
‖x‖E≤1

‖f(x)‖F est

une norme sur L(E;F ).

Définition 1.6 : On dit qu’un espace vectoriel normé est un espace de Banach s’il est un
espace métrique complet.

Théorème 1.1 : Si F est un espace de Banach, alors ; L(E;F ) est un espace de Banach.
En particulier E ′ est un espace de Banach.

Théorème 1.2 (Banach-Steinhaus) : Soient E et F deux espaces de Banach, (fn) une
suite des applications linéaires de E dans F . Si (fn(x)) est une suite bornée, alors elle est
uniformément bornée, i.e :

∃M > 0,∀n ∈ N : sup
x 6=0

‖fn(x)‖F
‖x‖E

≤M.

Définition 1.7 (opérateur compact) : Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A
une application (opérateur) linéaire de E dans F . On dit que A est compact si l’mage de la
boule d’unité BE(0, 1) est relativement compact dans F.

Remarque 1.1 : Si A est un opérateur compact de E dans F alors : de toute suite bornée
{uj}+∞

j=1 dans E, on peut extraire une sous suite {uj,k} telle que A(uj,k) converge dans F .

1.2 Espaces vectoriels topologiques

Les espaces vectoriels topologiques sont des espaces vectoriels munit d’une structure
topologique compatible avec les deux opérateurs internes (+) et externe (.) de ces espaces.
Parmi ces espaces on trouve par exemple des espaces des fonctions régulières et leurs dualités.

Soit E un espace vectoriel sur R ou C.

Définition 1.8 : On dit que E est un espace vectoriel topologique, si l’on muni d’une struc-
ture topologique ayant les propriétés suivantes :

i) L’addition (x, y)→ x+ y est une application continue de E × E dans E.

ii) Le produit (λ,X)→ λ.x est une application continue de R× E dans E.

Exemple 1.1 Toute espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique. Les boules
ouvertes composent un système fondamental de voisinage de cet espace.

La topologie d’un espace vectoriel normé est invariante par la translation et homothétie,
par conséquent on peut engendré cette topologie, en utilisant les voisinages de l’origine 0.

Parmi les méthodes de construction des espaces vectoriels topologiques, il y a deux mé-
thodes :
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Méthode 1 : on définit un système fondamental de voisinages de 0 par la définition
d’une famille de semi-normes, ce système fondamental est par exemple les boules ouvertes.

Méthode 2 : On construit une famille de sous-espaces vectoriels munis de topologies du
type mentionné ci-dessus. Cette méthode utilise la notion de limite inductive de l’ensemble
des espaces localement convexes. C’est la méthode qui est appliquée sur l’espace D(Ω) par
exemple.

Définition 1.9 : On appelle un espace localement convexe toute espace vectoriel topologique
tel que 0 admet un système de voisinages convexes.

Définition 1.10 : Soit E un espace vectoriel topologique. On dit qu’un ensemble A ⊂ E est
borné si pour tout voisinage V de 0, il existe n ∈ N tel que

∀λ ∈ R : |λ| ≥ n⇒ A ⊂ λV.

On dit que E est localement borné, s’il contient au moins un ouvert non vide et borné.

1.3 Fonctionnelles, dual topologique

Définition 1.11 : On appelle fonctionnelle toute fonction numérique f , définie sur un es-
pace vectorielle E.

Proposition 1.5 :

1. Toute fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel topologique a dimension finie est
continue.

2. Toute fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel topologique, continue à un point,
est continue sur toute l’espace.

Théorème 1.3 : Soit f une fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel topologique E.
Alors : f est continue sur E ss’il existe un voisinage V de 0 dont la fonctionnelle f soit
borné sur V .

Définition 1.12 : Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle dual de E et on le note
par E ′ l’espace des fonctionnelle linéaires continues sur E.

Définition 1.13 : Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et séparé. On
appelle bidual de E et on le note par E ′′ l’espace dual de l’espace E ′.

Il existe une injection de E dans E ′′, on le note par π.
Si π(E) = E ′′ et π continue par la topologie forte de E ′′, on dit que E est réflexif. Dans ce
cas là les espaces E et E ′′ sont isomorphes.

Soit E un espace vectoriel topologique séparée, localement convexe et E ′ son dual topo-
logique.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Définition 1.14 (topologie forte sur E ′) : On munit E ′ d’une topologie séparée et locale-
ment convexe, dite la topologie forte, en prenant le système fondamentale des voisinages de
0 suivant :

{x ∈ A, |f(x)| < M},M > 0, A borné.

Définition 1.15 (topologie faible sur E) : La topologie faible sur un espace vectoriel
topologique E consistent en une système fondamentale des voisinages ouverts de 0 de la
forme

{x ∈ E : |fi(x)| < M},M > 0, i = 1, · · · , n.

Cette topologie est la plus faible (moins fine) topologie pour que les fonctionnelles linéaires
soit continues.

On dit qu’une suite (xn) est converge faiblement dans E vers x ∈ E et on le note par
xn ⇀ x ssi pour tout f ∈ E ′ on a : f(xn) converge vers f(x).

Définition 1.16 (topologie faible sur E ′ (faible*) : On munit E ′ d’une topologie dite la
topologie faible de E ′, en prenant le système fondamentale des voisinages de 0 suivant :

{f ∈ E ′, |f(xi)| < M},M > 0, i = 1, · · · , n.

On dit qu’une suite des fonctionnelles linéaires (fn) est converge faiblement dans E ′

(où faiblement*) vers f ∈ E ′ ssi pour tout x ∈ E on a : fn(x) converge vers f(x).

1.4 Espaces de Fréchet

Définition 1.17 : Un espace localement convexe est dite métrisable, s’il est muni d’une
famille des semi-normes (pj) croissante (ie : ∀x ∈ E,∀j ∈ N : pj(x) ≤ pj+1(x)) telle que :

(∀j ∈ N : pj(f) = 0)⇔ f = 0

Proposition 1.6 : Soit (αj) une suite des réels strictement positifs telle que la série
∑

j∈N
αj

converge. Soit E un espace localement convexe et métrisable. On note par (pj) la famille des
semi-normes de cette espace. L’application d : E × E → R définit par :

∀(f, g) ∈ E2 : d(f, g) =
+∞∑

j=0

αj min(1, pj(f − g))

est une distance sur E.

Définition 1.18 (Espace de Fréchet) : On dit qu’un espace localement convexe, métri-
sable, et muni d’une topologie défini par la distance ci-dessus est de Fréchet s’il est complet.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Proposition 1.7 : Soient E un espace de Fréchet pour la famille des semi-normes (pj)j∈N,
F un espace de Fréchet pour la famille des semi-normes (qk)k∈N et L une application linéaire
de E dans F . Alors : L est continue ssi :

∀k ∈ N,∃c > 0, j ∈ N,∀x ∈ E : qk(L(x)) ≤ cpj(x).

Théorème 1.4 (Hahn-Banach) : Soient E un espace vectoriel topologique, G un sous-
espace vectoriel de E et p une application de G dans R, vérifiant :

∀λ > 0, ∀x ∈ E : p(λx) = λp(x), ∀x, y ∈ E : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Soit g une application linéaire d’un dans R, vérifiant :

∀x ∈ G : g(x) ≤ p(x).

Alors, il existe un prolongement linéaire f de g sur E, vérifiant :

∀x ∈ G : g(x) = f(x), ∀x ∈ E : f(x) ≤ p(x).

Corollaire 1.1 : Soient E un espace vectoriel topologique, G un sous-espace vectoriel de E
et g ∈ G′, de la norme : ‖g‖G′ = sup

x∈G,‖x‖≤1

|g(x)|. Alors, il existe un prolongement f ∈ E ′ de

g avec : ‖f‖E′ = ‖g‖G′ .

Théorème 1.5 (Banach-Steinhaus) : Soient E un espace de Fréchet pour la famille des
semi-normes (pj)j∈N, F un espace de Fréchet pour la famille des semi-normes (qk)k∈N et soit
(Lα) : E → F une famille des applications linéaires continues. Supposons que pour toute
x ∈ E on a (Lα(x)) est borné dans F . Alors :

∀k ∈ N,∃c > 0, j ∈ N,∀x ∈ E,∀α : qk(Lα(x)) ≤ cpj(x).

Corollaire 1.2 : Soit E un espace de Fréchet, et F un espace localement convexe métrisable,
et soit Lj : E → F une suite des applications linéaires continues. Supposons que pour toute
x ∈ E la suite Lj(x) converge dans F vers un élément L(x). Alors :

1. L’application L : E → F qui associe x ∈ E l’élément L(x) est linéaire et continue.

2. xj → x dans E implique que Lj(xj)→ L(x) dans F.

1.5 Espaces des fonctions régulières

Soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Définition 1.19 : Soit f : Ω → R, et k ∈ N. On dit que est f de classe C k(Ω) si et
seulement si Dαf existe et continue pour toute multi-indice α tel que |α| ≤ k.
Si f ∈ C k(Ω) pour toute m ∈ N on dit que f est de classe C∞(Ω)
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Proposition 1.8 Soit K ⊂ Ω un compact et m ≤ k deux entiers naturelles. La quantité

PK,m(f) = sup
|α|≤m,x∈K

|Dαf(x)|, f ∈ C k(Ω),

définie une semi-norme sur C k(Ω).

On munit l’espace C k(Ω) d’une structure topologique compatible aux dérivées successives
j’usqua k en utilisant une famille des semis normes (PK,m), où K parcours l’ensemble des
compacts inclus dans Ω et m parcours l’ensempble {0, 1, · · · , k}.

L’espace C k(Ω) muni de la structure topologique ci-dessus est un espace vectoriel topo-
logique, localement convexe, séparé. De plus, C k(Ω) est un espace de Fréchet.

De même manière, on munit C∞(Ω) d’une structure topologique, par conséquent l’espace
vectoriel topologique C∞(Ω) est un espace localement convexe, séparé et de Fréchet.

On donne une définition pratique de la convergence dans C k(Ω), k ∈ N ∪ {+∞}.

Définition 1.20 :

i) Soit k ∈ N. On dit qu’une suite des fonctions (fj) ⊂ C k(Ω) est converge vers f dans
C k(Ω) si pour tout compact K ⊂ Ω et pour tout entier naturel m ≤ k on a :

lim
j→+∞

PK,m(fj − f) = 0.

ii) On dit qu’une suite des fonctions (fj) ⊂ C∞(Ω) est converge vers f dans C∞(Ω) si
pour tout compact K ⊂ Ω et pour tout entier naturel m ∈ N on a :

lim
j→+∞

PK,m(fj − f) = 0.

1.6 Espace D(Ω)

Soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Définition 1.21 : Soit f une fonction défini presque par tout (ppt) sur Ω.
On appelle ouvert d’annulation de f le plus grand ouvert Of tel que f ≡ 0 ppt.
supp f (support de f) est par définition Rn \ Of , le complémentaire de Of .

Proposition 1.9 On a : supp f = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

Définition 1.22 : Soit K ⊂ Ω un compacte et soit m ∈ N.

i) Dm
K (Ω) est l’espace des fonctions de Cm(Ω), à support compact inclus dans K.

ii) Dm(Ω) est l’espace des fonctions de Cm(Ω), à support compact inclus dans Ω.

iii) DK(Ω) est l’espace des fonctions de C∞(Ω), à support compact inclus dans K.

iv) D(Ω) est l’espace des fonctions de C∞(Ω), à support compact inclus dans Ω.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Remarque 1.2 :

1. D(Ω) est appelé l’espace des fonctions test.

2. On utilise parfois les notations suivantes :
K (Ω) où C 0

0 (Ω) pour l’espace D0(Ω).
Cm

0 (Ω) pour l’espace Dm(Ω).
C∞0 (Ω) pour l’espace D(Ω).

Exemple 1.2 : Soit ϕ la fonction défini par :

{
ϕ(x) = e

− 1
1−x2 : x ∈]− 1, 1[

ϕ(x) = 0 : x /∈]− 1, 1[

On peut montrer que ϕ ∈ D(R).

Proposition 1.10 : On a : D(Ω) =
⋃

K⊂Ω, Kcompact

DK(Ω).

Proposition 1.11 :

1. Si ϕ ∈ D(Ω) et ψ ∈ C∞(Ω), alors : ϕ.ψ ∈ D(Ω).

2. Si ϕ, ψ ∈ D(Ω) et λ, µ ∈ R, alors : λϕ+ µψ ∈ D(Ω).

On munit l’espace D(Ω) d’une topologie dite limite inductive stricte des espaces de
Fréchet de type DK(Ω), où K sont des compacts parcours Ω. La topologie définie sur les
espaces DK(Ω) est la topologie induite par celle de C∞(Ω).

On peut alors donne une caractérisation de la convergence dans l’espace D(Ω) comme
suivant :

Définition 1.23 : On dit qu’une suite des fonctions de test (ϕj) est converge vers ϕ dans
D(Ω) s’il existe un compact K ⊆ Ω tel que :

1. suppϕj ⊆ K pour toute j et suppϕ ⊆ K.

2. Pour tout m ∈ N on a : lim
j→+∞

PK,m(ϕj − ϕ) = 0.

Définition 1.24 : On dit q’une suite {ρj}+∞
j=1 dans D(Rn) est une suite régularisante si pour

toute j ∈ N il existe εj (εj → 0 lorsque j → +∞) tel que :

ρj ≥ 0,

∫

Rn
ρj(x)dx = 1, supp ρj ⊆ B(0, εj).

Un telle fonction ϕj est appelée une fonction «pic» sur B(0, εj).

Exemple 1.3 : Soit ψ ∈ D(Rn) telle que suppψ ⊆ B(0, 1) et on pose : ρ =
ψ∫

Rn ψ(x)dx
.

On a : supp ρ ⊆ B(0, 1). Pour toute suite positif (εj) tend vers 0 on pose : ρj(x) =
1

εnj
ρ(
x

εj
).

On peut vérifie que cette suite est régularisante. Cette famille est appelé «approximation
de l’unité».

Définition 1.25 : Soit T : D(Ω)→ R une forme linéaire. On dit que T est continue ssi :
Pour toute suite (ϕj) converge vers ϕ dans D(Ω) la suit T (ϕj) converge vers T (ϕ) dans R.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

1.7 Quelques résultats principaux

Soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Proposition 1.12 : Il existe toujours une suite (dite exhaustive) des compacts (Kj) dans Ω

telle que :

1. ∀j ∈ N : Kj b Kj+1, (Kj ⊂
0

Kj+1),

2. Ω =
+∞⋃

j=0

Kj.

Théorème 1.6 (Lemme d’Urysohn) : Soit K,F deux parties disjoints de Rn, telles que
K est compacte et F est fermée. Alors, il existe ϕ ∈ D(Rn) telle que :

i) 0 ≤ ϕ ≤ 1,

ii) ϕ = 0 au voisinage V de F ,

iii) ϕ = 1 au voisinage W de K.

Corollaire 1.3 : Soit K un compact de Ω, Alors, il existe ϕ ∈ D(Rn) telle que :

i) 0 ≤ ϕ ≤ 1,

ii) ϕ = 1 au voisinage de K (on peut le choisir compact).

Définition 1.26 : Soit (Ωj) une suite exhaustive des ouverts de Ω, On dit qu’une suite
(ϕj) ⊂ D(Rn) est une suite trancative sur Ω si on a pour tout j :

i) 0 ≤ ϕj ≤ 1,

ii) ϕj = 1 au voisinage de Ω.

Proposition 1.13 : Tout ouvert admet une suite trancative.

Théorème 1.7 (partition de l’unité) : Soit K un compact inclus dans un union fini des
ouverts (Ωj)

N
j=1. Alors, il existe une famille de fonctions (ϕj)

N
j=1 telles que :

i) ϕj ∈ D(Ωj),

ii) 0 ≤ ϕj ≤ 1,

ii)
N∑

j=1

ϕj = 1.

1.8 Espaces de Lebesgue

On muni Rn de la tribu borélienne (ou de Lebesgue), et par la mesure de Lebesgue usuelle
dx = dx1dx1 · · · dxn. Soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Définition 1.27 : Soit f une fonction mesurable sur Ω. On dit que f est Lebesgue inté-

grable, si f est mesurable et
∫

Ω

|f(x)|dx < +∞.

On désigne par L 1(Ω) l’espace des fonctions Lebesgue intégrables sur Ω.
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Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

On désigne par L1(Ω) l’espace quotient L 1(Ω)/ ∼, où ∼ est la relation d’équivalence :

f, g ∈ L 1(Ω), f ∼ g si et seulement si f = g p.p sur Ω.

On munit L1(Ω) de la norme suivante : |f |L1(Ω) =

∫

Ω

|f(x)|dx.

Définition 1.28 De même manière, l’espace Lp(Ω) (p > 1) est l’espace des classes des

fonctions mesurables f telles que fp ∈ L1(Ω), ie
∫

Ω

|f(x)|pdx < +∞.

On munit Lp(Ω) de la norme suivante : |f |Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Définition 1.29 L’espace L∞(Ω) est l’espace des classes des fonctions mesurables f telles
que ess sup(f) = inf{c ≥ 0, |f | < c p.p sur Ω} < +∞.

On munit L∞(Ω) de la norme suivante : |f |L∞(Ω) = ess sup(f).

Définition 1.30 L’espace Lploc(Ω) (p > 1) est l’espace des classes des fonctions mesurables
f ∈ Lp(K) pour tout compact K ⊂ Ω.

Théorème 1.8 :

1. L’espace Lp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞) munit de la norme |.|Lp(Ω) est un espace de Banach.

2. L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert, muni de produit scalaire :

f, g ∈ L2(Ω) : (f, g) =

∫

Ω

f(x).g(x)dx.

3. L’espace Lp(Ω) (1 < p <∞) est uniformément convexe.

4. L’espace Lp(Ω) (1 < p <∞) est réflexif.

5. L’espace Lp(Ω) (1 ≤ p <∞) est séparable.

6. L1(Ω), L∞(Ω) ne sont pas réflexifs. L∞(Ω) n’est pas séparable.

Théorème 1.9 (inégalité de Hölder) : Soient p, p′ ∈]1,+∞[ tel que
1

p
+

1

p′
= 1. Alors :

pour tous f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp′(Ω) on a f.g ∈ L1(Ω). De plus : ‖f.g‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω).‖g‖Lp′ (Ω).

p′ est appelé le conjugué de p et on a : p′ =
p

p− 1
.

En particulier, on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz : ∀f, g ∈ L2(Ω) : ‖f.g‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω).‖g‖L2(Ω).

Remarque 1.3 :

i) Soient p1, p2, · · · , pk ∈ [1,+∞] et p ≥ 1 tel que
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ · · · + 1

pk
. Soit f1 ∈

Lp1(Ω), f2 ∈ Lp2(Ω), · · · fk ∈ Lpk(Ω) et f = f1.f2. · · · .fk. Alors : f ∈ Lp(Ω) et on a
l’inégalité de Hölder généralisée :

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω).‖f2‖Lp2 (Ω). · · · .‖fk‖Lpk (Ω).
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ii) Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ alors : f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q

et on a l’inégalité d’interpolation :

∀α ∈ [0, 1] : ‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖αLp(Ω).‖f‖1−α
Lq(Ω).

Théorème 1.10 : Soit p, q ∈ [1,+∞] tel que p ≤ q. Alors :

1. Lqloc(Ω) ⊂ Lploc(Ω).

2. Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) si Ω est borné.

Théorème 1.11 : Soit f une fonction mesurable sur Ω tel que
∫

A

f(x)dx = 0 pour tout

compact (ouvert) A ⊂ Ω. Alors : f = 0 p.p sur Ω .

Théorème 1.12 (Représentation de Riez) : Soit p ∈]1,+∞[ et soit ϕ ∈ (Lp(Ω))′, le dual
de Lp(Ω). Alors : il exista g ∈ Lp′(Ω) (p′ le conjugué de p) telle que :

〈ϕ, f〉 =

∫

Ω

f(x).g(x)dx,∀f ∈ Lp(Ω).

On peut alors identifier (Lp(Ω))′ par Lp′(Ω).

On peut aussi identifier (L1(Ω))′ par L∞(Ω). On a : pour ϕ ∈ (L1(Ω))′, il exista g ∈ L∞(Ω)

telle que :

〈ϕ, f〉 =

∫

Ω

f(x).g(x)dx,∀f ∈ L1(Ω).

On a : L1(Ω) ⊂ (L∞(Ω))′, et l’inclusion et stricte.

Théorème 1.13 (Convergence dominée de Lebesgue) : Soit {fj}j∈N une suite des fonc-
tions dans Lp(Ω) (p ∈ [1,+∞[). Supposons que :

1. {fj} converge p.p. vers une fonction f .

2. Il existe une fonction g ∈ Lp(Ω) telle que |fj| ≤ g p.p. pour tout j.

Alors : f ∈ Lp(Ω) et fj
Lp(Ω)−→ f .

Remarque 1.4 On peut remplacer la suite {fj}j∈N par une famille des fonctions {ft}t∈(a,b), a, b ∈
R. La limite va prendre au point t0 ∈ [a, b].

Théorème 1.14 : L’espace D(Ω) est dense dans l’espace Lp(Ω) pour tout p ∈ [1,+∞[.

1.9 Mesure de Radon

On munit Rn de la tribu Borélienne B(Rn) et soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Définition 1.31 : Une mesure de Borel sur Ω, finie sur les compacts est une mesure µ :

B(Ω)→ [0,+∞], dont on a : µ(K) <∞ pour tout compact K ⊂ Ω.
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Une telle mesure est régulière, i.e : pour toute partie mesurable A ⊂ Ω on a :

µ(A) = inf{µ(O), O ⊃ A ouvert},
= sup{µ(K), K ⊂ A compact}.

Définition 1.32 :

i) Une mesure de Radon (signée) est la différence de deux mesures de Borel, finie sur les
compacts.

ii) On note par M (Ω), l’espace des mesures de Radon sur Ω.

Proposition 1.14 : Soit f ∈ L1
loc(Ω). Alors : la fonction A ∈ B(Ω) 7−→

∫

A

f(x)dx définit

une mesure de Radon sur Ω. Un telle mesure est dite mesure absolument continue, et f sa
densité.

Remarque 1.5 : On a : L1
loc(Ω) ⊂M (Ω). L’espace M (Ω) est plus grand que L1

loc(Ω). Par
exemple : la masse de Dirac δx au point x, définie par :

δx(A) =

{
0 : x /∈ A,
1 : x ∈ A, (1.1)

est une mesure de Radon, mais n’est pas une fonction.

Théorème 1.15 (Riesz) : On peut identifier l’espace M (Ω) par l’espace K ′(Ω), le dual
topologique de l’espace K (Ω) des fonctions continues, à support compact dans Ω, de sorte
que :

∀µ ∈M (Ω),∃cµ > 0,∀ϕ ∈ K (Ω),∀K ⊂ Ω (compact) :

∣∣∣∣
∫

K

ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ cµ sup
x∈K
|ϕ(x)|.

L’espace M (Ω) considéré comme dual de K (Ω) est un espace de Fréchet.

1.10 Domaines réguliers, intégration sur le bord

Soit Ω un ouvert non bornée de Rn et soit Γ = ∂Ω la frontière de Ω.On désigne par
Q,Q+, Q0 les sous ensembles suivants :

Q := {x ∈ Rn : |x′| < 1; |xn| < 1}

Q+ := {(x′, xn) ∈ Rn : |x′| < 1; 0 < xn < 1}

Q0 := {(x′, 0) ∈ Rn−1 × {0} : |x′| < 1; }

Définition 1.33 : On dit que Ω est de classe C k si pour tout x ∈ Γ, il existe un couple
(U,ϕ), où U est un ouvert de Rn contenant x, et ϕ ∈ C k(U) un difféomorphisme de U dans
Q tel que pour ψ = ϕ−1 on a :

Université de M’sila 22 Saadi Abderachid

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

1. ϕ ∈ C k(Q) ;

2. ϕ(U ∩ Γ) = Q0 ;

3. ϕ(U ∩ Ω) = Q+ ;

Définition 1.34 : on notera ν(x) le vecteur unitaire normal extérieur au point x ∈ Γ. Si u
est une fonction assez régulière définie sur Ω, on a la dérivée normale de u sur Γ :

∂u

∂ν
= ∇u.ν

Remarque 1.6 : Si Ω est de classe C k, on peut extraire une paramétrisation xi = φ(y1, y2, . . . , yn−1),

où φ est de classe C k. Dans ce cas là Γ est le graphe de φ dans un repère orthonormé, et on

a : νy =
(∇φ(y),−1)√
1 + (∇φ(y))2

.

On peut dire que le bord d’un ouvert de classe C k à une paramétrisation par une fonction
de classe C k.

Définition 1.35 : Ω est lipschitzien si Γ à une paramétrisation par une fonction lipschit-
zienne.

Proposition 1.15 : Supposons que Ω est de classe C 1. On peut toujours décomposer Γ

en une union disjoint, tel que Γi est le graphe d’une fonction φi dans un repère orthonormé
comme dans la remarque précédant. On définit l’intégral curviligne pour une fonction f définie
sur Γ comme suivant :

∫

Γ

fdσ(x) =
∑

i

∫

Γi

f(y, φ(y))
√

1 + (∇φi(y))2dy

Théorème 1.16 [ formule d’Ostrogradsky ] : Soit Ω un ouvert borné de classe C 1, et
Γ son bord. Soit F un champ de vecteurs, i.e une fonction de C 1(Ω), à valeurs dans Rn.
Alors : ∫

Ω

divF (x)dx

∫

Γ

f(x).ν(x)dσ(x)
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Corollaire 1.4 [ formule de Green ] : Soit Ω un ouvert borné de classe C 1, et Γ son
bord. Soit u une fonction de classe C 2(Ω,R)∩C 2(Ω,R), v une fonction de classe C 1(Ω,R).
Alors : ∫

Ω

v(x)∆u(x)dx+

∫

Ω

∇v(x).∇u(x)dx =

∫

Γ

v(x)
∂u

∂ν
(x)dσ(x)

Exercices

Exercice 1.1 : Soit la fonction ϕ définie sur R par :

ϕ(x) =

{
e
− 1

1−x2 : |x| < 1

0 : |x| ≥ 1

On défini la suite des fonctions (ϕj)j∈N∗ comme suivant : ϕj(x) = ϕ(jx).

1. Est- ce- que ϕj ∈ C∞(R)?

2. Donner le support de ϕj.

3. Donner une généralisation de ϕ à Rn.

Exercice 1.2 : Soit ϕ ∈ D(]0, 2[) telle que ϕ ≥ 0 et ϕ = 1 sur
[

1

2
,
3

2

]
, et soit la suite des

fonctions (ϕj)j∈N défini par : ∀j ∈ Z,∀x ∈ R : ϕj(x) = ϕ(x+ j).

1. Soit la fonction ψ défini par : ψ(x) =
∑

j∈Z
ϕj(x).

Est - ce - que ψ défini? Est - ce - que ψ ≥ 1?

2. Soit la suite des fonctions (uj) défini par : ∀j ∈ Z,∀x ∈ R : uj(x) =
ϕj(x)

ψ(x)
.

Est - ce - que u ∈ D(Rn)?

Vérifie la relation : ∀x ∈ R :
∑

j∈Z
uj(x) = 1.

Exercice 1.3 : Soit K ⊆ Rn un compact, et soit ϕ ∈ D(Rn). est - ce - que les deux
implications suivants sont vrais ?

1. ψ = 0 au voisinage de K ⇒ suppψ ⊂ (Rn\K).

2. ψ = 0 sur K ⇒ suppψ ⊂ (Rn\K).

Exercice 1.4 : Soit ϕ ∈ D(Rn), h ∈ Rn\{0}.
pour toute t ∈ R∗ on pose : ϕt(x) =

ϕ(x+ th)− ϕ(x)

t
.

1. Montrer que ϕt ∈ D(Rn) pour toute t 6= 0

2. Montrer que si t tend vers 0, ϕt converge dans D(Rn) vers une fonction que l’on
déterminera.

Université de M’sila 24 Saadi Abderachid

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Exercice 1.5 : Soit (fn)n∈N∗ la suite de fonctions de D(R) définie par :

fn(x) =





1

2n
exp

(
− 1

1− x2

n2

)
: |x| < n

0 : |x| ≥ n

Montrer que, pour chaque k ≥ 0, la suite de fonctions (f
(k)
n ) converge uniformément sur

tout compact K vers une fonction f ∈ D(R) que l’on précisera.
A-t-on convergence dans D(R) ?

Solutions d’exercices

Solution 1.1 :

ϕ(x) =

{
e
− 1

1−x2 : |x| < 1

0 : |x| ≥ 1
, ϕj(x) = ϕ(jx), j ∈ N∗.

1. Pour montrer que ϕj ∈ C∞(R), il suffit de montrer que ϕ ∈ C∞(R).

il est claire que ϕ est de classe C∞ sur R \ {−1, 1}. On montre que ϕ est infiniment
dérivable aux points −1, 1. On a :
lim

x
<−→−1

ϕ(x) = lim
x
>−→1

ϕ(x) = 0.

Faisant le changement de variable y =
1

1− x2
sur ]− 1, 1[,on trouve :

lim
x
>−→−1

ϕ(x) = lim
x
<−→1

ϕ(x) = lim
y−→+∞

e−y = 0.

Donc : ϕ est continue sur R.

lim
x
<−→−1

ϕ(x)− ϕ(−1)

x+ 1
= lim

x
>−→1

ϕ(x)− ϕ(1)

x− 1
= 0.

Faisant le changement de variable y =
1

1 + x
au voisinage −1 à droite et y =

1

1− x
au voisinage −1 à gauche,on trouve :

lim
x
>−→−1

ϕ(x)− ϕ(−1)

x+ 1
= lim

x
<−→1

ϕ(x)− ϕ(1)

x− 1
= lim

y−→+∞
ye−

y2

2y−1 = 0.

Donc : ϕ est dérivable sur R et on a : ϕ′(x) =




− 2x

(1− x2)2
e
− 1

1−x2 : |x| < 1

0 : |x| ≥ 1

Suivant la même méthode, on trouve que ϕ ∈ C∞(R), alors ϕj ∈ C∞(R).

2. On a : suppϕ = [−1, 1] et pour tout x ∈ R : x ∈ suppϕj ssi jx ∈ [−1, 1].

Donc suppϕj =

[
−1

j
,
1

j

]
.

3. Généralisation de ϕ à Rn : ϕ(x) =

{
e
− 1

1−‖x‖2 : ‖x‖ < 1

0 : ‖x‖ ≥ 1
.

Solution 1.2 : ϕ ∈ D(]0, 2[), ϕ ≥ 0, ϕ = 1 sur
[

1

2
,
3

2

]
, ∀j ∈ Z, ∀x ∈ R : ϕj(x) = ϕ(x+ j).
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1. ψ(x) =
∑

j∈Z
ϕj(x), x ∈ R.

Soit j ∈ Z. Comme suppϕ ⊂]0, 2[, on a : pour tout x ∈ R : ϕj(x) = 0 si j ≤ −x ou
j ≥ 2− x. Donc : ψ(x) =

∑

−x<j<2−x
ϕj(x), i.e ψ est défini.

Il existe toujours j ∈ Z tel que j + x ∈
[

1

2
,
3

2

]
. Donc : ψ(x) ≥ ϕ(1) = 1.

2. ∀j ∈ Z,∀x ∈ R : uj(x) =
ϕj(x)

ψ(x)
.

Puisque ϕj ∈ D(Rn) et ψ ∈ C∞(Rn), ψ > 0, alors : u ∈ D(Rn)?

∀x ∈ R :
∑

j∈Z
uj(x) =

∑

j∈Z

ϕj(x)

ψ(x)
=

∑

j∈Z
ϕj(x)

ψ(x)
=
ψ(x)

ψ(x)
= 1.

Solution 1.3 : K ⊆ Rn compact, ψ ∈ D(Rn).

1. ψ = 0 au voisinage de K ⇒ suppψ ⊂ (Rn\K) vrais, en effet :
Supposons que ψ = 0 au voisinage de K. Donc : Il existe un ouvert O ⊃ K tel que
ψ = 0 sur O. Donc : O inclus dans l’ouvert d’annulation de ψ.
Alors : suppψ ⊂ Rn\O ⊂ (Rn\K).

2. ψ = 0 sur K ⇒ suppψ ⊂ (Rn\K) faux, en effet :
Considérons ϕ ∈ D(Rn) telle que suppϕ ⊂ B(0, 2) et ϕ = 1 sur B(0, 1). On pose :
ψ(x) = θ(x).ϕ(x), où θ(x) = x2

1 + · · ·+ x2
n.

ψ ∈ D(Rn) et ψ = 0 sur le compact K = {0}, mais suppψ ⊃ B(0, 1).

Solution 1.4 : ϕ ∈ D(Rn), h ∈ Rn\{0}.∀t ∈ R∗ : ϕt(x) =
ϕ(x+ th)− ϕ(x)

t
.

1. Les fonctions : x 7−→ ϕ(x + th), x 7−→ ϕ(x) appartient à D(Rn) et t constant par
rapport à x. Alors : ϕt ∈ D(Rn) pour toute t 6= 0.

2. On a : lim
t−→0

ϕt(x) = ϕ′h(x), où ϕ′h est la dérivée de ϕ′h à la direction de vecteur h.
Comme ϕ ∈ D(Rn), alors : ϕ′h ∈ D(Rn), de plus, suppϕ′h ⊂ suppϕ.
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Pour t assez petit, on peut trouver un compact K ⊂ Rn tel que suppϕt ⊂ K et bien
sûr suppϕ′h ⊂ K.
Finalement, on a pour tout m ∈ N :
lim
t−→0

PK,m(ϕt(x)− ϕ′h(x)) = lim
t−→0

sup
x∈K,|α|≤m

|Dα(ϕt(x)− ϕ′h(x))| = 0.

Donc : si t tend vers 0, ϕt converge dans D(Rn) vers ϕ′h.

Solution 1.5 : (fn)n∈N suite de fonctions de D(R) définie par :

fn(x) =





1

2n
exp

(
− 1

1− x2

n2

)
: |x| < n

0 : |x| ≥ n

On considère la fonction ϕ, définie comme suivant :

ϕ(x) =





exp

(
− 1

1− x2

)
: |x| < 1

0 : |x| ≥ 1

Comme la première exercice, on peut montrer que ϕ ∈ D(R), de plus on a : fn =
1

2n
ϕ ◦ gn

où gn(x) =
x

n
. Donc : fn ∈ D(R) et supp fn = [−n, n].

Pour tout k ∈ N on a : f (k)
n =

1

nk.2n
ϕ(k) ◦ gn. Donc : lim

n→+∞
f (k)
n (x) = 0

Soit K un compact de R. On a :

sup
x∈K
|f (k)
n (x)− 0| = 1

nk.2n
sup
x∈K
|ϕ(k) ◦ gn| −→ 0 lorsque n→ +∞.

Alors : pour chaque k ≥ 0, la suite de fonctions (f
(k)
n ) converge uniformément sur tout

compact K vers la fonction f = 0.
Comme supp fn = [−n, n], on ne peut pas trouver un compact K contient tous les supports
de la suite (fn). Alors : on a pas une convergence dans D(R).
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