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Sérier 01 (Les nombres réels et complexes)

Exercice 1. Montrer que

1. ∀x, y ∈ R :
∣∣x+ y

∣∣ ≤ |x|+ |y| (Inégalité triangulaire)

2. ∀x, y ∈ R :
∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x− y|

3. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ R : |x1 + x2 + · · ·+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

4. ∀x, y ∈ R : 2|xy| ≤ x2 + y2 (Pour quelles valeurs de x et y on a l’égalité)

5. ∀x, y ∈ R : max{x, y} = x+ y + |x− y|
2

, min{x, y} = x+ y − |x− y|
2

6. ∀x, y ∈ R : |x|+ |y| ≤ |x+ y|+ |x− y|

Exercice 2. On pose Sn :=
∑n

i=0 3
i, Pn :=

∏n
i=2 4

i. Calculer

S0, S3, P2, P4,
3∑
i=2

i∏
j=0

j3j .

Exercice 3. Soit [x] la partie entière de x. Montrer que

1. ∀x, y ∈ R : x ≤ y =⇒ [x] ≤ [y] (Est ce que x < y =⇒ [x] < [y] ?)

2. ∀x ∈ R, n ∈ Z : [x+ n] = [x] + n (Est ce que [x+ y] = [x] + [y], ∀x, y ∈ R ?)

3. [x] + [−x] =
{

0 si x ∈ Z
−1 si x ∈ R \ Z

Exercice 4. Montrer que

∀n ∈ N :
[
(
√
n+
√
n+ 1)2

]
= 4n+ 1

Exercice 5. 1. Montrer que si n ∈ N n’est pas le carré d’un entier naturel, alors
√
n est

irrationnel.

2. En déduire que
√
2 +
√
3 est irrationnel.

Exercice 6. Montrer que

1. (∀ε > 0 : 0 ≤ x ≤ ε) =⇒ x = 0

2. ∀ε > 0,∃n ∈ N∗ : 1
n < ε

3. (∀n ∈ N∗ : 0 ≤ x ≤ 1
n) =⇒ x = 0

Exercice 7. Soient A et B deux ensemble non vides et bornés de R. Montrer que
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1. A ⊂ B =⇒ (supA ≤ supB ∧ inf A ≥ inf B)

2. supA ∪B = max{supA, supB}, inf A ∪B = min{inf A, inf B}

3. Si A ∩ B 6= φ, alors : supA ∩ B ≤ min{supA, supB}, inf A ∩ B ≥ max{inf A, inf B}
(Donner un exemple où les inégalités sont stricts).

Exercice 8. Soient A,B des parties non vides et bornées de R. On pose

−A := {−x / x ∈ A}, A+B := {x+ y / x ∈ A, y ∈ B}.

Montrer que

1. sup(−A) = − inf A, inf(−A) = − supA

2. sup(A+B) = supA+ supB, inf(A+B) = inf A+ inf B

Exercice 9. Déterminer le sup, l’inf, le max et le min (lorsqu’ils existent) des ensembles suivants :

A = [0, 1] ∪ [2, 3[, B = {x ∈ R : x2 − x− 6 < 0}, C = {x ∈ Z : x2 − x− 6 < 0}

Exercice 10. Déterminer le sup, l’inf, le max et le min (lorsqu’ils existent) des ensembles
suivants : A1 = {1 + 1

n / n ∈ N∗}, A2 = {1 − 1
n / n ∈ N∗}, A3 = {(−1)n + 1

n / n ∈ N∗},
A4 = { 1n+

1
n2 / n ∈ N∗}, A5 = {cos(nπ) / n ∈ N}, A6 = {cos(nπ2 ) / n ∈ N}, A7 = { 1x/ 1 < x < 2},

A8 = {− 1
x / 1 < x < 2}.

Exercice 11. On pose A = {x2 + y2 / x, y ∈ R, xy = 1}

1. Montrer que A est minoré et Calculer inf A.

2. Est ce que A est majoré ?.

Exercice 12. Calculer le sup et (ainsi le max s’il existe) des ensembles suivants

A = {x ∈ Q : x2 ≤ 2}, B = {x ∈ R \Q : x2 < 2}.

Exercice 13. Mettre les nombres complexe suivants sous forme algébrique (a+ ib) :

1

5 + 3i
,

1

(1 + i)(1 + i
√
3)

Exercice 14. Calculer les racines troisièmes de 1.

Exercice 15. 1. Donner la forme exponentielle des nombres complexes : 1 + i, 1 + i
√
3.

2. Calculer la partie réelle est imaginaire de
(
1+i
√
3

1+i

)2022
Exercice 16. 1. Montrer que ∀z ∈ C \ {1} : 1+z

1−z = iR⇐⇒ |z| = 1

2. Résoudre l’équation : z3 = z

Exercice 17. Soit θ ∈ R. Calculer

A = cos θ + cos(2θ) + · · ·+ cos(nθ)

B = sin θ + sin(2θ) + · · ·+ sin(nθ)
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