CHAPITRE 2

DISTRIBUTIONS : DEFINITIONS ET
PROPRIETES

Dans ce chapitre on donne la définition d’une distribution, la dérivation, et quelques
exemples et propriétés. D’abord, on donne une petite motivation.

La masse de Dirac sur R, définie comme suit :

0e A,

| o 0¢ A, 1)

0 : x<0,

1 : x>0
H(z) = { - (2.2)
peuvent considérer comme des mesures de Radon sur R, i.e formes linéaires continues sur

K (R).
I) Soit f € L} (R) une fonction dérivable telle que f' € L} (R). Alors : f et f’ peuvent

loc loc

considérer comme des mesures de Radon. Ainsi : pour tout ¢ € # (R). Pour ¢ assez petit,

on considére la perturbation f.(z) = f(z+¢) de f, elle aussi dans L, .(R") et le théoréme de

convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13 et Remarque 1.4) permis nous d’écrire :

too oo T fr+e)— flx
liml{ flz+e)p(x)dr — f(x)gp(x)dx] = lim flrte) =/ >g0(x)dx

e—0 ¢ oo _ e—=0 J_
+oo

= f'(@)p(x)da

00 3

fa_f

= f', dans #'(R) = .4 (R).
IT) H € L} (R), mais n’est pas dérivable au sens usuelle, on va chercher un autre sens

loc

de dérivation de H. Soit alors ¢ € # (R).

On a alors : lim
e—0
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D’autre part, pour ® une primitive de ¢ et € > 0 assez petit, on a :

H.—H toH - H
lim He = Hy) = lim (z+¢) (z) o(x)dx
e—0 g e—0 —oo
1 +oo +oo
= lim- [ H(x + ¢e)pdr — H(x)gpd:p}
e—=0 ¢ oo oo
1 +oo +oo
= lim - [/ wdx —/ H(x)gpdz}
e—=0 & e 0
1 0
= l1_r)1(1) -/ o(x)dx
) - a(o)
e—0 g
= #(0)
= 4(p).

On dit que H' existe au sens faible sur J# (R) et on écrit : H = 0.
IT) Soit . la perturbation de § pour ¢ assez petit. Alors : pour ¢ € #(R) on a :
p(e) — #(0)

lim M = lim ———-~—=.
e—0 £ e—0 3
Cette limite existe seulement pour les fonctions dérivables, & support compact, i.e pour
© € 2'(R). Alors : § n’est pas une mesure. Précisément, §' € (2*(R))’.
Ainsi de suite, §”,6°, -+ appartient aux espaces (Z2*(R))’, (Z*(R))’,---.
L’espace qui comprend tous ces espaces est appelé espace des distributions, c’et le dual

de Z2(R).

[ Dans ce qui suit, €2 est un ouvert non vide de R™.

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 : On appelle distribution sur €2 toute forme linéaire continue sur [’espace
vectoriel P(2). Autrement dit : un forme linéaire T : D(2) — R est une distribution si est

seulement si : Pour toute compact K C €2, il existe m € N et M > 0 tels que :

Vi € Zic(Q) - (T, )| < M.Pcm(p), (2.3)

P2

ou T(p) est désigné par (T, ) (crochet de dualité)
On note par 2'(Q) Uespace des distributions sur Z(€2).

Définition 2.2 (convergence dans 2'(12)) : On dit qu’une suite des distributions (T}) est

converge vers T dans 2'(Q) si :

Vo € 2(2), lim (T}, ¢) = (T, ¢)
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Proposition 2.1 : Soit (Tj) une suite des distributions. Supposons que la suite numérique

(T, ) converge vers une limite £(¢). On définit un forme linéaire T comme suivant :
Vp € 7(Q) : (T, ¢) = U(p).
Alors : T € 9'(Q).

Preuve: 1l suffit d’appliquer Corollaire 1.2 du théoréme de Banach-Steinhaus, en considé-
rant 'espace Z()) comme un espace de Fréchet, et R comme un espace de Banach (donc,

localement convexe, métrisable). m

Définition 2.3 (ordre d’une distribution ): Soit T € 2'(2). On sais que pour toute
compact K C €, il existe m € N, M > 0 tels que

Vo € D () : (T, )| < M.Pg n(p)

St m est indépendant de K, on dit que la distribution T est d’ordre fini.

L’ordre de T est le plus petit m qui vérifie cette propriété.

Remarque 2.1 : On peut montrer que distribution d’crdre m est un forme linéaire continue
sur P™(Q), Uinverse est aussi vrais. En effet, si on munit l'espace 2™ () de la structure
topologique engendrée par la famille des semi-normes Py, ;(2) (0 < j < m), on voit facilement

que si T est une distribution d’ordre m sur X alors T € (2™(Q)) et Uinverse.

On désigne par £"(€2) 'espace des diztributions d’ordre m. On munit cet espace ou bien de

la topologie forte, ou bien de la topcliogie faible (voir §1.3).
Remarque 2.2 : Les mesures de Radon sur ) sont les distributions d’ordre 0 sur 2.

Définition 2.4 (Distribution positive ): On dit q’une distribution T sur §) est positive

St .
Vo€ 2(Q): o> 0= (T,¢) >0

Exemple 2.1 : La fonctionnelle définit par (T, o) = 0 pour toute ¢ € P(Q) est la distribu-

tion nulle sur ).

Exemple 2.2 : Soit c € R et T la fonctionnelle définit par :

Vo e 2(Q): (T, p) = / c.o(x)de.

Q

T est la distribution constante qui vau ¢ sur Z(§2), c¢’est une mesure de Radon.
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En effet, soit K C Q un compact et ¢ € P (). Comme précédant :

(T o) = w

IN

lp(x)|dz

/
= ld. /leﬁ(fﬂ )|da

< |c|.-mes(K). EEEVP( )|
(

= |c|.-mes(K).Pko(p).

Exemple 2.3 : La mesure de Dirac d, dans le point a € R" comme suivant :

Vip € Z(Q) : (0o, 0) = (a)

dq est mesure de Radon (en particulier : §o = 9).
En effet, soit K C Q un compact et ¢ € Pk (). On a deuz cas :
sia € K, on a|p(a)| < sup[p(z)],
zeK

sia ¢ K, onalp(a)=0< su£|g0(ac)|.
s

Alors :
[(Gas )| = leo(a)]

< sup ()]
ceK

= Pgo(p).

Exemple 2.4 : Soit la distributior. T défini pour toute point a € R™ et pour toute a € N”

comme suivant :
Vo € 2(Q) : (T’ ) = D¢(a)

T est une distribution d’ordre m < |a| (on peut montrer que m = |al).

En effet, soit K C Q un compact et ¢ € P (). Comme précédant :

(T’ #)]

|D*p(a)|
sup [D%p(z)]
zeK

IN

IN

sup sup [Dp(z)]
2eK |BI<lol

PKJQI(‘P)-

Maintenant, soit v € P(Q) telle que ¥(a) = 1 (la fonction 1 existe d’aprés le lemme
d’Urysohn, voir Théoréeme 1.6). On pose : po(z) = (x — a)*P(x) pour tous x € Q. Alors :
pour tous B € N" tel que |B| < |a| on a :

Digo(z) = Y CID%(x—a)*.D""y(x)
v<B

_ Zcﬁ 5 v DB- T (x)
V<8
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Alors : DPpy(a) = 0 pour |8 < |a| et DPpy(a) = 1.
On déduit que [T, ¢o)| = Pk ja|(¢0), donc : T est d’ordre |af.

Exemple 2.5 : Soit f € L} ,.(Q). On peut associe a f une distribution Ty défini par :

Yo € D(Q) : (Ty,p) = / f(@)o(@)d

La distribution Ty est une mesure de Radon sur Q. On écrit : [(T, )| = |{f,¢)| pour
v e D(Q).
En effet, soit K C Q un compact et ¢ € P (). Alors :
[(Tr, o) =
< x)|dx

< sup\go ) / F()lda

= ||f||L1 )-Preol)-

Exemple 2.6 : La fonction de Heaviside H définie par (2.2) appartient a L}, .(R), elle défini

une distribution sur Z(R), c¢’est une mesure de tadon.

Exemple 2.7 : Pour f € L} .(R?), on pose :
+oo

+oo
Vo€ D(R): 11.¢) = / F(,y)ela, v, 0)dady

T est une mesure de Radon, appelée la distribution a couche simple de densité f.
En effet, soit K C Q un compact et ¢ € D (). On pose K' = K N (R* x {0}), ce qui

est un compact de R?. Alors :

ol = [ [ fwwets y,o>dxdy\

+oo +oo
S/ / f(@,9)p(x, y,0)|dedy

= / |f (2, y)p(x,y,0)|dvdy
.

< swp lp(ay2)] / (e, y)|dady
K/

(z,y,2) €K

= HfHLl(K/)-PK,o(SD)-

Exemple 2.8 : Pour f € L}, .(R?), on pose :

5 +oo +oo 690
Vo € 2(R®) : (T, p) =/ f(w,y)%(x,yﬁ)dxdy
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T est une distribution d’ordre 1 appelé la distribution a couche double de densité f.
En effet, soit K C Q un compact et ¢ € Dk (). On pose K' = K N (R?* x {0}), ce qui

est un compact de R%. Alors :

ol = | [ s y>g—*p<x 0 0)dc
< /+OO/+OO xy wy, 0)|dzdy
= [ e iy

< sw Je(ny, )] / (e, y)|dady
(z,y,2)EK K’

= [[fllzr ) Pra(o)-

Maintenant, soit ¢ € P(R) telle que V¥ (x,y,z) = 1 sur un voisinage compact Ky de (0,0,0)
(¢ existe d’apreés le lemme d’Urysohn, voir Théoréme 1.6).
0 0
On pose : @o(x,y,z) = 2¢(x,y,2). Donc : %(w,y,()) = (z,y,0) = 1 sur Ky.
2
On déduit que P, 1(p) > 1.
Donc : T est d’ordre 1.

Exemple 2.9 : La valeur principale de Cauchy vp: est une distribution d’ordre 1 défini

comme suivant :

@dm

lz|>e L

Vo € Zk(R) : <vp1 @) = lim

e—0
En effet, soit a > 0, K C [—a,a] un compact et ¢ € P (R).
: p(x) _ p(0)
On pose : P(z) = / ¢'(tz)dt. Dene : (0) = ¢'(0) et ——= = ——= +p(x) pour x # 0.
0 T T

/.=
e e
RS A
= Y(z)de.

x a |.’L‘|>5
|z|>e

p(z)
|z|>e z

Donc : (vp1,p) = lim

e—0 e—0

dx = lim U(x)de = /a Y(z)dx
|z|>e —a
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En remarquant que / W(zx)dx existe car 1 est continue. Alors :

wns ol = |[ vt

a 1
= ‘/ /go'(tx)dtdm
—a J0
a 1
< / / | (tx)|dtdx
—a JO0

< 2asup |¢'(v)|
zeK

= 2aPk1(p)

Donc : vp1 est une distribution d’ordre inférieur ot égale a 1.
xT

Si on peut écrire une distribution 7" sur €2 sous forme intégrale / f(z)p(x)dz, on dit

que T est une distribution réguliére et que f est la fonction associée au 7', sinon on

dit que T' est une distribution singuliére.

Par exemple, la fonction de Heaviside définit nne distribution réguliére, et la distribution
de Dirac est une distribution singuliére.
2.2  Quelque propriétés et résultats

Proposition 2.2 : Soit (f;) une suite de L*(R™) telle que Pour tous j € N :
1. f; >0 et fi(x)dr =1,
2. supp f; C g(o,éfj) ot jEIJPoo e; = 0. pour toute j € N.

Alors : f; = 0 dans Z'(R").

Preuve: Soit ¢ € Z(R"). Comme supp f; C B(0,¢;) on a :

(fi0) = [ [filx)dr = / fi(z)dz =1,
R B(0,5)

<fja30> = o fj(iC)QO(iL‘)d:L' = /B(o ')fj(iC)QO(:L')d:L'.
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On déduit que :

el =00 = || ez o0

< fitw)]e(x) — ¢(0)]dz
B(07E])

< sup |/ |fg
wEE(O,sj) B(0,¢5)

= sup |p(x) -
z€B(0,e5)

Pour toute j € N, il existe z; € B(0,¢;) tel que sup |¢(z) — ¢(0)] = |p(z;) — ¢(0)] (car
z€B(0,e5)
B(0,¢,) est compact et ¢ est continue). De plus, on a : lim ¢(z;) = ¢(0). Donc :

J—= koo

0< lim [(fj,0) = (0,¢)] < lim lotz;) —¢(0)] = 0.

j—+oo Jj—+oo

D’ou le résultat. m

Théoréme 2.1 (Lemme de Dubois-Reymrond) : Soit f € Ly, .(Q) et Ty la distribution
définit par :

Vo e 2(Q): (T, ) = /Qf(:c)go(:r;)dx

Les deux propriétaires suivanies sont équivalentes :
i) Ty =0 dans 2'(12),
ii) f=0 p.p. surQ.
Par conséquent : si f,g € L} ,.(Q), alors f = g p.p. sur Q, si et seulement si Ty = T,.

Preuve: L’implication ii) = i) est immédiate, on va démontrer I'implication i) = ii).
Premiére méthode : Soit K C  un compact. On pose 6x = d(K,Cs.). Soit € < § et
Xk la fonction caractéristique de K. Soit (¢;)jen C Z2(22), 0 < ¢p; < 1,7); = 1 sur K et
supp ¥; C B(0, ?) (cette suite existe d’aprés lemme d’Usishon, voir Théoréme 1.6). La suite
(1;)jen+ converge p.p. vers xk, il résulte que (f.1);),en+ converge p.p. vers f.xx, de plus, on
a: |fa;] < foxr. D'prés théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13)

on a .

/f dx—/f Xk (z)dr = lim f( )pj(x)dr =0

Jj—+oo

Puisque K est quelconque, on déduit d’aprés Théoréme 1.11 que f = 0 p.p. sur €.

Deuxiéme méthode : Soit (K);jen une suite exhaustive de 2 (voir Proposition 1.12),

0
on pose : O; = K;. On va montrer que f = 0 sur tout ouvert (0;),en.
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Soit f; = flo,, alors f; € L'(O;) (car O; est borné). De la densité de 2(0;) dans L'(0;)
pour € > 0 il existe ¢/ € 2(0;) telle que [[¥I — fil|110,) < e

Soit ¢ € 2(0;). Comme/ fi(x)p(r)dr = / f(z)p(x)dx = 0, on obtient :

O;

/Oj iﬂﬁ(x)SO(x):/ (Yl(x) — [z d:c—i—/ fi(x)p(zdz) /Oj(wg(g;)_fj(x))@(x)dx_

Alors :
| w@ps
o

. J)2
Soitn>0.0npose:<p——€€.@(O) Ona:|p| <letylp= (¥2) _
Vi () P+ ()
712
Donc:/ L<a

O \JipP (Wl

Faisons 71 tend vers 0, on obtient d’aprés théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(Théoreme 1.13 et 1.4) : / 19| < e. Donc :

Oj
1fillio,) < Wi = ¥llio) + 14210, < 2¢,¥e > 0.

On déduit que || fjl[z10,) = 0, i.e f =0 p.p sur O;, donc dans Kj, pour tout j € N.

/ () — f5(2)| (@) |de < € sup [o(a)].

SCEK]‘

Comme K est un recouvrement de €2 alors - /= 0 p.p. dans ). m

Proposition 2.3 : Soit (f;) une swite de L*(Q2) converge p.p. vers une fonction f.
Supposons qu’il existe une fonction g € L*(Q) telle que f; < g p.p. pour toute j € N.
Alors : f € LY(Q) et f; — [ dans 2'(Q).

Preuve: Soit ¢ € 2(Q). On a : (f;, 0) — / fi(@)dz et (f,0) = / f(x)dz.

On sais d’aprés théoréme de convergence glzominée de Lebesgue (QThéoréme 1.13) que f €
L(9).

Considérons la fonction h; = f;¢. La suite (h;) est de L*(§2), converge p.p. vers la fonction
h = fe, et comme ¢ est borné, il existe M > 0 tel que h; < Mg p.p. pour toute j € N.
La fonction Mg appartient a L'(2). En appliquant le théoréme de convergence dominée de

Lebesgue (Théoréme 1.13) on trouve :

lim hj(x)dx:/h( )dz, ie lim /f] dx—/f
Jj—=+oo Jo Q j—+oo
Donc : ‘liIJP (fjso) = (f, ). Alors : f; — f dans 2'(Q2). =
J—+00

Remarque 2.3 : Le théoréme ci-dessus reste valable si on prend une suite dans L, ().
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2.3 Dérivation

Avant de donner le définition de dérivée d’une distribution, on donne le résultat important

suivant :

Proposition 2.4 : Soit T une distribution sur Q0 et soit T; (1 < i < n) la fonctionnelle

linéaire sur 2(Q), définie comme suivante :

v 2(@): (L) = (T.52).

Alors : T; est une distribution sur ).

Oy

Preuve: Soit K C € un compact et soit ¢ € Zk (). Alors : ¢ = 5
i

€ Zk(Q). Donc : il
existe M > 0 et m € N tels que :

(0] £ M.Prn() = M. (5

) < M. Pg mi1(p)

(2

. Alors :
(T, o) = (T, )| < M. Py mia ().

Donc : T; est une distribution sur (). m

Maintenant, on donne la définition suivante :

Définition 2.5 : Soit T € 2'(2). La dévivée de T (par rapport au x;) est la distribution

définie comme suivant :
oT Op
1 = Q : —_— = — T _ 24

Remarque 2.4 : D’apres Proposition 2.4 et Définition 2.5 :

1. On peut montrer par récurrence que toute distribution est infiniment dérivable.

2. Si'T est d’ordre m, alors : est d’ordre m 4+ 1 au plus.

8131'
Proposition 2.5 : Soit T' une distribution sur . Alors :
Vo € N" Vo € 2(Q) : (DT, @) = (—1)1*NT, D*y)

Preuve: Soit aw € N" et soit ¢ € Z(Q). Alors :

&p)__
Gxi N

<DaiT7 90> = _<Dai_1T7 o (_1>ai <T7 Dai90>'

Finalement :
(DT, p) = (D -+ DT, p) = (=1)* -+ (=1)>(T, D* - - - D) = (=1)*(T, DI*lp). m
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Proposition 2.6 : Soit (1) une suite de distributions sur Q. Si T; — T dans 2'(R2), alors :
Pour toute multi-indice o on a : D*T; — DT dans 2'().

On dit que l'opérateur de dérivation est un opérateur continue.

Preuve: Soit o € N" et soit ¢ € Z(Q2). Alors : D € 2(Q2) et on a :

[(DT5, ) = (DT, )| = || = 1[*(T3, D*¢) — | = 1*(T, D)
= | =1*({T3, D*¢) = (T, D*¢)|)]

Jj—+oo
= [{T5, D%) — (T, D%p)| — 0.

Donc : D*T; — DT dans Z'({2). m

Exemple 2.10 : Soit f une fonction dérivable sur ]a,b| telle que f' € Li,.(Ja,b]). On a
pour tout € D(|a,b|), il existe ag, by tels que supp ¢ C [ag, bo] Cla,b[. Alors :

(Ty), ) = Tf%@
_ /f

ag

= —[f( +/bo

< ag

= flao)p(ao) — f(ho)p(bo) + [ f'(x)p(x)dr

= f(z)ye(x)dz

= (Tr ¢).

Donc : (Ty) =Ty

Exemple 2.11 : Soit H la fonction de Heaviside définie dans (2.2).Pour tout ¢ € Z(R), il
existe a > 0 tel que supp ¢ C [—a,a]. Alors :

<H,><10> = _<H> 90,>

= — b H(z)y¢' (x)dz

— 00

- /0 " (2)da

= —[p(@)]
©(0) — ¢(a)
©(0)

= (0,9).

Donc : H =

Exemple 2.12 : Soit f € €' (R\{a}). Supposons que f, f' admettant une discontinuité de
type 1 (i.e les limites lim f(x) = f(a™®), lim f(z) = f(a™),lim = f'(z) = f'(a™),lim f'(x) =
> < > <

r—a T—a r—a r—a
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f'(a™) emistent est finies). Soit ¢ € 2(R), il exviste A > 0 tel que suppy C [—a,a] et
—A<a< A Alors :

(Ty), @) = _<vaof,>

Alors :

(2)dar

)da:—/Afxgo’a:)da:

- A+/ 7(@)p(a)de — [f /f
— /f x)dz + f(a /f

= (f(a*) - / e
— (Tpo)+ <f<a+> f(a m

(Ty)' =Ty + (f(a™) = f(a™))da-

Le lemme suivant est important pour démontrer ie théoréme qui vient apreés.

Lemme 2.1 : Soit |a,b[ un intervalle ouvert dge .

1.

2.

b
¢ admet une primitive dans 9 (|a,b|) ssi / o(x)dx = 0.

Si ¢ admet une primitive dans Z7{]a,b|), alors : cette primitive est unique.

Preuve:

1.

Supposons que ¢ admet une primitive ¢ € Z(]a, b[). Alors :

/abSO(x)dx = /aba/z’(x)dx = (b) — (a) = 0.

Réciproquement, on suppose que /b p(x)dx =0 et on pose : P(z) = /9«" o(t)dt.
Alors : 9" = . On va montrer que asupp 1 est compact. Comme supp gpa est compact,
il existe ag, by tels que supp ¢ C [ag, bo] Cla, b[. Donc : ¢ = 0 sur |a, ag[U]by, b|.

Soit x €|a, ap[. Alors : ¥(z) = /l‘ @(t)dt = 0.

y T b
Soit = €|by, b[. Alors : ¢(x) = / (t)dt = / (t)dt = 0. Alors : supp v C ag, b,
donc : supp ) est compact. ‘ ‘

Soit 11,19 € (Ja,b[) deux primitives de ¢. Alors, il existe ¢ € R tel que ¢ = ¢ + 1)s.
Pour z ¢ (supp ¢y Ug) on a: 0 =1(z) = c+ y(x) =c.
Donc : ¥ = 1.
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Théoréme 2.2 : Soit |a,b| un intervalle ouvert de R.
1. Les seuls distributions T' sur ]a,b] telles T' = 0 sont les distributions constantes.

2. Pour toute T € 2'(Ja,b]), il existe S € P'(I) telle que S" = T (toute distribution
admet une primitive).

Preuve:

b
1. Soit ¢ € Z(]a,b]) telle que / Y(z)dx = 1. On pose : (T, ) = c.

b
Soit ¢ € Z(]a,b]). On pose : p = p — w./ o(x)dz. Alors : p € Y(]a,b]) et on a :

/ab p(z)dr = /abw@)da: - /ab o(z)dz. /ab o(z)dz = 0.

Donc : p il existe 6 € Z(]a, b]) telle que " = p. Alors :

(T.g) = (T.p+. / o(x)dz)

b
= (T,0 +1. / olx)dx)
Ja b

= (T8 + (T, ). / o(2)dz

a

b
= —(T',G>+c./ o(z)dx
~b a

/a c.p(z)dr
= (¢).

2. Soit T une distribution sur |a, b[.
b b
Comme précédant, on pose 6/ = p, ol p = ¢ — w./ o(x)dx et / Y(z)dr =1 (en
remarquant que 6 est unique d’aprés Lemme 2.1). ’ ‘
On pose : (S, ) = —(T,0). Alors : pour K €|a,b] et ¢ € Dk (]a,b]) il existe m € N,
K' = KUsuppf et M > 0 tels que :

(S, @) = T.0)|
< M Pgrm(0)
= Mymax{sup |8, sup [0¥]|}
e K’ ze K’ 1<k<m

En remarquant que :
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ol = [ ol
’ tdt—l—/xwtdt./b (s)ds
- /\so e ot rdt/w s
/w |dt+/ ot |dt/ ()]s
- /G\ o

< 2(b—a)sup,ex 4],

IN

et sup 8% < M, sup |©™)| (tenant en compte que ¢ = 0 en dehors de
ze K’ 1<k<m zeK,0<k<m—1

K).

On trouve alors : |(S, ¢)| < M Pk —1().

Maintenant, soit ¢ € Z(]a,b[). ¢ est la primitive de ¢’ dans Z(]a, b[). Alors :
<S/790> = _<Sv g0’> = <T7 SO>

Donc : S est une primitive de 7.

]
Théoréme 2.3 : Soit T € Z'(R") telle que Vi=1---n:0;T = 0. Alors : T est constante.

Preuve: On a : ;7 = 0, donc T ne déoend que de x5, --x,. Ainsi, proche & proche on

preuve que 7' est constante. m

2.4 Opérateurs sur les distributions

Définition 2.6 (restriction d’une distribution): Soit T une distribution sur Q2. Pour

toute ouvert w de Q0 on définit la restriction Ty de T par :

Vo € Z(w) i (T, ) = (T, ¢).

La restriction d'une distribution sur w est une distribution sur w car si on prend K C w
un compact, on a : K C , et pour toute ¢ € Zx(w) ona: ¢ € Pk (). Il existe alors M > 0
et m € N tels que : |(T, ¢)| < M Pk ().

Définition 2.7 (translation d’une distribution) : Soit T' une distribution sur R" et a €

R™. La translation 7, T de vecteur a est défini par :
Vo € D(R™) : (1,1, ) = (T, T_o),

ou : T_gp(x) = p(x +a), Vo € R"
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Si on prend un compact K C R" et ¢ € P (R") alors : K, = {x + a,z € K} est
un compact et 7_,p € Dk, (R™). Donc : (T, 7_,p) a un sens, par conséquent 7,7 est une

distribution sur R™.

Exemple 2.13 : Soit ¢ € Z(R"). On a :
(Ta0,0) = (0, T_atp) = w(a) = (da, ). Donc : 7,6 = b,.

Définition 2.8 (dilatation d’une distribution) : Soit T une distribution sur R™. La di-
latation Ty de rapport A # 0 est défini par : Yo € 2(R") : (Ty, ) = |A|"(T, cp%>,
ou : go%(x) = p(A\x),Vz € R"

Si on prend un compact K C R" et ¢ € Zx(R") alors : K, = {A\z,x € K} est un
compact et ¢1 € D, (R™). Donc : (T, ¢

sur R™.

§> a un sens, par conséquent 7T est une distribution

Exemple 2.14 : Soit ¢ € Z(R"). On a :

(0x, ) = [A["(6, 1) = [A["(0) = [A]"(6, ). Donc : 65 = [A["5.
Définition 2.9 : On désigne par ¢ au p_1, ie : p(x) = o{—x),Vr € R™.
Soit T une distribution sur R™.

1. La symétrie de T est la distribution T défini par :
Vo € D(R”) (T, ) = (T, ).

2. On dit que T est pair si T =T
3. On dit que T est impair si T = —T.

4. On dit que T est homogéne d’ordre m si pour tout A >0 on a : T = \™™T.

Exemple 2.15 :
1. Ona : 0 =90, i.e est une distribution pair.

2. Comme §y = |\|"0, on déduit que 6 est homogéne d’ordre n.

Définition 2.10 (produit d’une distribution par une fonction ) : Soit T une distribu-
tion sur Q, et f € €*(2). On définit f.T par :

Vo e 2(Q) : (f.T,¢) = (T, f.0).

Si on prend un compact K C Q et o € Dk () alors : f.p € k(). Donc : (T, fp) a un
sens, par conséquent f.T est une distribution sur €.

Remarque 2.5 :

1. §i T est une distribution d’ordre m, et f € €, alors : f'T' est une distribution

d’ordre inférieur ou égale m.
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2. Généralement on ne peut pas défini le produit de deuz distributions (voir exercice 2.7).

Exemple 2.16 : Soit o € Z(R") et f € €°(R™). On a :
(f.0,) = (6, f-) = [(0).0(0) = f(0).{0, ). Donc : f.6 = [f(0).9.

Proposition 2.7 : Soit les deux suites (f;) C €>(Q2), (T;) C Z'(Q) telles que f; — f dans
C>(Q) et T; — T dans 2'(Q). Alors : f;.T; — f.T dans 2'(Q).

Preuve: : Soit ¢ € 2(Q), il existe un compact K C € tel que suppp C K. Alors :
supp(fjp) C K et supp(fy) C K

Comme f; — f dans €°(2) et fip, fo € €°(Q2) on a: jEI—Eloo Piw(fjp — f) = 0 pour tous
m € N.

la convergence est dans Z(€2) car K est fixé.

Puisque 7; — T dans 2'(Q2) : (T}, f;.) tend vers (T, f.p).

D’parés théoréme de Banach-Steinhaus (Corollaire 1.2), la convergence est dans 2/(2). =

2.5 Supports des distributions

Définition 2.11 : Ouwvert d’annulation de T € P'(81) est le plus grand ouvert O C § tel
que :
Vo e 2(0). (I ¢)=0

Le support de T (suppT) est Q\ O.

Supposons qu’il existe in ouvert non vide ot 7' = 0, et considérons une famille (O;);er

des ouverts ot 7' = 0. On pose : O = U O;, ce qui est un ouvert.
el
Soit ¢ € Z(0). Alors : K =suppy C O = UO
el
La famille (O;);e; est une recouvrement le compact K, on peut extraire une recouvrement

finie (O;)%,. D’aprés Théoréme 1.7 (partition de 1'unité), il existe une famille (0; )jv , ol

N
0, € 2(0;),0 <6, <1et29—1 Alors : pour toute z € Q on a : p(z 29

7j=1
et pour tout 1 < j < Nona: 6.0 € 2(0,). Donc :

(T,¢) =(T Z i-p) :ZTGJSO ) =0.

Jj=1

j=1"

O est alors 'ouvert d’annulation de T et suppT = 2\ O.

Exemple 2.17 :

1. Soit ¢ € Z(R™) tel que supp ¢ C (R™\ {0}).
Alors : {d,p) = ¢(0) = 0.
Donc : Uouvert d’annulation de § est inclus dans R™\ {0}, cette inclusion est stricte,
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car si on prend vy € P(R™) telle que ¢ = 1 au voisinage de B(0,1), on trouve

(0,9) =¢(0) =1#0.
Donc : suppd = {0}.

2. Soit ¢ € P(R) telle que suppp C] — 00,0[. On a :
+o0
(H,p) = / o(x)dx = 0. Donc : Uouvert d’annulation de H est inclus dans |—oo, 0[.
0

11
Soit (¢;)jen+ une suite des fonctions de Z(R) telle que ¢ > 0 et p =1 sur [——, —] .
n'n

. 1
Alors : (H, @) > / p(x)dr = — #0.
0 n
On déduit que l'ouvert d’annulation de H est | — 0o,0[. Donc : supp H = [0, +0o0].

Proposition 2.8 :

1. Soit T une distribution a support compact sur Q et p € D(Q) telle que ¢ = 0 au
voisinage de supp T ( ie supp @ NsuppT = (). Alors : (T, ) = 0.

2. supp T est le plus petit fermé F' tel que : Si ¢ € 2(Q2), ¢ = 0 au voisinage de F'.
Alors : (T, ) = 0.

Preuve:

1. Comme supp p NsuppT =0 on a : supp e C (R™\ suppT) = O Pouvert d’anulité de
T. Donc : ¢ € 2(0), ce qui donne : (T, ¢} = 0.

2. Soit Fy le plus petit fermé qui vérifie ia propriété : Si ¢ € Z(Q2), p = 0 au voisinage
de Fy alors : (T, ) = 0.
Il est clair que supp T vérifie la propriété, et si Fi, Fy vérifient la propriété alors :
Fy N Fy et Fy U F, vérifient .a propriété.
Supposons que Fy C suppT et que cette inclusion est stricte. Il existe alors zy €
suppT tel que x ¢ Fy. Comme Fy est fermés on a : d(xg, Fy) = 2r > 0. Alors :
B(xzg,7) N Fy =0 et Gy = suppT N B(xg,r) # 0.
I1 résulte que Go U Fy C suppT et Fy C (Go U Fp) avec une inclusion stricte, ce qui

contredit le faite que Fy est le plus petit fermé qui vérifie la propriété.

Remarque 2.6 : Si on remplace ¢ = 0 au voisinage de suppT par ¢ = 0 sur suppT la
proposition ci-dessus ne reste pas vrais. Par exemple on a suppd = {0}, mais si v € Z(R)

tel que ¥ =1 au voisinage de 0 et p(x) = x(x) on a : p =0 sur suppd.

Théoréme 2.4 : Soit T une distribution a support compact sur ). Alors : T est d’ordre fini
m, et pour toute voisinage d’un compact K C ), il existe un constant m tel que pour tout
e 2(Q) ona:|(T,0)] <M Pgk,().

Preuve: Soit K un voisinage compact de supp T et soit x € 2(Q) tel que supp x C K et

x = 1 au voisinage de supp 7.
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Soit maintenant ¢ € Z(2). Alors : o—x.¢ = 0 au voisinage de supp 7. Alors : (T, o—x¢) = 0,
ce qui donne (T, p) = (T, xp).

Il existe My > 0 et m € N tel que pour tout ¢ € Pk () on a : (T,¢)| < My.Prm () et
comme Y.¢ € Pk (2) on a :

(T, @) = (T, x-9)| < Mo-Preon(x-0) < M.Prn(9)-

En remarquant que m ne dépend que de K, qui est fixé (voisinage de supp 7). On déduit
que T est d’ordre fini. m
En utilisant ce résultat pour prolonger le crochet de dualité de (.,.)g 4 de maniére

suivante :

Définition 2.12 (crochet de dualité (.,.)s ) : On note par () a Uespace €(12), et
par &' () a lespace de distributions a support compact. Pour toute T € &'(Q2) et ¢ € £(Q),
on pose :

(T, )¢ e = (T, xp)9,9,

ot x € 2(22),x =1 au voisinage de suppT.
On écrit : (€<(Q)) = &'(Q).

Ce résultat est indépendant au choix de x car si on prend xi, x2 € Z(Q) tels que x; =
X2 = 1 au voisinage de supp7 on a : x1.0 = 2.0 = 0 au voisinage de supp 7T,

donc : (T, x1.¢¢ — x1.¢) = 0, ce qui donne : (7", x1.¢0) = (T, x2-¥).

Théoréme 2.5 : L’injection canorigue de &'(S2) dans 2'(S2) est continue.

On écrit : &'(Q) — 2'(Q).
Preuve: On note par i 'apphcation de &’(2) dans 2/(2) définie par :
VT e&'(Q):4(T)="T.

Cette application est linéaire et si T € &"(2) tel que (7)) = 0 on a : pour tout ¢ € Z(1) :
(T, ) = 0. Donc : pour tout ¢ € &(2) et x € Z(Q) on a :

(T, p)sr6 = (T, x.¢) =0.

Donc : T'= 0, i.e 7 est injective.

Soit maintenant une suite (7})jen C &'(Q2) converge vers 0 dans &”’(€2). Alors : pour tout
p e &'(2) ona: (T;,p)e e converge vers0.

mais on a : (T, ¢)e6 = (T}, X-0)9 .2 = (T, 1) converge vers 0 pour toute ¥ € Z(2). Donc :

7 est continue. ®m
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Exercices

Exercice 2.1 : On définit sur Z(R) la fonctionnelle suivante :

Vo € D(R): (pf,.0) = lim [/l P2) 4 2O

e—0 T g

Montrer que pf% définit une distribution sur R.

Exercice 2.2 : Le but de cet exercice est de montrer que la distribution vpi est d’ordre 1.
Par labsurde, on suppose que vpi est d’ordre O (on sais d’aprés 'exemple ,%.9 que vp1 est
d’ordre inférieur ou égale a 1). ' ’

Soit ¢ € P(R), une fonction paire telle que ¢ > 0,0 = 1 au voisinage de 0. Soit a > 0
tel que supp p C K = [—a,al]. On sais que <vp%, ©) < 2aPk1(p).

On consideére la suite des fonctions (¢;)jen+, définie par : ¢;(x) = ¢(x) arctan(jz).
1. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour toute j € N on a : su};; lp;(x)] < M.

2. Calculer ¢}(0). Que peut on conclure pour P 1(¢;). )

3. Dédusire.

Exercice 2.3 : Le but de cet exercice est de monirer lexistence des distributions d’ordre
mfini.
Soit la fonctionnelle T, définie sur 2(R) por :

Vo € 2(R) (T, 0) =Y ¥ (k).
k=0

1. Montrer que T définit vne distribution sur R.

11
2. Supposons que T est d’ordre fini m. Soit Vg € @ G 33 D Jo > 0 et g =1 sur
11 xm—&-l
|:—Z—1, Z:| . On pose w(ﬂf) = mwo(m)

i) Pour A > 1 on pose : ¢(x) = Y(A(xz — (m + 1))). Montrer que p € €<(R) et que
1 3
suppy C K, = [m—i— §,m+ 5} :
ii) Montrer que (T, p) = A™*L.

iii) Montrer qu’il existe My > 0 tel que : \™ < My Z M sup [0 ®)].
k=0
iv) Montrer que X est finie.

v) Déduire que T' est d’ordre infini.

Exercice 2.4 : On note (1})en la suite des distributions associées aux fonctions localement

sin(jx
intégrables A
T
, T sina T
Montrer que T; converge vers 6 lorsque j tend vers oo (N.B : / dr = =)
0 x
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Exercice 2.5 : Soit la fonctionnelle T' définie sur Z(R) comme suivant :

Vo e Z(R): (T,p) = /|> In|z|.o(x)dz.

1
Injz| : |z|>~=
Soit la suite des fonctions (f;)en+ défini par : f;(z) = {
— ln(]) : ’l" < -
1. Montrer que T définit une distribution sur R, on la note par In|z|.
2. Montrer que f; € Lj,.(R) pour toute j € N*.
3. Montrer que f; — In|z| dans 2'(R).

. Montrer que (In|z|) = vp1.
4 que ( p1

Exercice 2.6 :
1. Calculer x.vpi,x.é.
2. Calculer (xInz) x.6® (k> 1).
3. Résoudre I’équation T = 0 dans Z'(R).

Exercice 2.7 : Soit la suite des fonctions (f;)icne 4éfini par :

Considérons les distributions . T, = f;.
1. Montrer que T; — 0 lorsque j — +o00.
2. Donner Uexpression de (f;. T}, ¢) pour toute ¢ dans Z'(R).
3. Montrer que (f;. T, ) — 400 (prendre ¢ € Z(R) telle que ¢ = 1 au voisinage de 0).

Exercice 2.8 :
1. Calculer (f.T),(fT)", ou f € €*(R) et T € Z'(R).

2. Calculer (Ty + Ty, ), pour T1, Ty € Z'(R") et ¢ € 2(Q) ou Q = R™\(supp7i U
supp Tb).
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Solutions des exercices

Solution 2.1 : Yy € Z(R) : (pfs,, ) = lim U ‘Pg)dx _ 2%0(50)} .
e— |a|>e
Soit p € Z(R). On a :

/ %dm ~ /_€¢ggf>dx+/_m”($)d
|z|>e ) _C[OM]_S B [&] +/ o /OO cp'(x)dx

_ e [, [T e,
9 9 |z|>e i

Donc :

(pfy.0) = lim [90(_5>+‘P(—5) +/x|>s de_Q@]

e—0 IS £ X g
_ _ _ _ /
— lm [_w( €)= 2(0)  p(=e) —(0) sO(w)dx}
e—0 —& IS ‘.Z’|>€ €T
/
g0+ +1m [ ET g,
e=0 lz|>e L
/
= lim So(x)dx
e—0 |:I?|>€ X
= (op1,¢)

Comme vp1 définit une distribution sur R et puisque ¢’ € Z(R), on déduit que pfa définit

une distribution sur R.

Solution 2.2 : ¢ € Z(R), paire, ¢ > 0, = 1 au voisinage de 0, a > 0, suppy C K =
[—a, al.
23(z) = pla) arctan(jz), j € N

1. On a :
_ 7r
sup |p;(x)| = sup | arctan(jz).o(x)| = 5 Sup lo(x)] < M.
zeK zeK €K
2. On a :@j(x) = % + ¢'(x) arctan(jx). Donc : ¢}(0) = jp(0) = j.

Il existe jo € N tel que sup ()] = jo > M > sup |@;(x)].
zeK
Donc : P a(pj) =j pOW’] > Jo-
8. Comme Pr(p;) = sup |¢}(x)], on déduit que lordre de vpy est 1.
zeK ¢

Solution 2.3 : Vp € Z(R Z ©

1. Soit K C R un compact. Il existe j € N tel que K C [—j,j|. Soit maintenant ¢ €
P (R). Alors : supp ¥ C [—j, j] pour tout k € N, i.e o (k) = 0 pour tout k > j,
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ce qui donne :

<@G+1) sup |e® (@) = (5 +1)Px(p).
reK,k<j

(T, )| =

> e®(k)

Donc : T définit une distribution sur R.

2. Supposons que T est d’ordre m.

Yo € 9(] L1 D o 2> 0,9 =1 sur [_i&] P(x) =

ZL‘erl

(RS

23
i) A>1,0(x) =¢(Az— (m+1))).
Puisque 1 € €°(R) alors : ¢ € €°(R).

11
De la définition de p,x € supp ¢ implique que \(x — (m + 1)) € ] ~33 [

S 2MN2A 22
1 3 1 3
Alors : x € {m—l——,m—l——]. Donc : suppp C K, = [m—l——,m+—] )

Donc.-(x—(mﬂ))e] ! l{cl 11{(puisque)\>1.)
2 2 2 2

1 3
ii) Puisque supp ¢ C K, = {m + 5 ™M + 5} , on deduit que

<T7 80> = Sp(m+1) (m + 1) = )\m+1w(m+1) (0) — >\m+1.

iii) On a supposé que T est d’ordre m., alors : il existe My > 0 tel que :

X" = (T, )| < My > sup [p®] = M Y A sup [ ®)].
k=0 k=0

iv) Comme X > 0, pour tout iz < m on a : \¥ <A™, Donc : \™™ < Mg \™ Zsup |w(k)].
k=0

Donc : A < Mkg. Zsup W ®)|. Alors : X est finie.
k=0
v) Si on fait X tend vers linfini, on a une contradiction avec \ finie. Donc : T est

d’ordre infini.

+00 s ;
Solution 2.4 : Vp e R: (T}, ¢) = / Sm(;x)gp(x)dx, j€N.
o 7T

+00 o3 +o00 1 400 -
On a : / Y g = 2/ Y3t = 7. Done - ©(0) = / Smxgo(O)dx.
— 0 —

o T x w T
On fait le changement de variable t = jx, on trouve :
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0 gin(i o sint [t s
[ e - [ (_) a= [T, (E) de. Alors
oo T oo 7t J o X J

(T -Gl = | [ (D)o [0

o0 [e.¢]

[ 5 (6 (5) o)

+00 oj
< [T so(f — p(0)]
o T j

IN

Puisque lim sup
j—+o0

© (%) — QD(O)' = 0, on déduit que T; converge vers d lorsque j — +o0.

In|z| : |z|>

Solution 2.5 : Vo € Z(R) : (T, p) = /| In |z|.o(x)dx, f;(z) = {

S S

—In(j) : |x| <
1. Soit € > 0 assez petit, K C R un compact . 1l exisic a > 1 tel que K C [—a, al.
Soit ¢ € Dk (R), alors :

(T,p) = / In|z|.o(x)dx
lz|>e

= In |z|.p(z)dx
?<!r\§a
= | ln|x|.g0(x)d:1:+/ In |z|.o(z).
Jecja|<1 1<|z|<a
D’une part : / In|z|.p(x)] < sup |p(z)]. In|z|dx < My Pko(p).
1<|z|<a 1<|z|<a 1<|z|<a

D’autre part : d’aprés théoréme des accroissements finis, il eziste € < |x| < |z < 1
l—2 11—z

tel que |In|z|| = —In|z|=Inl —In|z| = ol 5l
X x
1—:15E

Donc / ln|a:|.g0(x)d:r§/ ——.p(z)dx,
e<|z|<1 e<|z|<1 ‘iL"

cette derniére va traiter comme vpi .
x

Donc : T définit une distribution sur R, on la note par In |z|.

2. La fonction f; est continue pour tout j € N*. Donc : f; € L} ,.(R) pour toute j € N*.
3. On peut écrire : Yo € Z(R) :< In|z|, ¢ >= / In|z|.o(x)dz, donc :
1

|z 5
J

Sl

(f520) — (n 2], )| = / —Injp(z)de < Inj / o(a)\da

1
|.’L’|<; -

S

1
En appliquant le théoréme de la moyenne, il existe x; € [——, =] tel que
J

i In j
[ letallde = Zlptapl. Done s (5,0} — (nlal, )] < = o(ay).
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Puisque ¢ est continue : 'liin lo(z;)] = |¢(0)]. Donc :
Jj—+oo

0< Tim |(f @)~ (nlel, )] < Tim.

Donc : f; = In|z| dans Z'(R).

. Soit p € Z(R). On a : {(In|x]),p) = —(In|z|,¢") = —/ In |z|.¢'(z)dx
|z|>e

Il existe a > ¢ tel que supp ¢ C [—a,a]. Donc :

—/ In|z|.¢' (z)dx = —/ ln]x\.go’(a:)da:—/ In|z|.¢' (x)dz
|z|>e —a €

= @ [ Xt el + [ 2

—a

— ne(p(e) — p(—e)) + / o) e

lz|>e L
On a : p(e)—p(—¢) = 2e¢'(0)40(¢), alors : hII(l] Ine(p(e)—p(—¢)) = hrr(l) 2ec'(0) = 0.
e— e—
Donc :
() =t [ P8 12— opy. ).
Ce qui donne : (In|z|) = vpa.
Solution 2.6 :
1. Soit p € P(R). Alors :
) ek o) = (ol o)
= lim x.—(p(m)dx
e—0 |z|>e xT
= ll_I)% o(x)dx
|z|>e
+o0
= p(x)dz
= (L)

1
Donc : x. Up =1.

*) (2.6, ) = (5 z.p) = 0.
Donc : .6 = 0.

2. Soit p € Z(R). Alors :

x) ((x.Inz),p) = —(z.Inx,¢)
= —(lnx,x+.<p’>

= —lim z.Inz.¢ (z)dx

e—0

= hm[(1+lnx) ()]

+oo
(1+Inz)p(x)dx

Y hm
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Donc : (xlnz) = H +1nx.

) (260, ) = <5(’“),x-s0>

= Z Ck ‘:v=0

Donc : 2.0%) = (=1)F k&'
3. De la premiére question, si T =6 alors : xT = 0.
Ainsi, st T = c.d (c € R) alors : 2T = 0.

Supposons maintenant que xT' = 0, alors :
pour tout p € Z(R) on a : (x.T,¢) = (T,x.0) = 0.

11 1 1
Soit (v;) € Z(R) tel que suppp; C |—=,—=| et p; =1 sur [——,,—,].
’ ’ j'J ’ 2j7 2j
D’prés Proposition 2.8, on trouve suppT = {0}. Denc : il existe k € N et ¢ € R tels

que T = .60,

Mais, d’apres la deuzieme question x.6%) différent de 0 lorsque k > 1.

Donc : les solutions de l'équation T = 0 uans Z'(R) sont les distributions sous la
forme c.§ (¢ € R).

'

J  T€ [C,—

Solution 2.7 : f;(z) = ! { jeN T, = fj.
0 I 4 7’" 3

1. Soit p € Z(R). Alors :

j / " p(a)dz — p(0)

D’pres théoréeme de la moyenne, il existe x; € [0, 17] tel que :

1
(i 1
J/ = j.—o(z;)
0 J
j—+o0

(T3, ) — (0, 0)] = [eo(2;) — 0(0) — 0.

Donc : T; — § lorsque j — 400.

|<Tj’90> - <5790>| =

Alors :

2. Soit ¢ dans Z'(R). On a : (f;. T}, ¢) = (I}, f;-0) :j2/j o(x)dz.
0

Université de M’sila 52 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev

Master 1 EDPs et applications

11

3. Soit p € Z(R) telle que ¢ >0 et p =1 sur {——,, —}. Alors :

JJ

J—+oo

1 1
T, 0) —f/ so(x)dxzf/ dr = j =315 .

0 0

Donc : (f;. T}, ¢) — +o0.

Solution 2.8 :

1. Soit ¢ € D(R), alors : ((f.T),¢) =—(T, f.¢').
Ona:(fo)=fe+f.0 Donc:

<(f'T),790> = -

Ce qui donne : (f.T) = f.1"+ f'.T.

Alors :

(fT) = (fT' + f.7) = f.T" + 2T + f.T.

2- <T1 + T2a ()0> = <T17(10> + <T2790> = U
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