
CHAPITRE 2

DISTRIBUTIONS : DÉFINITIONS ET
PROPRIÉTÉS

Dans ce chapitre on donne la définition d’une distribution, la dérivation, et quelques
exemples et propriétés. D’abord, on donne une petite motivation.

La masse de Dirac sur R, définie comme suit :

δ(A) =

{
1 : 0 ∈ A,
0 : 0 /∈ A, (2.1)

et la fonction de Heaviside H définie par :

H(x) =

{
1 : x ≥ 0,

0 : x < 0,
(2.2)

peuvent considérer comme des mesures de Radon sur R, i.e formes linéaires continues sur
K (R).

I) Soit f ∈ L1
loc(R) une fonction dérivable telle que f ′ ∈ L1

loc(R). Alors : f et f ′ peuvent
considérer comme des mesures de Radon. Ainsi : pour tout ϕ ∈ K (R). Pour ε assez petit,
on considère la perturbation fε(x) = f(x+ε) de f , elle aussi dans L1

loc(Rn) et le théorème de
convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.13 et Remarque 1.4) permis nous d’écrire :

lim
ε→0

1

ε

[∫ +∞

−∞
f(x+ ε)ϕ(x)dx−

∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx

]
= lim

ε→0

∫ +∞

−∞

f(x+ ε)− f(x)

ε
ϕ(x)dx

=

∫ +∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx

On a alors : lim
ε→0

fε − f
ε

= f ′, dans K ′(R) = M (R).

II) H ∈ L1
loc(R), mais n’est pas dérivable au sens usuelle, on va chercher un autre sens

de dérivation de H. Soit alors ϕ ∈ K (R).
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D’autre part, pour Φ une primitive de ϕ et ε > 0 assez petit, on a :

lim
ε→0

〈Hε −H,ϕ〉
ε

= lim
ε→0

∫ +∞

−∞

H(x+ ε)−H(x)

ε
ϕ(x)dx

= lim
ε→0

1

ε

[∫ +∞

−∞
H(x+ ε)ϕdx−

∫ +∞

−∞
H(x)ϕdx

]

= lim
ε→0

1

ε

[∫ +∞

−ε
ϕdx−

∫ +∞

0

H(x)ϕdx

]

= lim
ε→0

1

ε

∫ 0

−ε
ϕ(x)dx

= lim
ε→0

Φ(0)− Φ(−ε)
ε

= ϕ(0)

= δ(ϕ).

On dit que H ′ existe au sens faible sur K (R) et on écrit : H ′ = δ.

II) Soit δε la perturbation de δ pour ε assez petit. Alors : pour ϕ ∈ K (R) on a :

lim
ε→0

〈δε − δ, ϕ〉
ε

= lim
ε→0

ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
.

Cette limite existe seulement pour les fonctions dérivables, à support compact, i.e pour
ϕ ∈ D1(R). Alors : δ′ n’est pas une mesure. Précisément, δ′ ∈ (D1(R))′.

Ainsi de suite, δ′′, δ3, · · · appartient aux espaces (D2(R))′, (D3(R))′, · · · .
L’espace qui comprend tous ces espaces est appelé espace des distributions, c’et le dual

de D(R).

Dans ce qui suit, Ω est un ouvert non vide de Rn.

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 : On appelle distribution sur Ω toute forme linéaire continue sur l’espace
vectoriel D(Ω). Autrement dit : un forme linéaire T : D(Ω) → R est une distribution si est
seulement si : Pour toute compact K ⊂ Ω, il existe m ∈ N et M > 0 tels que :

∀ϕ ∈ DK(Ω) : |〈T, ϕ〉| ≤M.PK,m(ϕ), (2.3)

où T (ϕ) est désigné par 〈T, ϕ〉 (crochet de dualité).
On note par D ′(Ω) l’espace des distributions sur D(Ω).

Définition 2.2 (convergence dans D ′(Ω)) : On dit qu’une suite des distributions (Tj) est
converge vers T dans D ′(Ω) si :

∀ϕ ∈ D(Ω), lim
j→+∞

〈Tj, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉
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Proposition 2.1 : Soit (Tj) une suite des distributions. Supposons que la suite numérique
〈Tj, ϕ〉 converge vers une limite `(ϕ). On définit un forme linéaire T comme suivant :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈T, ϕ〉 = `(ϕ).

Alors : T ∈ D ′(Ω).

Preuve: Il suffit d’appliquer Corollaire 1.2 du théorème de Banach-Steinhaus, en considé-
rant l’espace D(Ω) comme un espace de Fréchet, et R comme un espace de Banach (donc,
localement convexe, métrisable).

Définition 2.3 (ordre d’une distribution ) : Soit T ∈ D ′(Ω). On sais que pour toute
compact K ⊂ Ω, il existe m ∈ N,M > 0 tels que

∀ϕ ∈ DK(Ω) : |〈T, ϕ〉| ≤M.PK,m(ϕ)

Si m est indépendant de K, on dit que la distribution T est d’ordre fini.
L’ordre de T est le plus petit m qui vérifie cette propriété.

Remarque 2.1 : On peut montrer que distribution d’ordre m est un forme linéaire continue
sur Dm(Ω), l’inverse est aussi vrais. En effet, si on munit l’espace Dm(Ω) de la structure
topologique engendrée par la famille des semi-normes Pk,j(Ω) (0 ≤ j ≤ m), on voit facilement
que si T est une distribution d’ordre m sur Ω alors T ∈ (Dm(Ω))′ et l’inverse.

On désigne par ξm(Ω) l’espace des distributions d’ordre m. On munit cet espace ou bien de
la topologie forte, ou bien de la topologie faible (voir §1.3).

Remarque 2.2 : Les mesures de Radon sur Ω sont les distributions d’ordre 0 sur Ω.

Définition 2.4 (Distribution positive ) : On dit q’une distribution T sur Ω est positive
si :

∀ϕ ∈ D(Ω) : ϕ ≥ 0⇒ 〈T, ϕ〉 ≥ 0

Exemple 2.1 : La fonctionnelle définit par 〈T, ϕ〉 = 0 pour toute ϕ ∈ D(Ω) est la distribu-
tion nulle sur Ω.

Exemple 2.2 : Soit c ∈ R et T la fonctionnelle définit par :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈T, ϕ〉 =

∫

Ω

c.ϕ(x)dx.

T est la distribution constante qui vau c sur D(Ω), c’est une mesure de Radon.
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En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). Comme précédant :

|〈T, ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

c.ϕ(x)dx

∣∣∣∣

≤ |c|.
∫

Ω

|ϕ(x)|dx

= |c|.
∫

K

|ϕ(x)|dx
≤ |c|.mes(K). sup

x∈K
|ϕ(x)|

= |c|.mes(K).PK,0(ϕ).

Exemple 2.3 : La mesure de Dirac δa dans le point a ∈ Rn comme suivant :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

δa est mesure de Radon (en particulier : δ0 = δ).
En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). On a deux cas :

si a ∈ K, on a |ϕ(a)| ≤ sup
x∈K
|ϕ(x)|,

si a /∈ K, on a |ϕ(a)| = 0 ≤ sup
x∈K
|ϕ(x)|.

Alors :
|〈δa, ϕ〉| = |ϕ(a)|

≤ sup
x∈K
|ϕ(x)|

= PK,0(ϕ).

Exemple 2.4 : Soit la distribution T défini pour toute point a ∈ Rn et pour toute α ∈ Nn

comme suivant :
∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈T, ϕ〉 = Dαϕ(a)

T est une distribution d’ordre m ≤ |α| (on peut montrer que m = |α|).
En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). Comme précédant :

|〈T, ϕ〉| = |Dαϕ(a)|
≤ sup

x∈K
|Dαϕ(x)|

≤ sup
x∈K

sup
|β|≤|α|

|Dβϕ(x)|

= PK,|α|(ϕ).

Maintenant, soit ψ ∈ D(Ω) telle que ψ(a) = 1 (la fonction ψ existe d’après le lemme
d’Urysohn, voir Théorème 1.6). On pose : ϕ0(x) = (x − a)αψ(x) pour tous x ∈ Ω. Alors :
pour tous β ∈ Nn tel que |β| ≤ |α| on a :

Dβϕ0(x) =
∑

γ≤β
Cβ
αD

β(x− a)α.Dβ−γψ(x)

=
∑

γ≤β
Cβ
α(x− a)β−γ.Dβ−γψ(x)
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Alors : Dβϕ0(a) = 0 pour |β| < |α| et Dβϕ0(a) = 1.

On déduit que |〈T, ϕ0〉| = PK,|α|(ϕ0), donc : T est d’ordre |α|.

Exemple 2.5 : Soit f ∈ L1
Loc(Ω). On peut associe à f une distribution Tf défini par :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Tf , ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx

La distribution Tf est une mesure de Radon sur Ω. On écrit : |〈Tf , ϕ〉| = |〈f, ϕ〉| pour
ϕ ∈ D(Ω).

En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). Alors :

|〈Tf , ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|f(x)ϕ(x)|dx

=

∫

K

|f(x)ϕ(x)|dx

≤ sup
x∈K
|ϕ(x)|

∫

K

|f(x)|dx

= ‖f‖L1(K).PK,0(ϕ).

Exemple 2.6 : La fonction de Heaviside H définie par (2.2) appartient à L1
Loc(R), elle défini

une distribution sur D(R), c’est une mesure de Radon.

Exemple 2.7 : Pour f ∈ L1
Loc(R2), on pose :

∀ϕ ∈ D(R3) : 〈T, ϕ〉 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)ϕ(x, y, 0)dxdy

T est une mesure de Radon, appelée la distribution à couche simple de densité f .
En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). On pose K ′ = K ∩ (R2 × {0}), ce qui

est un compact de R2. Alors :

|〈T, ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)ϕ(x, y, 0)dxdy

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(x, y)ϕ(x, y, 0)|dxdy

=

∫

K′
|f(x, y)ϕ(x, y, 0)|dxdy

≤ sup
(x,y,z)∈K

|ϕ(x, y, z)|
∫

K′
|f(x, y)|dxdy

= ‖f‖L1(K′).PK,0(ϕ).

Exemple 2.8 : Pour f ∈ L1
Loc(R2), on pose :

∀ϕ ∈ D(R3) : 〈T, ϕ〉 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)

∂ϕ

∂z
(x, y, 0)dxdy
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T est une distribution d’ordre 1 appelé la distribution a couche double de densité f .
En effet, soit K ⊂ Ω un compact et ϕ ∈ DK(Ω). On pose K ′ = K ∩ (R2 × {0}), ce qui

est un compact de R2. Alors :

|〈T, ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)

∂ϕ

∂z
(x, y, 0)dxdy

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(x, y)

∂ϕ

∂z
(x, y, 0)|dxdy

=

∫

K′
|f(x, y)

∂ϕ

∂z
(x, y, 0)|dxdy

≤ sup
(x,y,z)∈K

|ϕ(x, y, z)|
∫

K′
|f(x, y)|dxdy

= ‖f‖L1(K′).PK,1(ϕ).

Maintenant, soit ψ ∈ D(R) telle que ψ(x, y, z) = 1 sur un voisinage compact K0 de (0, 0, 0)

(ψ existe d’après le lemme d’Urysohn, voir Théorème 1.6).

On pose : ϕ0(x, y, z) = zψ(x, y, z). Donc :
∂ϕ0

∂z
(x, y, 0) = ψ(x, y, 0) = 1 sur

0

K0.
On déduit que PK0,1(ϕ) ≥ 1.

Donc : T est d’ordre 1.

Exemple 2.9 : La valeur principale de Cauchy vp 1
x
est une distribution d’ordre 1 défini

comme suivant :
∀ϕ ∈ DK(R) : 〈vp 1

x
, ϕ〉 = lim

ε→0

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx.

En effet, soit a > 0, K ⊂ [−a, a] un compact et ϕ ∈ DK(R).

On pose : ψ(x) =

∫ 1

0

ϕ′(tx)dt. Donc : ψ(0) = ϕ′(0) et
ϕ(x)

x
=
ϕ(0)

x
+ ψ(x) pour x 6= 0.

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx =

∫ −ε

−a

ϕ(x)

x
dx+

∫ a

ε

ϕ(x)

x
dx

=

∫ −ε

−a

[
ϕ(0)

x
+ ψ(x)

]
dx+

∫ a

ε

[
ϕ(0)

x
+ ψ(x)

]
dx

=

[
−ϕ(0)

x

]−ε

−a
+

[
−ϕ(0)

x

]ε

a

+

∫

|x|>ε
ψ(x)dx

=

∫

|x|>ε
ψ(x)dx.

Donc : 〈vp 1
x
, ϕ〉 = lim

ε→0

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx = lim

ε→0

∫

|x|>ε
ψ(x)dx =

∫ a

−a
ψ(x)dx.
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En remarquant que
∫ a

−a
ψ(x)dx existe car ψ est continue. Alors :

|〈vp 1
x
, ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫ a

−a
ψ(x)dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ a

−a

∫ 1

0

ϕ′(tx)dtdx

∣∣∣∣

≤
∫ a

−a

∫ 1

0

|ϕ′(tx)|dtdx

≤ 2a sup
x∈K
|ϕ′(x)|

= 2aPK,1(ϕ)

Donc : vp 1
x
est une distribution d’ordre inférieur où égale à 1.

Si on peut écrire une distribution T sur Ω sous forme intégrale
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, on dit

que T est une distribution régulière et que f est la fonction associée au T, sinon on
dit que T est une distribution singulière.

.
Par exemple, la fonction de Heaviside définit une distribution régulière, et la distribution

de Dirac est une distribution singulière.

2.2 Quelque propriétés et résultats

Proposition 2.2 : Soit (fj) une suite de L1(Rn) telle que Pour tous j ∈ N :

1. fj ≥ 0 et
∫

Rn
fj(x)dx = 1,

2. supp fj ⊂ B(0, εj) où lim
j→+∞

εj = 0. pour toute j ∈ N.

Alors : fj → δ dans D ′(Rn).

Preuve: Soit ϕ ∈ D(Rn). Comme supp fj ⊂ B(0, εj) on a :

〈fj, ϕ〉 =

∫

Rn
fj(x)dx =

∫

B(0,εj)

fj(x)dx = 1,

〈fj, ϕ〉 =

∫

Rn
fj(x)ϕ(x)dx =

∫

B(0,εj)

fj(x)ϕ(x)dx.
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On déduit que :

|〈fj, ϕ〉 − 〈δ, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣

∫

B(0,εj)

fj(x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫

B(0,εj)

fj(x)ϕ(x)dx−
∫

B(0,εj)

fj(x)ϕ(0)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫

B(0,εj)

fj(x)(ϕ(x)− ϕ(0))dx

∣∣∣∣∣

≤
∫

B(0,εj)

fj(x)|ϕ(x)− ϕ(0)|dx

≤ sup
x∈B(0,εj)

|ϕ(x)− ϕ(0)|
∫

B(0,εj)

|fj(x)dx

= sup
x∈B(0,εj)

|ϕ(x)− ϕ(0)|.

Pour toute j ∈ N, il existe xj ∈ B(0, εj) tel que sup
x∈B(0,εj)

|ϕ(x)− ϕ(0)| = |ϕ(xj)− ϕ(0)| (car

B(0, εj) est compact et ϕ est continue). De plus, on a : lim
j→+∞

ϕ(xj) = ϕ(0). Donc :

0 ≤ lim
j→+∞

|〈fj, ϕ〉 − 〈δ, ϕ〉| ≤ lim
j→+∞

|ϕ(xj)− ϕ(0)| = 0.

D’où le résultat.

Théorème 2.1 (Lemme de Dubois-Reymond) : Soit f ∈ L1
Loc(Ω) et Tf la distribution

définit par :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Tf , ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx

Les deux propriétaires suivantes sont équivalentes :

i) Tf = 0 dans D ′(Ω),

ii) f = 0 p.p. sur Ω.

Par conséquent : si f, g ∈ L1
Loc(Ω), alors f = g p.p. sur Ω, si et seulement si Tf = Tg.

Preuve: L’implication ii)⇒ i) est immédiate, on va démontrer l’implication i)⇒ ii).
Première méthode : Soit K ⊂ Ω un compact. On pose δK = d(K,CΩ

Rn). Soit ε < δ et
χK la fonction caractéristique de K. Soit (ψj)j∈N∗ ⊂ D(Ω), 0 ≤ ψj ≤ 1, ψj = 1 sur K et
suppψj ⊂ B(0, ε

j
) (cette suite existe d’après lemme d’Usishon, voir Théorème 1.6). La suite

(ψj)j∈N∗ converge p.p. vers χK , il résulte que (f.ψj)j∈N∗ converge p.p. vers f.χK , de plus, on
a : |f.ψj| ≤ f.χK . D’près théorème de convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.13)
on a : ∫

K

f(x)dx =

∫

Ω

f(x).χK(x)dx = lim
j→+∞

∫

Ω

f(x).ψj(x)dx = 0

Puisque K est quelconque, on déduit d’après Théorème 1.11 que f = 0 p.p. sur Ω.
Deuxième méthode : Soit (Kj)j∈N une suite exhaustive de Ω (voir Proposition 1.12),

on pose : Oj =
0

Kj. On va montrer que f = 0 sur tout ouvert (Oj)j∈N.
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Soit fj = f |Oj , alors fj ∈ L1(Oj) (car Oj est borné). De la densité de D(Oj) dans L1(Oj)

pour ε > 0 il existe ψjε ∈ D(Oj) telle que ‖ψjε − fj‖L1(Oj) < ε.

Soit ϕ ∈ D(Oj). Comme
∫

Oj

fj(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx = 0, on obtient :

∫

Oj

ψjε(x)ϕ(x) =

∫

Oj

(ψjε(x)− fj(x))ϕ(x)dx+

∫

Oj

fj(x)ϕ(xdx) =

∫

Oj

(ψjε(x)− fj(x))ϕ(x)dx.

Alors : ∣∣∣∣∣

∫

Oj

ψjε(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Oj

|ψjε(x)− fj(x)|.|ϕ(x)|dx ≤ ε sup
x∈Kj
|ϕ(x)|.

Soit η > 0. On pose : ϕ =
ψjε√

η2 + (ψjε)2

∈ D(Oj). On a : |ϕ| ≤ 1 et ψjε.ϕ =
(ψjε)

2

√
η2 + (ψjε)2

.

Donc :
∫

Oj

(ψjε)
2

√
η2 + (ψjε)2

≤ ε.

Faisons η tend vers 0, on obtient d’après théorème de convergence dominée de Lebesgue

(Théorème 1.13 et 1.4) :
∫

Oj

|ψjε| ≤ ε. Donc :

‖fj‖L1(Oj) ≤ ‖fj − ψjε‖L1(Oj) + ‖ψjε‖L1(Oj) ≤ 2ε,∀ε > 0.

On déduit que ‖fj‖L1(Oj) = 0, i.e f = 0 p.p sur Oj, donc dans Kj, pour tout j ∈ N.
Comme Kj est un recouvrement de Ω alors : f = 0 p.p. dans Ω.

Proposition 2.3 : Soit (fj) une suite de L1(Ω) converge p.p. vers une fonction f .
Supposons qu’il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que fj ≤ g p.p. pour toute j ∈ N.
Alors : f ∈ L1(Ω) et fj → f dans D ′(Ω).

Preuve: Soit ϕ ∈ D(Ω). On a : 〈fj, ϕ〉 =

∫

Ω

fj(x)dx et 〈f, ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)dx.

On sais d’après théorème de convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.13) que f ∈
L1(Ω).
Considérons la fonction hj = fjϕ. La suite (hj) est de L1(Ω), converge p.p. vers la fonction
h = fϕ, et comme ϕ est borné, il existe M > 0 tel que hj ≤ Mg p.p. pour toute j ∈ N.
La fonction Mg appartient à L1(Ω). En appliquant le théorème de convergence dominée de
Lebesgue (Théorème 1.13) on trouve :

lim
j→+∞

∫

Ω

hj(x)dx =

∫

Ω

h(x)dx, i.e lim
j→+∞

∫

Ω

fj(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Donc : lim
j→+∞

〈fj, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉. Alors : fj → f dans D ′(Ω).

Remarque 2.3 : Le théorème ci-dessus reste valable si on prend une suite dans L1
loc(Ω).
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2.3 Dérivation

Avant de donner le définition de dérivée d’une distribution, on donne le résultat important
suivant :

Proposition 2.4 : Soit T une distribution sur Ω et soit Ti (1 ≤ i ≤ n) la fonctionnelle
linéaire sur D(Ω), définie comme suivante :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Ti, ϕ〉 =

〈
T,

∂ϕ

∂xi

〉
.

Alors : Ti est une distribution sur Ω.

Preuve: Soit K ⊂ Ω un compact et soit ϕ ∈ DK(Ω). Alors : ψ =
∂ϕ

∂xi
∈ DK(Ω). Donc : il

existe M > 0 et m ∈ N tels que :

|〈T, ψ〉| ≤M.PK,m(ψ) = M.PK,m

(
∂ϕ

∂xi

)
≤M.PK,m+1(ϕ)

. Alors :
|〈Ti, ϕ〉| = |〈T, ψ〉| ≤M.PK,m+1(ϕ).

Donc : Ti est une distribution sur Ω.

Maintenant, on donne la définition suivante :

Définition 2.5 : Soit T ∈ D ′(Ω). La dérivée de T (par rapport au xi) est la distribution
définie comme suivant :

∀ϕ ∈ D(Ω) :

〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
T,

∂ϕ

∂xi

〉
(2.4)

Remarque 2.4 : D’après Proposition 2.4 et Définition 2.5 :

1. On peut montrer par récurrence que toute distribution est infiniment dérivable.

2. Si T est d’ordre m, alors :
∂T

∂xi
est d’ordre m+ 1 au plus.

Proposition 2.5 : Soit T une distribution sur Ω. Alors :

∀α ∈ Nn,∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉

Preuve: Soit α ∈ Nn et soit ϕ ∈ D(Ω). Alors :

〈DαiT, ϕ〉 = −〈Dαi−1T,
∂ϕ

∂xi
〉 = · · · (−1)αi〈T,Dαiϕ〉.

Finalement :
〈DαT, ϕ〉 = 〈Dα1 · · ·DαnT, ϕ〉 = (−1)α1 · · · (−1)αn〈T,Dα1 · · ·Dαnϕ〉 = (−1)α〈T,D|α|ϕ〉.
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Proposition 2.6 : Soit (Tj) une suite de distributions sur Ω. Si Tj → T dans D ′(Ω), alors :
Pour toute multi-indice α on a : DαTj → DαT dans D ′(Ω).

On dit que l’opérateur de dérivation est un opérateur continue.

Preuve: Soit α ∈ Nn et soit ϕ ∈ D(Ω). Alors : Dαϕ ∈ D(Ω) et on a :

|〈DαTj, ϕ〉 − 〈DαT, ϕ〉| = || − 1|α〈Tj, Dαϕ〉 − | − 1|α〈T,Dαϕ〉|
= || − 1|α(〈Tj, Dαϕ〉 − 〈T,Dαϕ〉|)|
= |〈Tj, Dαϕ〉 − 〈T,Dαϕ〉|

j→+∞
−→ 0 .

Donc : DαTj → DαT dans D ′(Ω).

Exemple 2.10 : Soit f une fonction dérivable sur ]a, b[ telle que f ′ ∈ L1
Loc(]a, b[). On a

pour tout ϕ ∈ D(]a, b[), il existe a0, b0 tels que suppϕ ⊂ [a0, b0] ⊂]a, b[. Alors :

〈(Tf )′, ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉

= −
∫ b

a

f(x)ϕ′(x)dx

= −
∫ b0

a0

f(x)ϕ′(x)dx

= −[f(x)ϕ(x)]b0a0 +

∫ b0

a0

f ′(x)ϕ(x)dx

= f(a0)ϕ(a0)− f(b0)ϕ(b0) +

∫ b0

a0

f ′(x)ϕ(x)dx

=

∫ b0

a0

f ′(x)ϕ(x)dx

= 〈Tf ′ , ϕ〉.

Donc : (Tf )
′ = Tf ′.

Exemple 2.11 : Soit H la fonction de Heaviside définie dans (2.2).Pour tout ϕ ∈ D(R), il
existe a > 0 tel que suppϕ ⊂ [−a, a]. Alors :

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉
= −

∫ +∞

−∞
H(x)ϕ′(x)dx

= −
∫ a

0

ϕ′(x)dx

= −[ϕ(x)]a0
= ϕ(0)− ϕ(a)

= ϕ(0)

= 〈δ, ϕ〉.

Donc : H ′ = δ.

Exemple 2.12 : Soit f ∈ C 1(R\{a}). Supposons que f, f ′ admettant une discontinuité de
type 1 (i.e les limites lim

>
x→a

f(x) = f(a+), lim
<

x→a
f(x) = f(a−), lim

>
x→a

= f ′(x) = f ′(a+), lim
<

x→a
f ′(x) =
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f ′(a−) existent est finies). Soit ϕ ∈ D(R), il existe A > 0 tel que suppϕ ⊂ [−a, a] et
−A < a < A. Alors :

〈(Tf )′, ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉
= −

∫ +∞

−∞
f(x)ϕ′(x)dx

= −
∫ A

−A
f(x)ϕ′(x)dx

= −
∫ a

−A
f(x)ϕ′(x)dx−

∫ A

a

f(x)ϕ′(x)dx

= −[f(x)ϕ(x)]a−A +

∫ a

−A
f ′(x)ϕ(x)dx− [f(x)ϕ(x)]Aa +

∫ A

a

f ′(x)ϕ(x)dx

= −f(a−)ϕ(a) +

∫ a

−A
f ′(x)ϕ(x)dx+ f(a+)ϕ(a) +

∫ A

a

f ′(x)ϕ(x)dx

= (f(a+)− f(a−))ϕ(a) +

∫ A

−A
f ′(x)ϕ(x)dx

= 〈Tf ′ , ϕ〉+ (f(a+)− f(a−))〈δa, ϕ〉.

Alors : (Tf )
′ = Tf ′ + (f(a+)− f(a−))δa.

Le lemme suivant est important pour démontrer le théorème qui vient après.

Lemme 2.1 : Soit ]a, b[ un intervalle ouvert de R.

1. ϕ admet une primitive dans D(]a, b[) ssi
∫ b

a

ϕ(x)dx = 0.

2. Si ϕ admet une primitive dans D(]a, b[), alors : cette primitive est unique.

Preuve:

1. Supposons que ϕ admet une primitive ψ ∈ D(]a, b[). Alors :

∫ b

a

ϕ(x)dx =

∫ b

a

ψ′(x)dx = ψ(b)− ψ(a) = 0.

Réciproquement, on suppose que
∫ b

a

ϕ(x)dx = 0 et on pose : ψ(x) =

∫ x

a

ϕ(t)dt.

Alors : ψ′ = ϕ. On va montrer que suppψ est compact. Comme suppϕ est compact,
il existe a0, b0 tels que suppϕ ⊂ [a0, b0] ⊂]a, b[. Donc : ϕ = 0 sur ]a, a0[∪]b0, b[.

Soit x ∈]a, a0[. Alors : ψ(x) =

∫ x

a

ϕ(t)dt = 0.

Soit x ∈]b0, b[. Alors : ψ(x) =

∫ x

a

ϕ(t)dt =

∫ b

a

ϕ(t)dt = 0. Alors : suppψ ⊂ [a0, b0],

donc : suppψ est compact.

2. Soit ψ1, ψ2 ∈ (]a, b[) deux primitives de ϕ. Alors, il existe c ∈ R tel que ψ1 = c+ ψ2.
Pour x /∈ (suppψ1 ∪ ψ2) on a : 0 = ψ1(x) = c+ ψ2(x) = c.

Donc : ψ1 = ψ2.
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Théorème 2.2 : Soit ]a, b[ un intervalle ouvert de R.

1. Les seuls distributions T sur ]a, b[ telles T ′ = 0 sont les distributions constantes.

2. Pour toute T ∈ D ′(]a, b[), il existe S ∈ D ′(I) telle que S ′ = T (toute distribution
admet une primitive).

Preuve:

1. Soit ψ ∈ D(]a, b[) telle que
∫ b

a

ψ(x)dx = 1. On pose : 〈T, ψ〉 = c.

Soit ϕ ∈ D(]a, b[). On pose : ρ = ϕ− ψ.
∫ b

a

ϕ(x)dx. Alors : ρ ∈ D(]a, b[) et on a :

∫ b

a

ρ(x)dx =

∫ b

a

ϕ(x)dx−
∫ b

a

φ(x)dx.

∫ b

a

ϕ(x)dx = 0.

Donc : ρ il existe θ ∈ D(]a, b[) telle que θ′ = ρ. Alors :

〈T, ϕ〉 = 〈T, ρ+ ψ.

∫ b

a

ϕ(x)dx〉

= 〈T, θ′ + ψ.

∫ b

a

ϕ(x)dx〉

= 〈T, θ′〉+ 〈T, ψ〉.
∫ b

a

ϕ(x)dx

= −〈T ′, θ〉+ c.

∫ b

a

ϕ(x)dx

=

∫ b

a

c.ϕ(x)dx

= 〈c, ϕ〉.

2. Soit T une distribution sur ]a, b[.

Comme précédant, on pose θ′ = ρ, où ρ = ϕ − ψ.
∫ b

a

ϕ(x)dx et
∫ b

a

ψ(x)dx = 1 (en

remarquant que θ est unique d’après Lemme 2.1).
On pose : 〈S, ϕ〉 = −〈T, θ〉. Alors : pour K ∈]a, b[ et ϕ ∈ DK(]a, b[) il existe m ∈ N,
K ′ = K ∪ supp θ et M > 0 tels que :

|〈S, ϕ〉| = |〈T, θ〉|
≤ M1PK′,m(θ)

= M1 max{ sup
x∈K′
|θ|, sup

x∈K′,1≤k≤m
|θ(k)|}

En remarquant que :
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|θ(x)| =

∫ x

a

ρ(t)dt

=

∣∣∣∣
∫ x

a

ϕ(t)dt+

∫ x

a

ψ(t)dt.

∫ b

a

ϕ(s)ds

∣∣∣∣

=

∫ x

a

|ϕ(t)|dt+

∫ x

a

|ψ(t)|dt.
∫ b

a

|ϕ(s)|ds

≤
∫ b

a

|ϕ(t)|dt+

∫ b

a

|ψ(t)|dt.
∫ b

a

|ϕ(s)|ds

= 2

∫ b

a

|ϕ(t)|dt
≤ 2(b− a) supx∈K |ϕ|,

et sup
x∈K′,1≤k≤m

|θ(k)| ≤M2 sup
x∈K,0≤k≤m−1

|ϕ(k)| (tenant en compte que ϕ = 0 en dehors de

K).
On trouve alors : |〈S, ϕ〉| ≤MPK,m−1(ϕ).
Maintenant, soit ϕ ∈ D(]a, b[). ϕ est la primitive de ϕ′ dans D(]a, b[). Alors :
〈S ′, ϕ〉 = −〈S, ϕ′〉 = 〈T, ϕ〉.
Donc : S est une primitive de T.

Théorème 2.3 : Soit T ∈ D ′(Rn) telle que ∀i = 1 · · ·n : ∂iT = 0. Alors : T est constante.

Preuve: On a : ∂iT = 0, donc T ne dépend que de x2, · · ·xn. Ainsi, proche à proche on
preuve que T est constante.

2.4 Opérateurs sur les distributions

Définition 2.6 (restriction d’une distribution) : Soit T une distribution sur Ω. Pour
toute ouvert ω de Ω on définit la restriction TU de T par :

∀ϕ ∈ D(ω) : 〈Tω, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉.

La restriction d’une distribution sur ω est une distribution sur ω car si on prend K ⊂ ω

un compact, on a : K ⊂ Ω, et pour toute ϕ ∈ DK(ω) on a : ϕ ∈ DK(Ω). Il existe alorsM > 0

et m ∈ N tels que : |〈T, ϕ〉| ≤MPK,m(ϕ).

Définition 2.7 (translation d’une distribution) : Soit T une distribution sur Rn et a ∈
Rn. La translation τaT de vecteur a est défini par :

∀ϕ ∈ D(Rn) : 〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉,

ou : τ−aϕ(x) = ϕ(x+ a),∀x ∈ Rn
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Si on prend un compact K ⊂ Rn et ϕ ∈ DK(Rn) alors : Ka = {x + a, x ∈ K} est
un compact et τ−aϕ ∈ DKa(Rn). Donc : 〈T, τ−aϕ〉 a un sens, par conséquent τaT est une
distribution sur Rn.

Exemple 2.13 : Soit ϕ ∈ D(Rn). On a :
〈τaδ, ϕ〉 = 〈δ, τ−aϕ〉 = ϕ(a) = 〈δa, ϕ〉. Donc : τaδ = δa.

Définition 2.8 (dilatation d’une distribution) : Soit T une distribution sur Rn. La di-
latation Tλ de rapport λ 6= 0 est défini par : ∀ϕ ∈ D(Rn) : 〈Tλ, ϕ〉 = |λ|n〈T, ϕ 1

λ
〉,

ou : ϕ 1
λ
(x) = ϕ(λx),∀x ∈ Rn

Si on prend un compact K ⊂ Rn et ϕ ∈ DK(Rn) alors : Kλ = {λx, x ∈ K} est un
compact et ϕ 1

λ
∈ DKλ(Rn). Donc : 〈T, ϕ 1

λ
〉 a un sens, par conséquent Tλ est une distribution

sur Rn.

Exemple 2.14 : Soit ϕ ∈ D(Rn). On a :
〈δλ, ϕ〉 = |λ|n〈δ, ϕ 1

λ
〉 = |λ|nϕ(0) = |λ|n〈δ, ϕ〉. Donc : δλ = |λ|nδ.

Définition 2.9 : On désigne par ϕ̌ au ϕ−1, ie : ϕ̌(x) = ϕ(−x),∀x ∈ Rn.

Soit T une distribution sur Rn.

1. La symétrie de T est la distribution Ť défini par :

∀ϕ ∈ D(Rn) : 〈Ť , ϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉.

2. On dit que T est pair si Ť = T.

3. On dit que T est impair si Ť = −T.
4. On dit que T est homogène d’ordre m si pour tout λ > 0 on a : Tλ = λ−mT.

Exemple 2.15 :

1. On a : δ̌ = δ, i.e est une distribution pair.

2. Comme δλ = |λ|nδ, on déduit que δ est homogène d’ordre n.

Définition 2.10 (produit d’une distribution par une fonction ) : Soit T une distribu-
tion sur Ω, et f ∈ C∞(Ω). On définit f.T par :

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈f.T, ϕ〉 = 〈T, f.ϕ〉.

Si on prend un compact K ⊂ Ω et ϕ ∈ DK(Ω) alors : f.ϕ ∈ DK(Ω). Donc : 〈T, fϕ〉 a un
sens, par conséquent f.T est une distribution sur Ω.

Remarque 2.5 :

1. Si T est une distribution d’ordre m, et f ∈ C∞, alors : f.T est une distribution
d’ordre inférieur ou égale m.
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2. Généralement on ne peut pas défini le produit de deux distributions (voir exercice 2.7).

Exemple 2.16 : Soit ϕ ∈ D(Rn) et f ∈ C∞(Rn). On a :
〈f.δ, ϕ〉 = 〈δ, f.ϕ〉 = f(0).ϕ(0) = f(0).〈δ, ϕ〉. Donc : f.δ = f(0).δ.

Proposition 2.7 : Soit les deux suites (fj) ⊂ C∞(Ω), (Tj) ⊂ D ′(Ω) telles que fj → f dans
C∞(Ω) et Tj → T dans D ′(Ω). Alors : fj.Tj → f.T dans D ′(Ω).

Preuve: : Soit ϕ ∈ D(Ω), il existe un compact K ⊂ Ω tel que suppϕ ⊂ K. Alors :
supp(fjϕ) ⊂ K et supp(fϕ) ⊂ K.

Comme fj → f dans C∞(Ω) et fjϕ, fϕ ∈ C∞(Ω) on a : lim
j→+∞

Pk,m(fjϕ− fϕ) = 0 pour tous

m ∈ N.
la convergence est dans D(Ω) car K est fixé.
Puisque Tj → T dans D ′(Ω) : 〈Tj, fj.ϕ〉 tend vers 〈T, f.ϕ〉.
D’parès théorème de Banach-Steinhaus (Corollaire 1.2), la convergence est dans D ′(Ω).

2.5 Supports des distributions

Définition 2.11 : Ouvert d’annulation de T ∈ D ′(Ω) est le plus grand ouvert O ⊂ Ω tel
que :

∀ϕ ∈ D(O) : 〈T, ϕ〉 = 0

Le support de T (suppT ) est Ω \O.

Supposons qu’il existe in ouvert non vide où T = 0, et considérons une famille (Oi)i∈I

des ouverts où T = 0. On pose : O =
⋃

i∈I
Oi, ce qui est un ouvert.

Soit ϕ ∈ D(O). Alors : K = suppϕ ⊂ O =
⋃

i∈I
Oi.

La famille (Oi)i∈I est une recouvrement le compact K, on peut extraire une recouvrement
finie (Oj)

N
j=1. D’après Théorème 1.7 (partition de l’unité), il existe une famille (θj)

N
j=1 où

θj ∈ D(Oj), 0 ≤ θj ≤ 1 et
N∑

j=1

θj = 1. Alors : pour toute x ∈ Ω on a : ϕ(x) =
N∑

j=1

θj(x)ϕ(x).

et pour tout 1 ≤ j ≤ N on a : θj.ϕ ∈ D(Oj). Donc :

〈T, ϕ〉 = 〈T,
N∑

j=1

θj.ϕ〉 =
N∑

j=1

〈T, θj.ϕ〉 = 0.

O est alors l’ouvert d’annulation de T et suppT = Ω \O.

Exemple 2.17 :

1. Soit ϕ ∈ D(Rn) tel que suppϕ ⊂ (Rn \ {0}).
Alors : 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) = 0.

Donc : l’ouvert d’annulation de δ est inclus dans Rn \ {0}, cette inclusion est stricte,
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car si on prend ϕ0 ∈ D(Rn) telle que ϕ = 1 au voisinage de B(0, 1), on trouve
〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) = 1 6= 0.

Donc : supp δ = {0}.
2. Soit ϕ ∈ D(R) telle que suppϕ ⊂]−∞, 0[. On a :

〈H,ϕ〉 =

∫ +∞

0

ϕ(x)dx = 0. Donc : l’ouvert d’annulation de H est inclus dans ]−∞, 0[.

Soit (ϕj)j∈N∗ une suite des fonctions de D(R) telle que ϕ ≥ 0 et ϕ = 1 sur
[
− 1

n
,

1

n

]
.

Alors : 〈H,ϕ〉 ≥
∫ 1

n

0

ϕ(x)dx =
1

n
6= 0.

On déduit que l’ouvert d’annulation de H est ]−∞, 0[. Donc : suppH = [0,+∞[.

Proposition 2.8 :

1. Soit T une distribution a support compact sur Ω et ϕ ∈ D(Ω) telle que ϕ = 0 au
voisinage de suppT ( ie suppϕ ∩ suppT = ∅). Alors : 〈T, ϕ〉 = 0.

2. suppT est le plus petit fermé F tel que : Si ϕ ∈ D(Ω), ϕ = 0 au voisinage de F .
Alors : 〈T, ϕ〉 = 0.

Preuve:

1. Comme suppϕ ∩ suppT = ∅ on a : suppϕ ⊂ (Rn \ suppT ) = O l’ouvert d’anulité de
T . Donc : ϕ ∈ D(O), ce qui donne : 〈T, ϕ〉 = 0.

2. Soit F0 le plus petit fermé qui vérifie la propriété : Si ϕ ∈ D(Ω), ϕ = 0 au voisinage
de F0 alors : 〈T, ϕ〉 = 0.
Il est clair que suppT vérifie la propriété, et si F1, F2 vérifient la propriété alors :
F1 ∩ F2 et F1 ∪ F2 vérifient la propriété.
Supposons que F0 ⊂ suppT et que cette inclusion est stricte. Il existe alors x0 ∈
suppT tel que x. /∈ F0. Comme F0 est fermés on a : d(x0, F0) = 2r > 0. Alors :
B(x0, r) ∩ F0 = ∅ et G0 = suppT ∩B(x0, r) 6= ∅.
Il résulte que G0 ∪ F0 ⊂ suppT et F0 ⊂ (G0 ∪ F0) avec une inclusion stricte, ce qui
contredit le faite que F0 est le plus petit fermé qui vérifie la propriété.

Remarque 2.6 : Si on remplace ϕ = 0 au voisinage de suppT par ϕ = 0 sur suppT la
proposition ci-dessus ne reste pas vrais. Par exemple on a supp δ = {0}, mais si ψ ∈ D(R)

tel que ψ = 1 au voisinage de 0 et ϕ(x) = xψ(x) on a : ϕ = 0 sur supp δ.

Théorème 2.4 : Soit T une distribution a support compact sur Ω. Alors : T est d’ordre fini
m, et pour toute voisinage d’un compact K ⊂ Ω, il existe un constant m tel que pour tout
ϕ ∈ D(Ω) on a : |〈T, ϕ〉| ≤M.PK,m(Ω).

Preuve: Soit K un voisinage compact de suppT et soit χ ∈ D(Ω) tel que suppχ ⊂ K et
χ = 1 au voisinage de suppT .
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Soit maintenant ϕ ∈ D(Ω). Alors : ϕ−χ.ϕ = 0 au voisinage de suppT. Alors : 〈T, ϕ−χϕ〉 = 0,

ce qui donne 〈T, ϕ〉 = 〈T, χϕ〉.
Il existe M0 > 0 et m ∈ N tel que pour tout ψ ∈ DK(Ω) on a : |〈T, ψ〉| ≤ M0.PK,m(ψ) et
comme χ.ϕ ∈ DK(Ω) on a :

|〈T, ϕ〉| = |〈T, χ.ϕ〉| ≤M0.PK,m(χ.ϕ) ≤M.PK,m(ϕ).

En remarquant que m ne dépend que de K, qui est fixé (voisinage de suppT ). On déduit
que T est d’ordre fini.

En utilisant ce résultat pour prolonger le crochet de dualité de 〈., .〉D ′,D de manière
suivante :

Définition 2.12 (crochet de dualité 〈., .〉E ′,E ) : On note par E (Ω) à l’espace C∞(Ω), et
par E ′(Ω) à l’espace de distributions a support compact. Pour toute T ∈ E ′(Ω) et ϕ ∈ E (Ω),

on pose :
〈T, ϕ〉ξ′,ξ = 〈T, χϕ〉D ′,D ,

où χ ∈ D(Ω), χ = 1 au voisinage de suppT.

On écrit : (C∞(Ω))′ = E ′(Ω).

Ce résultat est indépendant au choix de χ car si on prend χ1, χ2 ∈ D(Ω) tels que χ1 =

χ2 = 1 au voisinage de suppT on a : χ1.ϕ = χ2.ϕ = 0 au voisinage de suppT ,
donc : 〈T, χ1.ϕ− χ1.ϕ〉 = 0, ce qui donne : 〈T, χ1.ϕ〉 = 〈T, χ2.ϕ〉.

Théorème 2.5 : L’injection canonique de E ′(Ω) dans D ′(Ω) est continue.
On écrit : E ′(Ω) ↪→ D ′(Ω).

Preuve: On note par i l’application de E ′(Ω) dans D ′(Ω) définie par :

∀T ∈ E ′(Ω) : i(T ) = T.

Cette application est linéaire et si T ∈ E ′(Ω) tel que i(T ) = 0 on a : pour tout ϕ ∈ D(Ω) :

〈T, ϕ〉 = 0. Donc : pour tout ψ ∈ E (Ω) et χ ∈ D(Ω) on a :

〈T, ϕ〉E ′,E = 〈T, χ.ϕ〉 = 0.

Donc : T = 0, i.e i est injective.
Soit maintenant une suite (Tj)j∈N ⊂ E ′(Ω) converge vers 0 dans E ′(Ω). Alors : pour tout
ϕ ∈ E ′(Ω) on a : 〈Tj, ϕ〉E ′,E converge vers0.
mais on a : 〈Tj, ϕ〉E ′,E = 〈Tj, χ.ϕ〉D ′,D = 〈T, ψ〉 converge vers 0 pour toute ψ ∈ D(Ω). Donc :
i est continue.
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Exercices

Exercice 2.1 : On définit sur D(R) la fonctionnelle suivante :

∀ϕ ∈ D(R) : 〈pf 1
x2
, ϕ〉 = lim

ε→0

[∫

|x|>ε

ϕ(x)

x2
dx− 2

ϕ(0)

ε

]
.

Montrer que pf 1
x2

définit une distribution sur R.

Exercice 2.2 : Le but de cet exercice est de montrer que la distribution vp 1
x
est d’ordre 1.

Par l’absurde, on suppose que vp 1
x
est d’ordre 0 (on sais d’après l’exemple 2.9 que vp 1

x
est

d’ordre inférieur où égale à 1).
Soit ϕ ∈ D(R), une fonction paire telle que ϕ ≥ 0, ϕ = 1 au voisinage de 0. Soit a > 0

tel que suppϕ ⊂ K = [−a, a]. On sais que 〈vp 1
x
, ϕ〉 ≤ 2aPK,1(ϕ).

On considère la suite des fonctions (ϕj)j∈N∗ , définie par : ϕj(x) = ϕ(x) arctan(jx).

1. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour toute j ∈ N on a : sup
x∈K
|ϕj(x)| < M.

2. Calculer ϕ′j(0). Que peut on conclure pour PK,1(ϕj).

3. Déduire.

Exercice 2.3 : Le but de cet exercice est de montrer l’existence des distributions d’ordre
infini.
Soit la fonctionnelle T, définie sur D(R) par :

∀ϕ ∈ D(R) : 〈T, ϕ〉 =
∞∑

k=0

ϕ(k)(k).

1. Montrer que T définit une distribution sur R.

2. Supposons que T est d’ordre fini m. Soit ψ0 ∈ D

(]
−1

2
,
1

2

[)
, ψ0 ≥ 0 et ψ0 = 1 sur

[
−1

4
,
1

4

]
. On pose ψ(x) =

xm+1

(m+ 1)!
ψ0(x).

i) Pour λ > 1 on pose : ϕ(x) = ψ(λ(x− (m + 1))). Montrer que ϕ ∈ C∞(R) et que

suppϕ ⊂ Km =

[
m+

1

2
,m+

3

2

]
.

ii) Montrer que 〈T, ϕ〉 = λm+1.

iii) Montrer qu’il existe MK > 0 tel que : λm+1 ≤MK

m∑

k=0

λk. sup |ψ(k)|.

iv) Montrer que λ est finie.

v) Déduire que T est d’ordre infini.

Exercice 2.4 : On note (Tj)j∈N la suite des distributions associées aux fonctions localement

intégrables
sin(jx)

πx
.

Montrer que Tj converge vers δ lorsque j tend vers ∞ (N.B :
∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
).
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Exercice 2.5 : Soit la fonctionnelle T définie sur D(R) comme suivant :

∀ϕ ∈ D(R) : 〈T, ϕ〉 =

∫

|x|>ε
ln |x|.ϕ(x)dx.

Soit la suite des fonctions (fj)j∈N∗ défini par : fj(x) =





ln |x| : |x| ≥ 1

j

− ln(j) : |x| < 1

j

1. Montrer que T définit une distribution sur R, on la note par ln |x|.
2. Montrer que fj ∈ L1

Loc(R) pour toute j ∈ N∗.

3. Montrer que fj → ln |x| dans D ′(R).

4. Montrer que (ln |x|)′ = vp 1
x
.

Exercice 2.6 :

1. Calculer x.vp
1

x
, x.δ.

2. Calculer (x lnx)′, x.δ(k) (k ≥ 1).

3. Résoudre l’équation xT = 0 dans D ′(R).

Exercice 2.7 : Soit la suite des fonctions (fj)j∈N∗ défini par :

fj(x) =





j : x ∈
[
0,

1

j

]

0 : x /∈
[
0,

1

j

]

Considérons les distributions : Tj = fj.

1. Montrer que Tj → δ lorsque j → +∞.

2. Donner l’expression de 〈fj.Tj, ϕ〉 pour toute ϕ dans D ′(R).

3. Montrer que 〈fj.Tj, ϕ〉 → +∞ (prendre ϕ ∈ D(R) telle que ϕ = 1 au voisinage de 0).

Exercice 2.8 :

1. Calculer (f.T )′, (fT )′′, où f ∈ C∞(R) et T ∈ D ′(R).

2. Calculer 〈T1 + T2, ϕ〉, pour T1, T2 ∈ D ′(Rn) et ϕ ∈ D(Ω) où Ω = Rn\(suppT1 ∪
suppT2).
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Solutions des exercices

Solution 2.1 : ∀ϕ ∈ D(R) : 〈pf 1
x2
, ϕ〉 = lim

ε→0

[∫

|x|>ε

ϕ(x)

x2
dx− 2

ϕ(0)

ε

]
.

Soit ϕ ∈ D(R). On a :

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x2
dx =

∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x2
dx+

∫ −∞

ε

ϕ(x)

x2
dx

= −
[
ϕ(x)

x

]−ε

−∞
−
[
ϕ(x)

x

]+∞

ε

+

∫ −ε

−∞

ϕ′(x)

x
dx+

∫ −∞

ε

ϕ′(x)

x
dx

=
ϕ(−ε)
ε

+
ϕ(−ε)
ε

+

∫

|x|>ε

ϕ′(x)

x
dx

Donc :

〈pf 1
x2
, ϕ〉 = lim

ε→0

[
ϕ(−ε)
ε

+
ϕ(−ε)
ε

+

∫

|x|>ε

ϕ′(x)

x
dx− 2

ϕ(0)

ε

]

= lim
ε→0

[
−ϕ(−ε)− ϕ(0)

−ε +
ϕ(−ε)− ϕ(0)

ε
+

∫

|x|>ε

ϕ′(x)

x
dx

]

= −ϕ′(0) + ϕ′(0) + lim
ε→0

∫

|x|>ε

ϕ′(x)

x
dx

= lim
ε→0

∫

|x|>ε

ϕ′(x)

x
dx

= 〈vp 1
x
, ϕ′〉

Comme vp 1
x
définit une distribution sur R et puisque ϕ′ ∈ D(R), on déduit que pf 1

x2
définit

une distribution sur R.

Solution 2.2 : ϕ ∈ D(R), paire, ϕ ≥ 0, ϕ = 1 au voisinage de 0, a > 0, suppϕ ⊂ K =

[−a, a].

ϕj(x) = ϕ(x) arctan(jx), j ∈ N∗.

1. On a :
sup
x∈K
|ϕj(x)| = sup

x∈K
| arctan(jx).ϕ(x)| = π

2
sup
x∈K
|ϕ(x)| < M.

2. On a : ϕ′j(x) =
jϕ(x)

1 + j2x2
+ ϕ′(x) arctan(jx). Donc : ϕ′j(0) = jϕ(0) = j.

Il existe j0 ∈ N tel que sup
x∈K
|ϕ′j(x)| = j0 ≥M > sup

x∈K
|ϕj(x)|.

Donc : PK,1(ϕj) = j pour j ≥ j0.

3. Comme PK,1(ϕj) = sup
x∈K
|ϕ′j(x)|, on déduit que l’ordre de vp 1

x
est 1.

Solution 2.3 : ∀ϕ ∈ D(R) : 〈T, ϕ〉 =
∞∑

k=0

ϕ(k)(k).

1. Soit K ⊂ R un compact. Il existe j ∈ N tel que K ⊂ [−j, j]. Soit maintenant ϕ ∈
DK(R). Alors : suppϕ(k) ⊂ [−j, j] pour tout k ∈ N, i.e ϕ(k)(k) = 0 pour tout k > j,
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ce qui donne :

|〈T, ϕ〉| =
∣∣∣∣∣

j∑

k=0

ϕ(k)(k)

∣∣∣∣∣ ≤ (j + 1) sup
x∈K,k≤j

|ϕ(k)(x)| = (j + 1)PK,j(ϕ).

Donc : T définit une distribution sur R.

2. Supposons que T est d’ordre m.

ψ0 ∈ D

(]
−1

2
,
1

2

[)
, ψ0 ≥ 0, ψ0 = 1 sur

[
−1

4
,
1

4

]
.ψ(x) =

xm+1

(m+ 1)!
ψ0(x).

i) λ > 1, ϕ(x) = ψ(λ(x− (m+ 1))).
Puisque ψ ∈ C∞(R) alors : ϕ ∈ C∞(R).

De la définition de ϕ, x ∈ suppϕ implique que λ(x− (m+ 1)) ∈
]
−1

2
,
1

2

[
.

Donc : (x− (m+ 1)) ∈
]
− 1

2λ
,

1

2λ

[
⊂
]
−1

2
,
1

2

[
( puisque λ > 1.)

Alors : x ∈
[
m+

1

2
,m+

3

2

]
. Donc : suppϕ ⊂ Km =

[
m+

1

2
,m+

3

2

]
.

ii) Puisque suppϕ ⊂ Km =

[
m+

1

2
,m+

3

2

]
, on déduit que

〈T, ϕ〉 = ϕ(m+1)(m+ 1) = λm+1ψ(m+1)(0) = λm+1.

iii) On a supposé que T est d’ordre m, alors : il existe MK > 0 tel que :

λm+1 = |〈T, ϕ〉| ≤MK

m∑

k=0

sup |ϕ(k)| = MK

m∑

k=0

λk. sup |ψ(k)|.

iv) Comme λ > 0, pour tout k ≤ m on a : λk ≤ λm. Donc : λm+1 ≤MK .λ
m

m∑

k=0

sup |ψ(k)|.

Donc : λ ≤MK .
m∑

k=0

sup |ψ(k)|. Alors : λ est finie.

v) Si on fait λ tend vers l’infini, on a une contradiction avec λ finie. Donc : T est
d’ordre infini.

Solution 2.4 : ∀ϕ ∈ R : 〈Tj, ϕ〉 =

∫ +∞

−∞

sin(jx)

πx
ϕ(x)dx, j ∈ N.

On a :
∫ +∞

−∞

sinx

x
dx = 2

∫ +∞

0

sinx

x
dt = π. Donc : ϕ(0) =

∫ +∞

−∞

sinx

πx
ϕ(0)dx.

On fait le changement de variable t = jx, on trouve :
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∫ +∞

−∞

sin(jx)

πx
ϕ(x)dx =

∫ +∞

−∞

sin t

πt
ϕ

(
t

j

)
dt =

∫ +∞

−∞

sinx

πx
ϕ

(
x

j

)
dx. Alors :

|〈Tj, ϕ〉 − 〈δ, ϕ〉| =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

sinx

πx
ϕ

(
x

j

)
dx−

∫ +∞

−∞

sinx

πx
ϕ(0)dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

sinx

πx

(
ϕ

(
x

j

)
− ϕ(0)

)
dx

∣∣∣∣

≤
∫ +∞

−∞

sinx

πx

∣∣∣∣ϕ
(
x

j

)
− ϕ(0)

∣∣∣∣ dx

≤ sup

∣∣∣∣ϕ
(
x

j

)
− ϕ(0)

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

sinx

πx
dx

= sup

∣∣∣∣ϕ
(
x

j

)
− ϕ(0)

∣∣∣∣ .

Puisque lim
j→+∞

sup

∣∣∣∣ϕ
(
x

j

)
− ϕ(0)

∣∣∣∣ = 0, on déduit que Tj converge vers δ lorsque j −→ +∞.

Solution 2.5 : ∀ϕ ∈ D(R) : 〈T, ϕ〉 =

∫

|x|>ε
ln |x|.ϕ(x)dx, fj(x) =

{
ln |x| : |x| ≥ 1

j

− ln(j) : |x| < 1
j

1. Soit ε > 0 assez petit, K ⊂ R un compact . Il existe a > 1 tel que K ⊂ [−a, a].
Soit ϕ ∈ DK(R), alors :

〈T, ϕ〉 =

∫

|x|>ε
ln |x|.ϕ(x)dx

=

∫

ε<|x|≤a
ln |x|.ϕ(x)dx

=

∫

ε<|x|<1

ln |x|.ϕ(x)dx+

∫

1≤|x|≤a
ln |x|.ϕ(x).

D’une part :
∣∣∣∣
∫

1≤|x|≤a
ln |x|.ϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ sup
1≤|x|≤a

|ϕ(x)|.
∫

1≤|x|≤a
ln |x|dx ≤M1PK,0(ϕ).

D’autre part : d’aprés théorème des accroissements finis, il existe ε < |x| < |xε| < 1

tel que | ln |x|| = − ln |x| = ln 1− ln |x| = 1− x
|xε|

≤ 1− x
|x| .

Donc :
∫

ε<|x|<1

ln |x|.ϕ(x)dx ≤
∫

ε<|x|<1

1− x
|x| .ϕ(x)dx,

cette dernière va traiter comme vp 1
x
.

Donc : T définit une distribution sur R, on la note par ln |x|.
2. La fonction fj est continue pour tout j ∈ N∗. Donc : fj ∈ L1

Loc(R) pour toute j ∈ N∗.

3. On peut écrire : ∀ϕ ∈ D(R) :< ln |x|, ϕ >=

∫

|x|≥ 1
j

ln |x|.ϕ(x)dx, donc :

|〈fj, ϕ〉 − 〈ln |x|, ϕ〉| =
∫

|x|< 1
j

− ln j.ϕ(x)dx ≤ ln j

∫ 1
j

− 1
j

|ϕ(x)|dx.

En appliquant le théorème de la moyenne, il existe xj ∈ [−1

j
,
1

j
] tel que

∫ 1
j

− 1
j

|ϕ(x)|dx =
2

j
|ϕ(xj)|. Donc : |〈fj, ϕ〉 − 〈ln |x|, ϕ〉| ≤

2 ln j

j
|ϕ(xj)|.
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Puisque ϕ est continue : lim
j→+∞

|ϕ(xj)| = |ϕ(0)|. Donc :

0 ≤ lim
j→+∞

|〈fj, ϕ〉 − 〈ln |x|, ϕ〉| ≤ lim
j→+∞

2 ln j

j
|ϕ(xj)| = 0.

Donc : fj → ln |x| dans D ′(R).

4. Soit ϕ ∈ D(R). On a : 〈(ln |x|)′, ϕ〉 = −〈ln |x|, ϕ′〉 = −
∫

|x|>ε
ln |x|.ϕ′(x)dx.

Il existe a > ε tel que suppϕ ⊂ [−a, a]. Donc :

−
∫

|x|>ε
ln |x|.ϕ′(x)dx = −

∫ −ε

−a
ln |x|.ϕ′(x)dx−

∫ a

ε

ln |x|.ϕ′(x)dx

= [− ln |x|.ϕ(x)]−ε−a +

∫ −ε

−a

ϕ(x)

x
dx+ [− ln |x|.ϕ(x)]aε +

∫ a

ε

ϕ(x)

x
dx

= ln ε(ϕ(ε)− ϕ(−ε)) +

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx.

On a : ϕ(ε)−ϕ(−ε) = 2εϕ′(0)+0(ε), alors : lim
ε→0

ln ε(ϕ(ε)−ϕ(−ε)) = lim
ε→0

2εεϕ′(0) = 0.

Donc :
〈(ln |x|)′, ϕ〉 = lim

ε→0

∫

|x|>ε

ϕ(x)

x
dx = 〈vp 1

x
, ϕ〉.

Ce qui donne : (ln |x|)′ = vp 1
x
.

Solution 2.6 :

1. Soit ϕ ∈ D(R). Alors :

∗) 〈x.vp 1
x
, ϕ〉 = 〈vp 1

x
, x.ϕ〉

= lim
ε→0

∫

|x|>ε
x.
ϕ(x)

x
dx

= lim
ε→0

∫

|x|>ε
ϕ(x)dx

=

∫ +∞

−∞
ϕ(x)dx

= 〈1, ϕ〉.

Donc : x.vp
1

x
= 1.

*) 〈x.δ, ϕ〉 = 〈δ, x.ϕ〉 = 0.

Donc : x.δ = 0.

2. Soit ϕ ∈ D(R). Alors :

∗) 〈(x. lnx)′, ϕ〉 = −〈x. lnx, ϕ′〉
= −〈lnx, x.ϕ′〉
= − lim

ε→0

∫ +∞

ε

x. lnx.ϕ′(x)dx

= lim
ε→0

[(1 + ln x)ϕ(x)]+∞ε + lim
ε→0

∫ +∞

ε

(1 + ln x)ϕ(x)dx

=

∫ +∞

0

ϕ(x)dx+

∫ +∞

ε

lnx.ϕ(x)dx

= 〈H,ϕ〉+ 〈lnx, ϕ〉.
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Donc : (x lnx)′ = H + lnx.

∗) 〈x.δ(k), ϕ〉 = 〈δ(k), x.ϕ〉
= (−1)k〈lnx, (x.ϕ)(k)〉

= (−1)k
k∑

i=0

Ci
k(x)(k−i)ϕ(k)|x=0

= (−1)kC1
kϕ
′(0)

= (−1)k.k〈δ′, ϕ〉.

Donc : x.δ(k) = (−1)k.kδ′.

3. De la première question, si T = δ alors : xT = 0.
Ainsi, si T = c.δ (c ∈ R) alors : xT = 0.
Supposons maintenant que xT = 0, alors :
pour tout ϕ ∈ D(R) on a : 〈x.T, ϕ〉 = 〈T, x.ϕ〉 = 0.

Soit (ϕj) ∈ D(R) tel que suppϕj ⊂
]
−1

j
,
1

j

[
et ϕj = 1 sur

[
− 1

2j
,

1

2j

]
.

D’près Proposition 2.8, on trouve suppT = {0}. Donc : il existe k ∈ N et c ∈ R tels
que T = c.δ(k).
Mais, d’après la deuxième question x.δ(k) différent de 0 lorsque k ≥ 1.
Donc : les solutions de l’équation xT = 0 dans D ′(R) sont les distributions sous la
forme c.δ (c ∈ R).

Solution 2.7 : fj(x) =





j : x ∈
[
0,

1

j

]

0 : x /∈
[
0,

1

j

] , j ∈ N∗. Tj = fj.

1. Soit ϕ ∈ D(R). Alors :

|〈Tj, ϕ〉 − 〈δ, ϕ〉| =
∣∣∣∣∣j
∫ 1

j

0

ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣

D’près théorème de la moyenne, il existe xj ∈ [0, 1j] tel que :

j

∫ 1
j

0

= j.
1

j
ϕ(xj)

Alors :
|〈Tj, ϕ〉 − 〈δ, ϕ〉| = |ϕ(xj)− ϕ(0)|

j→+∞
−→ 0 .

Donc : Tj → δ lorsque j → +∞.

2. Soit ϕ dans D ′(R). On a : 〈fj.Tj, ϕ〉 = 〈Tj, fj.ϕ〉 = j2

∫ 1
j

0

ϕ(x)dx.

Université de M’sila 52 Saadi Abderachid

AB
D
ER
AC
HI
D
SA
AD
I



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

3. Soit ϕ ∈ D(R) telle que ϕ ≥ 0 et ϕ = 1 sur
[
−1

j
,
1

j

]
. Alors :

〈fj.Tj, ϕ〉 = j2

∫ 1
j

0

ϕ(x)dx ≥ j2

∫ 1
j

0

dx = j
j→+∞
−→ +∞ .

Donc : 〈fj.Tj, ϕ〉 → +∞.

Solution 2.8 :

1. Soit ϕ ∈ D(R), alors : 〈(f.T )′, ϕ〉 = −〈T, f.ϕ′〉.
On a : (f.ϕ)′ = f.ϕ′ + f ′.ϕ. Donc :

〈(f.T )′, ϕ〉 = −〈f.T, ϕ′〉
= −〈T, f.ϕ′〉
= −〈T, (f.ϕ)′ − f ′.ϕ〉
= −〈T, (f.ϕ)′〉+ 〈T, f ′.ϕ〉
= 〈T ′, f.ϕ〉+ 〈f ′.T, ϕ〉
= 〈f.T ′ + f ′.T, ϕ〉.

Ce qui donne : (f.T )′ = f.T ′ + f ′.T .
Alors :

(f.T )′′ = (f.T ′ + f ′.T )′ = f.T ′′ + 2f ′.T ′ + f ′.T.

2. 〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉 = 0.
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