CHAPITRE 3

PRODUIT DE CONVOLUTION

Le réle de produit de convolution est de régulariser certains fonctions a de mauvaise
comportement. Dans ce chapitre on va généraliser le produit de convolution qui définit sur
les fonctions. On commence par une petite motivation.

Soit P et ) deux polyndmes de degré p et ¢, a valeuis dans R ou dans C, données par :

P(zx) = zp: ;! Q(x) = ibjxj.
=0 =0

Le produit de P et () est donné par :

ptq J

(PR)(x) = apbj_pr!

=0 k=0

On prolonge les deux suites (a;) et (b;) par 0 vers Z et on le note toujours par (a;) et (b;),

les deux polynémes P et () définissent deux séries formelles :

P(z) = Z a;z’, Q(x) = Z bzl

JEZ JEZ

Ainsi, le produit P.Q) est donné par la série formelle Z c;jx? ) olt
JEL

J
C; = E ak.bj,kxj.
k=0

La série E c;x’ est appelée produit des séries E a;x’ et E bja’.
JEZ jEZ jEZ
On peut considérer maintenant deux séries entiéres quelconques absolument converges

E a;x’ et E bjx’, alors : produit de ces séries est aussi absolument converge.
JEL JEL
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On a un résultat analogue lorsque on remplace (a;) et (b;) par des fonctions intégrables

/f y)dy,

appelée le produit de convolution de f et g.

f et g, on obtient la quantité

3.1 Convolution des fonctions

Définition 3.1 : Soit f,g € L} (R™). Le produit de convolution de f et g, noté f x g est

une fonction définie par :

(fxg)(z) = . f).9(x —y)dy, € R (3.1)

Proposition 3.1 : Si f x g existe on a :
1 frxg=gxf

2. supp(f * g) C supp f +suppg.

Preuve: Supposons que f * g existe.

1. Soit x € R™, alors :

+o0 +oo
e = [ forae—nd= [ o [ gt = pdn - d.
J-o0 —00
Faisant le Changement de Variable z = x — y, on trouve :
(f % )(a / P = 2).9(z)(~dz1) - (~dz).
“+oo +o0o
+oo +oo
Alors @ (f * g)( / f r—z).g9(z)dz - f(ac — 2).g(2)dz.
Done : (f * g)(x) = (g f)(z
2. Soit x ¢ (supp f + suppg). Alors : pour tout y € suppf ona:z—y ¢ suppg, i.e
(f*g)(x)=0.
0
—_———
Donc : I'ouvert d’annulation de f * g contient Cpn™” fsuppyg

Alors : supp(f * g) C supp f + supp g.

, 1 1
Proposition 3.2 : Soient f € LP(R™),g € LP (R") (1 < p < +o0, —+—=1oup = +oo si
p 7
p=1), alors : f*g est défini par tout, borné, de plus : || f *g||Loo(Rn < HfHLp (R").- lgll 1o (R")

Preuve: Supposons que f € LP(R"),g € LP(R"). Si 1 < p < +o0, l'inégalité de Holder

donne : )
7/

(rea@l < (. If(y)|pdy);-<w oo~ )l dy)’

= (o) ([ towra)”
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Donc : |(f * g)(@)| < [[fl|o@)-19]l 1 gn)-
Sip=1alors:p =+4occetona:

[(f+ 9)(@)] < llgllzoe en) /R |fW)ldy = 11 fllzr@n)- 9]l oo ey

Alors : f g est défini par tout, borng, et on a : || f * gl[ec@n) < || fllo@n)- 9] o7 (gny- ™

Remarque 3.1 :
i) Sip €|l,+00| alors : f * g est continue.
ii) Si p,q € [1,400],f € LP(R™), a support compact, g € L] (R™), alors : f * g est

loc

continue.

Proposition 3.3 : Soient f,g € L'(R"), alors : fxg € L*(R™) et on a :

[ oo = [ swis. [ st

n

Preuve: On a :

|G = [ [ =gy

En appliquant le théoréme de Fubini, on obtient :

| a@ide= [ tto—ds [ atu)ay

n

Mais, on a : / flz —y)dx = / flz)dz. Donc :

[ sea@in= [ s [ gy
n Rn n
[ |
. . I 1 o
Proposition 3.4 : Soit p,q € [1, +00] telles que —+— > 1, alors : fxg défini p.p. dans R".
P q
1 1 1
De plus, si — = 1—)+5—1, alors : (fxg) € L"(R") et on a : || f*g|r@n) < [|f || o@n) |9l Larn).-

1
p-

Q=
3=

Preuve: En écrivant : |f(y)g(z — )| = (|f(%)Plg(x — )|)7.(| £ @)7)7 7. (|g(x — y)|9)
Or |f|P € L'(R™), |g|* € L'(R™) on a : |f|P  [g|? € L'(R™).

En appliquent I'inégalité de Holder généralisée en tenant en compte :

1 1 1 1 1 .
-+(-—=)+-—-] =1, on obtient :
r p q T

[ \@ste=liy< [ 11@Plate - y)\qczy)’l“ ([oswra) ™ ([ 1swra)

Alors :

p
T

1 % D)@ < 1L #1917 @I ey N9
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En intégrant par rapport a z, on obtient :
/n |(f = g)(@)"dx < (117 * g1l o) | F I o eny 1191 (s -

Mais & 1117+ g1%52cany < /P oncaor 91723y = Loy g
Donc : || f *gHzr(Rn) < HfHZP(Rn)'Hgqu(R")‘ u

Proposition 3.5 : Soient k € N, f € L1 _(R"), g € €*(R"), supp f ou supp f soit compact,
alors : f g € €F(R™), et on a pour tout « € N" tel que || < k: DY(f xg) = f* D.

Preuve:

i) Cas ou supp f est compact :
Comme g € €*(R"), pour tout || < k la fonction D%g est bornée sur toute compact
(localement bornée). On déduit que f * D*g est continue.
La fonction x — D%g(x — y) est dominé, en appliquant théoréme de dérivation sous

le signe intégrale, on obtient le résultat.
ii) Cas ou supp g est compact :

Comme f € L} . est Dg est bornée, alors : f x 1)"g est définie et continue.

Pour 'égalité D*(f x g) = f * D*g, on référe a [13], tomel, p122.

Proposition 3.6 : Soit (p;) une suite réqularisante (voir définition 1.24) et f € L, .(R™).

La suite (f;) = (p; * f) est appelée vne suite régularisée, elle vérifiait :
1. Pour tout j : f; € €(R").
2. Si f € €°R"), alors j, — [ dans €= (R").
3. 851 f € 2(R"), alors f; — f dans Z(R™).
4. Si f € LP(R™), alors f; — f dans LP(R™).

Preuve: D’aprés Définition 1.24 : (¢;) € Z(R") et il existe 0 < ¢; — 0 tel que :

0; >0 supp ¢; C B(0,¢/) /( pj(z)de = / @j(z)dr = 1.
B 0,6]') "

fi(x) = (5 % f)(z) = - FW)p;(x —y)dy.

1. Soit £ € N. On peut considére ¢; € €*(R"), a support compact, alors d’aprés Pro-
position 3.5 : f; € €¥(R"), et puisque k est quelconque il résulte que f; € € (R™).

2. Soit K C R™ un compact et m € R™. On a pour |a| < m. Il existe jo € R tel que
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pour tout j > jo on a B(0,¢;) C K. Alors :

|D(fi)(x) = Df (@) = [D*(f % @;)(x) — D*f ()|
= (D] *p;)(x) = D*f ()|

= || fle=y)ei)dy - Rnf(ff)%(y)dy‘
- /n(Daf(a: —y) — D“f(ff))-soj(y)dy‘

_ / D f(x—y) = D°f ()] o5 (y)dy

_ /'; D% (o — 4) — D" () o, )y

< sup [D*f(x—y)—-Df I/ )dy
y€B(0,e5) Osj

< sup [Df(x—y)—D°f
y€B(0,e5)

Donc : sup |DY(f;)(z) — D*f(x)| <sup sup |[D*f(x —y)— D*f(x)|.
de la continuité de D* on a : lim sup |D“f(x —y)— D“f(x)| = 0.
£204eB(0,e;)

Alors : hII(l) sup |D*(f;)(x) — D*f(z)| =0, donc f; — f dans €>°(R").

zeK

3. Comme f € Z(R"), il existe K € N tel aue supp f C K et suppp,; C K pour tout
j € R (cela est possible car ¢ — 0). Puisque f; — f dans €>°(R"), on a alors :
f; = f dans Z2(R"),

4. Soit € > 0. De la densité de #(K") dans LP(R") (voir théoréme IV.12 dans [5]) il
existe g € A (R™) fixé tel que || f — g prrny < €.
En utilisant des arguments analogues de 2., la suite (¢; * g) converge vers g dans
H(R™), i.e (p;j % g) converge vers ¢g uniformément sur tout compact.
On a : supp(yp; * g) C supp ¢, +suppg C K, oit K est un compact fixé. Alors :

Jj—>+00

l05%9— 9|70 @n) = /K [(pj*9)(x)—g(z)[Pde < meS(K)'ilellgI(soj*g)(w)—g(fff)lp —0

En écrivant : p; * f — f = (¢ % (f —9)) + (¢; x g — g) + (f — g), il résulte :

loj* f = fllr@ny < llgj = (f = Dller@n) + 05 %9 = gllo@n) + [1f = 9llo@n

< @il Ilf = glle@ny + [l0j * g — gllo@ny + [1f — gllr@n)
2lf = glle@ny + loj * g — gllze@ny
3e

IN

Il résulte que ¢, * f tend vers f dans LP(R™).
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3.2 Reésultats principaux

Ces résultats jouent un role important dans les définitions concernant le produit de

convolution entre les distributions.

Définition 3.2 (famille convolutive) :

i) On dit que deux fermées F,G C R™ sont convolutives si :
VR>0,3p>0:(z e FAyeGA|lz+y|<R)=(lz| <pAlyl <p)

ii) On dit qu’ une famille fini des fermées (Fj)jc; C R™ sont convolutives si :

S

el

VI C J,VR>0,3p>0: ((zj)ier € Fi A < R) = (lxg| < p,i€l)

Exemple 3.1 : Supposons que A est fermé et B est compact. Comme B est compact, il
existe v > 0 tel que pour tout y € B on a : |y| < r. Soit R>0x € A ety € B tels que
lt+y| < R. Ona:

lzl=le+y—y|<|r+yl+ly <r+Retly <r<r+R.

Alors : A et B sont sont convolutifs.

Exemple 3.2 : On considére dans R la famille jinie ([a;, +00[)icr-

Soit R > 0 et soit x; € |a;, +00[ tels que Zrz <R Ona:
il
|
| -
i€l iel el | i€l

Donc :a; <x; < R+ Za” Il existe alors : p; telle que |x;| < p;.
iel |
On pose : p = max p; on trouve : |x;| < p pour tout i.
1€

Donc : la famille ([a;, +00|)ier est une famille convolutives.

Exemple 3.3 : Soit les deux intervalles [a, +oo[,] — 00, b]. Il existe ng € N tel que pour tout
n>n,ona:n>aet—n<b Donc:n+(—n)=0< R quel que soit R > 0, mais n tend
vers 400, donc : non borné.

Alors : |a,+o0[ et | — 00,b] ne sont pas convolutives quelque soit a,b dans R.
Proposition 3.7 : Soient F,G C R" deux fermées convolutives, alors : F + G est fermée.

Preuve: : Soit (z; + y;)jer» une suite dans F' + G, converge vers z € R". Donc : la suite
(z; +y,) est bornée, i.e il existe R > 0 tel que z; + y; < R pour tout j € N.

F et G sont convolutifs, il existe alors p > 0 tel que z; < p et y; < p pour tout j € N.
Les deux suites alors sont bornées, on peut extraire deux suites (z;x), (y;x) telles que (i)
converge vers = et (y;) converge vers y. Alors : (z;, + y;x) converge verszr + y, et d’aprés
I'unicité de la limite on déduit que z =z +y € F 4+ G.

Alors : F + G est fermée de R". m
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Théoréme 3.1 (dérivée sous le crochet de distribution) : Soit p € {(RPT9), T € ¢'(RP).

La fonction :
f: RT — R

y f(y) = <T(l‘),30($,y)>
est de classe €=(R?) et on a : Yo € N" : D*f(y) = (T'(z), Dyp(r,y)).

Preuve: Soit x € R et yp € R?. D’aprés la formule de Taylor on a pour h € R? :

q
0
Pl o+ h) = ol o)+ 3 55 i+ Ry, ),
i=0 7!

N h‘a ! o
ot R(z,yo,h) =2 z|<:2 a/o (1 —=t)Dy@(x,yo + th)dt.
La fonction y — R(x, Yo, h) est de classe €, et T est une distribution & support compact,

il résulte qu’il existe M > 0 et m € N fixé tel qu'on a au voisinage compact K de suppT :

‘<T7 R(xay(]?h)” S MPK,m(R> = M. sup sup ’DfR(x7y07h)‘

|B]<m (z.y)c K

On a pour |h| assez petit :

|DER(z, yo, h)| < Cy.|h|* sup |D3aDlo(x,y0)] < CPrmia(e)

o<

On déduit que [(T, R(x,yo, h))| = o(|h]?). Alors :

q
0
<T7 (P(SU, Yo + h\> 5 <T7 (P(SU, y0)> + Z<T7 _('0> h; + O(’h|2)7
pr
q a(p

Donc : f(yo + h) = f(yo) + ;m gyt o(|h]?).
Alors : f est différentiable au point 3, et on a : gf = (T, ggo'

Yi Yi

Puisque ca valable pour tout i, alors : f € €. Le résultat va étre obtenu par récurrence. m

Théoréme 3.2 (intégration sous le crochet de distribution): Soit ¢ € {(RPT),T €
&' (RP). On désigne par P une pavé compact de R?. Alors :

(1), [ wtonan) = [ @, oy

Preuve: On écrivant : P = [ay,b1] X - - X [ag, by], on obtient :
by b
/ w(-y)dy =/ / w(y)dys - dyg.
P a1l aq
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Posons : F(n) = (T, [ elmmreos is) (120 <0)

a;

En appliquant le théoréme précédant, on trouve :

Fi(yi) = (T(x), 00y yi - 4)) -

Yi

Donc : Fi(y;) = / (T(x), (1,8, -+ ,Yq)) ds.

a;
Ainsi, on fait 'intégration ¢ fois, on trouve le résultat. m

Remarque 3.2 : On peut remplacer le pavé P par un autre ensemble mesurable.

3.3 Convolution d’une fonctions avec une distribution

On peut écrire le produit de convolution d’une fonction f € L'(R"), et une fonction

¢ € Z(R"™) comme suivant :

(Feo)a) = [ ola =iy = (1) o = ) = (£, 79)

ou p(y) = ¢z —y).
Définition 3.3 : Soit T € Z'(R"), p € Z(R™). Le produit de convolution T *p défini comme

sutvant :
Ve € R": (T« )(x) = (T, 1.0) . (3.2)

On peut prolonger le résultat précédant au cas on T a support compact et f € €°(R").

On a la définition suivante :

Définition 3.4 : Soit T € &'(R"),p € &R"). Le produit de convolution T ¢ défini comme
suiwant : Yx € R" 1 (T x p) () = (T, 7 ®) &7 &-
Théoréme 3.3 : Soit T € Z'(R"),p € €°(R") tel que suppy ou suppT soit compact.
Alors :

1. Txp € €°(R").

2. Pour tout a« € N" on a : D*(T % ¢) =T * D% = (D°T) * .

3. supp(T * @) C suppT + supp .

Preuve: : D’aprés la définition : T * ¢ est une fonction sur R™.
1. Comme 7, € €°°(R"), on déduit d’aprés Théoréme 3.1 que T x p € €>*(R").
2. Soit Va € N*| alors :

DT *p)(x) = DT, 7:9)
= (I, D)
= | = 1T, 7. D)

= (T, 7,D%p)
= (T'*Dp)(x)
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D’autre part :
DT *p)(z) = DT, 7:p)
(T, D7)
| = 1*K(T, 7, D)
(DT, 7:0)
(DT = ) ()

Donc :D*(T % ¢) =T * D*p = (D°T') x .

3. En utilisant des arguments analogues a la démonstration de Proposition 3.1, partie 2.

Théoréme 3.4 : Soit T € Z'(R"),p, 00 € €°(R") telles que soit suppT compact, soit

supp , supp ¢ sont les deux compacts. Alors :
1. (Txp)xtp =T % (px1)
2. (T'xp,p) =(T, %)

Preuve: On a :

1. D’une part :

D’autre part :

Tx(ps)x) = (T(2), (px¥)(x—2))

_ <T(z), / oz — x — t)w(t)dt> .

Faisant le changement de variable ¢t = z — y, on trouve :

[ ela=z=vuwit= [ o2 -y

Do Tx (¢ + ¥)(z) = | oy = 2)oe — y)dy.
Ce qui donne : (T @) x ) =T x (@ *x ).
Trody = [ Tro)@uis
= [ W ele - )t

= (1) [ eta = ).
= (T(), (px¥) ().
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Donc : (T % p, ) = (T, p x ).
[
Proposition 3.8 : Soit T € {'(R"), o € Z(R"). On a :
1.VYaeR": 1, Txp =T *x71,0 =1,(T % )
2. (T, ¢) = (T'x¢)(0)
Preuve: Soit T' € ¢'(R"), p € Z2(R").
1. Soit a € R*". On a :
D’une part :
7T () (T, o(z — y))
(T, p(a+x —y))
= (I,mp(—a+y))
{
(

D’autre part :

(T x@)(x) = (T*p)(r—a)
{

I
< /\\ —
> M
o
S
—
< —|—
| <
8
N—
~— &
SN—
~

Alors : 7,7 % o =T * 17,0 = 7,(T * p)
2. (T, ¢) = (T, 7o) = (T, 7aip) = (T % £)(0).

Maintenant, on va prolonger le produit de convolution qui défini dans &'(R™) x &(R™)
au 7'(R™) x &(R™) comme suivant :

Définition 3.5 : Soit T € Z'(R"),¢ € &(R™) telles que supp T, supp ¢ sont convolutives.
Soit (v;) C Z(R") une suite régularisante. Pour toute ¢ € Z(R") on pose :

(Tx1, @)= lim (T x1;, ).

Jj—+oo

Théoréme 3.5 : L'espace Z(2) est dense dans 2'(12).

3.4 Produit tensoriel

Soit U € R™, V C R™ deux ouverts.

Définition 3.6 (produit tensoriel des fonctions ): Soit f : U — R,g: V — R. Le

produit tensoriel f ® g de f et g est la fonction défini sur U x V' comme suivant :

V(z,y) eUxV: fg(x,y) = f(z).9(y).
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Les propriétés suivantes se déduisent directement de la définition :

Proposition 3.9 :
1. St f€&U),ge&(V), alors : f@ge(UxV).
2. supp f ® g = supp f X suppg.

Le résultat suivant est important pour ce qui suit :

[ 2(U) x 2(V) est dense dans 2(U x V).

Notons que si f € L} (U),g € L,.(V) et ® € P(U x V) on a d’aprés théoréme de

loc
Fubini :

//va(f®g)(:c,y)<1>(x,y)dxdy = //vaf(fff)g(y)@(rr,y)dxdy
~ [ s@ds [ ooy
- /;g(y)ds' //f(x)q)(w y)dz

s U

On peut écrire alors :
(f®g.0) = (f(9(y), (. 1))} = (g, {[(x), B(,.)))-
Siona: ®(z,y) = (p®@vY)(z,y) = ¢(z).1)(y), on écrit :
(f@g,00¢) = (f0)(9, ).
On a une résultat analogue au résulta ci-dessus concernant les distributions :

Théoréme 3.6 : Soient T € 2'(U),S € 2'(V). 1l existe unique W € 2'(U x V) telle que
pour toute p € P(U) et toute p € D(V) :

(T'®S,0@1¢) =(T,9).(5¢).

De plus, on a pour ® € (U x V) :

Preuve: On pose : F(z) = (S(y),®(.,y)). D’aprés Théoréme 3.1, on a : F € €>°(U)
et plus précieusement F' € Z(U). Soit un compact K = G x H C U x V un compact
de R™ x R™. Supposons que & € Zx(U x V). On pose (W,®) = (T, F). Il existe alors
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My > 0,My >0,m; € Net mg €N tels que :

(W.®)| = [(T.F)l
My s |F(z)]

‘Ot|§m1,IEK1

My sup  [(S(y), @(.,9))]

|a|<ma,z€ Ky

Mi.my sup sup ‘(I)(% ?J)|

|a\§m1,m€K1 |ﬁ|§m2,l’€Kg

S M-PK,ml—i—mz((I))'

IN

IN

Donc : W définit une distribution, elle est unique par définition.
La deuxiéme formule devient d’aprés la densité de Z(U) x 2(V) dans Z2(U x V). m

Cela nous permis de donner la définition suivante :

Définition 3.7 (produit tensoriel des distributions ) : Soit T € 2'(U),S € 2'(V). Le
produit tensoriel de T' et S est la distribution notée T ® S € 2'(U x V), définie par :

Ve Z2(U) Vo e (V) : (T ®S,o@¢) = (T,¢).(5,9).
On a par la formule générale :
VO e P(UXxV): (TS, &) =(T (S,0(.,y))) = (S,(T,®(x,.)))

Remarque 3.3 : Le produit tensoriel reste valable pour les distributions a support compact,

en utilisant le crochet (.,.)s &

Exemple 3.4 : Soient a € R" et a € R™. On a pour ® € Z(R"™™) :

<(5®(5b,q>> = <5a><5b>q><'7y)>>

Donc : 0, ® 0 = 5(a,b)-
Exemple 3.5 : Soient ® € 2(R?). Alors :

(@ H,®) = <5’<H+,<I>(-,y)>>
= <5,/0 ®(.,y)dy)
= /Om@((),y)dy-
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Exemple 3.6 : Soient ® € 2(R?). Alors :

(Ho H,®) = (H,(H,2(,y)))

= /%o (- y)dy)

+oo +oo
= / / O (x,y)dzdy
= XR2 D).
Donc : H® H = XR? -

Proposition 3.10 : Soient T' € &'(U),S € &'(V),f € &U) et g € (V). Alors :
1. supp(T' ® S) =suppT X supp S.
2. DEDE(T ® D) = DT ® DPS,
3. (feg)(Tes)=(/T)®(g.5).
4. Le produit tensoriel est associatif.
5

. Le produit tensoriel n’est pas commutatif en général.

3.5 Convolution de deux distributions

Maintenant, on va généraliser le produit de convolution des fonctions en utilisant une
autre approche, basée sur la formule distributionnelle suivante :
Soit f,g € L'(R"), o € 2(R"). On sais que (f * g) € L'(R") et on a :

(fxg,0) = /-n(f * g)(y)dy
= f Rnf(z—y)g(y)90(2)dzdy-

En utilisant le changement de variable x = z — y, on trouve :

(fxg,0) = f(@)g(y)e(z + y)dedy

= f dx/g o(x +y)dy

En notant ¢>(z,y) = ¢(x + y), on trouve :
x)dx / gy y)dy
Rr
(-

- fI7 g(y790 7y
= (f®g,¢%).

=

(fxg,0) =

%

—~

Pour généraliser cette notion au distribution, il faut donner un sens au crochet {.®., p>),
cela n’est pas immédiate car ¢ n’est pas forcément appartient & Z(R?"). Par exemple, on
prend ¢ € 2(R) tel que supp ¢ € [0, 1], alors : supp ¢ = {(z,y) € R?: 0 < x4y < 1} n'est
pas compact.
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O\
ANRNE

0

supp =

Le crochet (S®T, ) a un sens si supp S et supp 7' sont convolutifs au sens de Définition

3.2, dans ce cas la, on donne la définition suivante :

Définition 3.8 (produit de convolution des disiributions ): Soit S, T deux distribu-
tions dans Z'(R™) telles que sipp S,supp T sont convolutives. On défini le produit de convo-
lution S T comme suivant :

Vo € ZR") : (ST, 0)gmg =(SQT, )¢ e

ou o2 (x,y) = p(x +y)

Exemple 3.7 : Soient ¢ € Z(R). 1l existe a > 0 tel que supp ¢ C [—a,al,
i.esupp ™ = {(z,y) €ER?: —a <z +y < a}. Alors :

o

supp =
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(HxH,p) = <H®H s0A>
= XR27()0

= /+OO/+OO (x 4+ y)dzdy
:/O /y ol2)dz

_ /0 dy /yago(z)dz.

Proposition 3.11 : Soit a € R", o« € N*, S, T € Z'(R"™) tels que sipp S,suppT sont convo-

lutives. Alors :
1. 6o T =71,T. En particulier ) x T = 15T =T.
2. 7,(Tx8S)=1,TS=T=%1,S.
3. D*(T x S)=D*T xS =T * D*S. En particulier : D*6 x T = D*T.

Preuve: Soit ¢ € Z(R"). On a :

1. pour a € R™:
(6a*xT,p) = (6.7, Q/)A>
T, (8a, ™))

—

T,0(a+x))

Alors : 6, *T = 7,T, et en particulier 0 x T = 10T =T.

2. pour a € R":
(r(Tx5),0) =

D’autre part :
(ra(T' % 5),¢) =

Alors : 7,(T' % S) =71,T %S =T % 1,8S.
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3. pour a € N" :

(DT +5),0) = | =1*(T +5), D)

| = 1T @ S, (D%¢)*)
(T, = 1*(S, D%z +y)))
(T, | = 11°(S, D)
(T, (DS, ¢))
{
{

T ® DS, o*)
T % DS, ).

D’autre part :

(DT % S5), ) = | =1*(T"*5), D)

= |- 1T® S, (D)%)
(S, [ = 1T, D*o(x +y)))
(S, = 1|*(T, D)
(3, (DT, ¢))
{
{

DT ® S, =)
DT x S, ).

Alors : D*(S*T) = D*S+T = S+ D*T. Er particulier : D*0+T = D*(6*T) = DT

3.6 Equations de convoiution :

Définition 3.9 : On appelle équation de convolution toute équation de le forme AxU =T,

ou A etT sont des distributions connues, et U est l'inconnu.

Exemple 3.8 : Soit [’equation au dérivées partielles :

> auDU = f,

laj<m

ou a, sont des constants réels et f est une fonction localement intégrable.
D’apres Théoréme 3.3, on peut écrire : DU = D*(0 * U) = D*§ x U.
Alors : l’équation peut écrire sous la forme AxU = f, ou A = Z ao D).

laj<m

Définition 3.10 (solution élémentaire ): Soit A € &'(R"). On dit qu’ une distribution

U4 est une solution élémentaire de A, si on a Ax Uy = 9.

Remarque 3.4 :

1. La solution élémentaire n’est pas toujours existe.
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2. Si Uy, Uy deux solutions élémentaire de A, alors : Uy = Uy +V ou V est une solution

générale de ’equation AxV = 0. En effet, si on pose : V = U; — Uy on trouve :
AxV =Ax (U —Uy) =AxU — AxUy=0.

On admis le théoréme suivant :

Théoréme 3.7 (Malgrange — Ehrenpreis) : Toute équation aux dérivées partielles a co-

effitions constats admet une solution élémentaire.

Théoréme 3.8 : Soit A € &'(R™). Supposons que A admet une solution élémentaire uy.
Alors :

1. Pour toute T € &'(R™), il existe U € Z'(R"), telle que AxU =T.
2. Soit T € &' (R™). Sl existe U € &' (R™) solution de I’équation AxU = T, il est unique

etonau=Usxf.

Preuve: : Supposons que A € &'(R™) admet une solution élémentaire w 4.

1. Soit T' € &'(R™). On pose : U = Uy x T, alors :
AxU=Ax(UpxT)=(AxUx)xT =5+xT =T.

2. Supposons qu’il existe U € &’(R") solution de I'équation A x U = T, alors :
U=0xU=UsxA)xU=Usx(AxU)=Us*T,

ce qui montre I'unicité.

[ |
Exemple 3.9 : La fonction w, définie par : w(x) = %, est une solution de l’équation u” = §
dans R. En effet, soit ¢ € Z(R). Alors :
(W 0) = (w,¢")
_ / =1,
B 27
e x ! d
= / —590 +/O 5% (z)dx
0 0 / 00 +oo
: ¢'(x) [33 : r / ¢'(x)
[2¢(x)}_w+/m R A ) P A I
= ¢(0)
= {3, ).
, o In |z| o ,
Exemple 3.10 : La fonction we, définie par : wo(zx) = 5y est une solution élémentaire
7

de lopérateur de Laplace A dans R?.
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En effet, soit ¢ € D(R?). Alors :

(Aws, ) = (w, Ayp)
1
= lim—/ In |z|.Ap(x)dx.
|z|>e

e—0 27‘(‘

En appliquant la formule de Green, on trouve :

/ In |z|Ap(x)dx = / Aln|x|.gp(x)dw+/ ln|m|.a—gpda(x)—/ alnmgoda(m).
|z|>e |z|>e |z|=¢ ov |z|=¢ v

ou v est le vecteur normal extérieur de 'ensemble {|x| > €}, i.e le vecteur normal intérieur
de B(0,¢), donc : v(xy,x2) = —(x1, x2).

%) Aln|z| =0 sur {|z| > ¢}, donc : ’ Aln|z|.o(x)dr = 0.
x|>e
Oln |z T T2
= — 21— —5——=.22=—1. D :
) ov 3 + 23 o 3 + 23 2 one

2
_/ 8ln|$|@da(x):/ (Pdo'(m):/ (e cos,esinb)db.
jaj=e OV |z|== 0

D’apres la formule de la moyenne, il existe x. tel que |x.) = € tel que :
21

(e cosB,esinb)dld = 2wp(x.).
0

1
Donc : lim {—/ Ol ‘x’gpda(x)] = 2m(0).
|x|=¢

=0 v

Iy
* % %) / In|z|=—do(z) = —Ilne¢
o= OV

o

.92 0 92) dote). Alors -
. Lxlaxl +x28x2 o(x). Alors :

0 M5 . )
/m 1n|a:|a—fda(x) < glng/ms 'L!f’il + ‘8_:2 } do(z) < M(yp).clne.
Donc : lim In |$!£d0(r) 0.
e—0 |z|=¢ 61/ N

Finalement, on trouve :

1
(Aws, ) = lim—/ In|z].Ap(z)dx

Exemple 3.11 : En utilisant la méthode ci-dessus pour montrer que La fonction w,, définie
INES! 1

_ 2
272 (n — 2) |z|"?’

n Foo n—2
dans R™ (n > 3), ou T <§) = / tz e tdt.
0

est une solution élémentaire de [’opérateur de Laplace A

par : wy(x) =

Les résultats suivants sera donnés sans démonstration :

Théoréme 3.9 : Soit w la solution élémentaire de l'opérateur A. Pour f € &' (R™) on pose

u=wx f. Alors :

1. Pour toute n > 2,u est une solution de l’équation Au = f, et on a : u € é"’(C’%ﬂppf).
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2. Pour touten >3 on a : lim wu(x)=0.
llz[|—+o00

Corollaire 3.1 : Soit Q C R™ un ouvert, et soit u € P'(Q) telle que Au = 0. Alors :
u € € (). Autrement dit :

[ Les distributions harmoniques sont les fonctions harmoniques.

Théoréme 3.10 : Soit P un opérateur différentiel a coefficients constant dans R™. Suppo-
sons que P admet une solution élémentaire w € €= (R™). Alors : pour toute f € &'(R™) la

distribution w * f est une solution de l’équation Pu = f, et on a : u € é‘”(C’Sprf)

Théoréme 3.11 : Soit l'opérateur différentiel a coefficients constantes P,, qui défini dans
D' (RY) par : PpyU =U"™ ¢, UMD 4 2UM2 4 U + UL
L’operateur P, admet une solution élémentaire unique w € Z'(RY), et on a w = H.wy, ou

H est la fonction de Heaviside, et wq la solution unique du probleme de Cauchy :

P’LUO = O,
w(0)=0,k=0,...,m -2,
wi™V(0) = 1.

Exercices

Exercice 3.1 : Trouver f x g pour les fonctions suivants :

1. f(x) =e" g(x) = H(z),a € R.

f(z) =sinz, g(x) = e 7.
3. f(x) = xpy(z), g(x) = 22,
flz)=g(z) ="

Exercice 3.2 : Soit la fonction 0 définie sur R par :

0 : |z[>1
1 |z <1,

VxER:G(x):{

1. Montrer que 0 € L'(R).
2. Calculer 6 x 6.
3. Calculer 0 x H, ou H est la fonction de Heaviside.

Exercice 3.3 : Soit F,G CR" deuz fermées coniques, ie
VA>0,Ve e F,Vye G: \x € F,\y € G.

On suppose que (F,G) sont convolutive. Montrer que F'N (—G) = {0}.
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Exercice 3.4 : Soit H la fonction de Heaviside. Déterminer les distributions :
V(H® H), A(H® H), (xH @ y*H).
Exercice 3.5 : Soit H la fonction de Heaviside. Déterminer les distributions :
(HxH)', (zHx2*H), (8" H) (&% vp1)
Exercice 3.6 : Résoudre, dans Z'(R) l’équation différentielle suivante :
U'=H

Exercice 3.7 : On considere l'opérateur de la chaleur dans Ry x R :

0 02
D=5~ 5

Vérifier que la distribution associé au fonction :

1 ( 25\
exp | ——
2/t P\ 1 /

est une solution élémentaire de l’opérateur D.

E(t,z) =

Exercice 3.8 : On considére l'opérateur des ondes dans R? :

0* 0

D=— - —.
otz Ox?

Vérifier que la distribution associé au fonction :

t—]z| >0

1
E(t,z) =1 2
0 t—|z| <0,

est une solution élémentaire de l’opérateur D.

Solutions d’exercices

Solution 3.1 : Soit z € R. On va calculer (f * g)(x) dans les cas suivantes :

1. f(x) =€ g(x) = H(z),a € R.

(f*g)a) = /W”ﬂx—wg@wy

Université de M’sila 73 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Donc :

sin(z — y)e W dy

0 400
= / sin(x — y)eYdy + / sin(z — y)e Ydy
0

o ;
= [sin(z —y)e¥]°  + cos(x — y)e’dy
Oo+oo
—[sin(z — / cos(z —y)e Ydy
0
0 +o00
= / cos(x — y)eldy — / cos(z — y)e dy
—o0 0
= [cos(z —y)eY]° ., — sin(x — y)eldy

./,
+oo
+[cos(z — y)eY] T — / sin(x — y)e Ydy
+ o
= 2cosx — / sin(z — y)e W dy
= 2cosx — (fxg)(x).

Donc : (f * g)(z) = cosz.
3. f(x) = xp(x), g(x) = &*.
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2

4 f(@) = gla) = e

U*wu>=:/fmﬂx—wy@My

oo 2 2
— / e~ (@) o~y dy
_—?_OOO 2 2
_ / e~ (@) +9) g,
o 2
= 6_172/ 6_2(:[/_;) dy
T
— /e 7.
5¢
0 : > 1
Solution 3.2 : Vx € R: 4(z) = = :
1 Jz <1,

+o0 1
1. Ona:/ \9(x)|dx:/ dr =2 < +o0.
—00 -1
Donc : 0 € L'(R).
2. Soit x € R.
+o00 1
000w = [ 0w — o)y = [ 06— gy

00 —1
r+1

Faisant le changement de variable t = x -y, on trouve : (0 % 0)(x) = / O(t)dt.

-1
) Six+1<—-loux—1>1ona.(0x0)x)=0.
z+1
) Sir—1<—-1<z+4+1<1 ona:(&*&)(m):/ dt = x + 2.

-1

1
*) Si—lgx—1§1<x+1ona:(e*e)(:v):/ dt =2 —z.
z—1

x+1
%) Si—lgm—lgx—i—lglona:(Q*Q)(x):/ dt = 2.
rx—1
3. Soit x € R.
+oo +o0
0+m@)= [ 0w-pHGy = [ 6y
—00 0

Faisant le changement de variable t = x —y, on trouve : (0 % H)(x) = / O(t)dt.
) Siz<—1ona:(fxH)x)=0. -
x) Si—l<z<lona: (H*H)(x):/ dt =z + 1.

-1

%) Sileona:()(m)—/_ldt—Q.

1
Solution 3.3 : F,G C R" deux fermées coniques, ie VA > 0,Vr € FNy e G: v € F,\y €
G. Supposons que (F,G) sont convolutive et Montrons que F' N (—G) = {0}.

De la définition, on a : {0} C F N (=G).

Soit maintenant © € F N (—G). Donc : x € F et —x € G.

Soit R > 0. On a alors : 0] = |z + (—x)| < R.

Il existe alors > 0 rel que : |z| <r et |—x| <7, iel|x|<r.
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Comme R est quelconque, r est quelconque aussi, alors : x = 0.

Fn(=G)={0}.

Solution 3.4 : H la fonction de Heaviside.

Donc :

0 0
8x(H®H) 8_(H®H)

_ (Y >®H<>H<y>®a—H)

ox oy
= (0, ® H(y), H(z) ® &)

V(H® H) =

Pour ® € 2(R?), on trouve :

(V(H @ H), ) — (/;OO (0, y)dy, /O+Oo Bz, om) |

0? 0?

o 2(H®H)+m(H@H)

_ o4 ()®H( )+ H(r)®

02 4 Y
06(x)

ox

AH® H) =

Oy?
()
dy

(y) + H(z) @ —=
Pour ® € 2(R?), on trouve :
(A(H® H), @) =

Soit ® € 2(R?). On a :

(rH & y*H,®) = (xH,(y*H, @(.,y)))

:x,/0+°° )

400 +o0
= / 2y ®(x,y)dedy.
0 0

Donc : xH ® y*H = a:yQXRi.

Solution 3.5 : H la fonction de Heaviside.

x) (HxH) =(H«+«H))=(HxH) =(0*H) =H =0.
xx) Soit p € Z(R). On a :
(¢H +y*H,p) = <va®y2H 90A>
= xyXR%SO
+o00 +o0

:/ / ry*o(x + y)dvdy.
xx%) 0"« H=(xH)"=H"=10"
sk kk) 0 kvpr = (dxop1) = (vp1).

0°H (y)
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Soit o € Z(R). On a :

((vpr)', ) = —(up1,¢)
/
= lim —SO(LE)dx
e—0 |x|>€ €T

_ w(—6)+@_/ @(st
 _ee9-e0) e [ 2,520
< € jaj>e 2 3
Donc
(n)oph = tim [ |>6-*”';’”>d
_ lﬁ%( 90(—6)_; p(0) 90(6):/)(0\ ~ lex sog)d 2¢(€0)D

Donc : § xvp1 = —pf%.

Solution 3.6 : D’apres l'exemple 3.9, la fonction w définie par wo(z) = |£| est une solution
élémentaire de l’équation U"” == 6. La solution générale de l’équation U" = § est W(x) =
m +ax+0b, a,b € R car la fonction x — ax + b est la solution générale de I’équation
U"” =0 (voir Remarque 3.4 et Corollaire 3.1).

Donc : la solution générale de l’équation différentielle U" = H est W x H.

Soit p € Z(R.) On a :

(WxH,p) = (y), %)

(W(x)® H
- /_:o /:oo <% +ar + b) o(x + y)dzdy.

O [+ (20 — 1)z +2b oo pH00 (90 4+ 1) + 2b
— / / (2a )z gp(x+y)dxdy+/ / (2a )z o(z + y)dzdy.
—o0 JO 0 0

2 2

Solution 3.7 - D= 2 — & Bt z) = ——oe B
P T a2 P T o m P\ T ) ’ '
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On a:
(DE, ) = —(E, 890+82
7SO - axg
+oo +oo 2
= —lim / <3_g0+3_g0>d dt.
e—0 8
+00 +oo “+o00 —+o00 2
— _lim ( / / ¢dtdx+ / / tx)a—dxdt>
e—0 6
, o OB _PD
n remarquant que TR TER one :

400 ptoo +00 +oo  ptoo I
/ / E(t,x) gDdtdx = / [E(t, z)p(t, z)]Fdx — / %t (t,z)dtdx

+0o0 +g<? -EFOO
:—/ E(e,x)p exdx—/ / (t,x)dtdx

+00 +oo +ooa2
:—/_ E(e,x)e e:r;dx—/ / a2g0txdxdt

[e.9]

+oo oo 90 +o0o +oo 62 +o0
Donc : / / E(t,x) dtdx—i—/ / e —— p(t,@)drdt = /_ E(e,z)p(e, x)dx.

On obtzent alors : ~

' +oo +oo 1 2
(DE, o) = lli% - E(e,z)p(e, z)dr = ili%/oo N exp (——> (e, x)dx

En utilisant le changement de variable x = 2y+/e on trouve :

“+o0o
(DE, v, = hm ﬁ/ eV o(e, 2y\/e)dy

e—0

1 +o00
Sachant que — e_dey =1, on peut écrire :
\/_
7

400
\/—/ e (e, 2yv/2)dy — 9(0,0) = \/—/ (e, 2yv/2) — (0,0)]dy

Le théoréme de convergence dominée de Lebesque (Théoreme 1.13 et Remarque 1.4) montre

que : .
fim —= [ (e, 20vE) — 0.0y = 0
Donc : . o
lig%ﬁ/_oo e " (e, 2yve)dy = ¢(0,0) = (3, ).
Alors : DE = 6.

Donc : la distribution associ€ au fonction E est une solution élémentaire de l'opérateur D.

Université de M’sila 78 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

1
0?02 — o t—|2]>0
Solution 3.8 : D = %2 o E(t,x) = { g

t—|z| <0,

On a :
32
_ 4 \
_ <E 8t2> )
1 0 400 +o0 (9290 +00 SO
= 5 (/ /_ i —duwc +/ / 52 —dtdr — / s da:dt)
- / —z,x)d +/ S0( )d +/ SD(t t)dt—/Jm agO(t —t)dt
-2 at\“‘” ot L . Oz
B 1 89@ T2 9y % 9y % 9
= =5 (/ 5 —(s,—5)ds +/0 gy (s,8)ds +/0 8x(5’8)d8 —/0 B (s, —s)ds
1 dp dp L [T (0p Do
- 2/0 (815 (s, s)+ax(s,s)> ds 2/0 ( t(s, s) 8:15(8’ s) ) ds.
Posons : p1(s) = ¢(s,s) et pa(s) = p(s,—s), on trouve :
Oy Op yoy Op L Op B ‘
@) (s) = 3t( 5,8) + %(S,S) et po(s) = E(S’ s) a—x(s, s). Donc :
1 [t~ 1 [t
DEg) = —5 [ wds—5 [ els)ds
17701 ‘
= 5901(0) + 5302(0)
= ¢(0,0)

Donc : la distribution associé au fonction E est une solution élémentaire de 'opérateur D.
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