CHAPITRE 4

TRANSFORMATION DE FOURIER

Parmi les différents outils pour I’étude des équations aux dérivées partielles, on trouve la
transformée de Fourier qui est un outils fondamental, généralise les séries de Fourier du cas
périodique.

Soit F un C—espace vectoriel, L un opérateur linéaire de E dans E et T' > 0. Considérons

le probléme de Cauchy de variable réel, a valeur vectoriel dans E :
"(t) = Ly(1),
(©) {y” M el we k.

I) Si E est de dimension finie et y; est un vecteur propre de L, associé au valeur propre

Ao alors la fonction y définie par : y(z) = eM.yp. est une solution du probléme (C).

Alinsi, si gy est une combinaison linéaire des vecteurs propres ey, es, - - - €, de L, associés
k
aux valeurs propres Ay, Ag, -+, A\, l.e 1 yg = E a;.ej, alors :
j=1

k
y(x) =) aje;.eM’,
j=1

est une solution du probléme (C).

Donc : si on peut déterminer les valeurs propres de L, il est facile de déterminer des
solutions explicites du probléme (C).

IT) Si E est de dimension infinie, par exemple un espace des fonctions de [0, T[xR dans
C, on obtient alors le probléme :

(©) { z(((f;c))iﬁg)x) ,te0,T], = €R.

On cherche des vecteurs propres de 'opérateur L, i.e des fonctions y vérifiant pour certains
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valeurs propres A I'équation : ¢/(t, ) = Ay(t, x).
La théorie de série de Fourier permis nous d’utiliser la famille {e; = e%}jez comme
(R) et T'— périodiques de R

une base hilbertienne de I'espace L3 (R) des fonctions dans L7

dans C, muni de la norme :

N[

1 T
HfHLg,r(R) =7 ( » f2(x)dx>

Ainsi, pour tout f € L3 (R)ona: f = Zaj(f)-ej, ou

JEZ
1 % —2mijs
o) =7 [ F iy

IIT) Supposons maintenant que E est 'espace des fonctions définies sur [0, +oo[xR,
et considérons le méme probléme précédant dans [0, +oo[xR. On a alors dans le cas des
fonctions non périodiques, faisant alors 1" tend vers +o0o dans le probléme précédant.

Formellement, on a pour 7" > 0 :

=337 ( /. eﬁf”"f(y)dy) .

JEZL

N

Si T" tend vers l'infini, on obtient :

r+co +o0 ] )
fla) = — | ( / e”’ff(y)dy> e,

!
v —00 oo

+00
La quantité / e~ f(s)ds si a un sens, appelée la transformé de Fourier de f.

—00
On peut prolonger ¢a au fonctions définies sur R”. Dans ce qui suit, on va étudier la

transformé de Fourier et ses différents propriétés.

4.1 Transformation de Fourier pour les fonctions

Définition 4.1 : Soit f € L*(R"), on appelle transformée de Fourier de f, la fonction, a

valeurs complexes, notée f ou F(f), définie pour tout & € R"™ par :

~

FiO=FO= | f)e < (4.1

ou x.§ = Z x;&; (produit scalaire).

i=1
Remarque 4.1 : La transformée de Fourier dans L'(R™) est bien définie, linéaire et il

eziste ¢ > 0 tel que : || f| Lo mny < cf| f|l 1@y
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En effet, soit f € L'(R™), on a pour tout £ € R™ :

~

IFOI =

f(z)e ™4
R”

< [ U@le s
R
2 d
< 2 [ Vs

= 2HfHL1(Rn) < 4-00.

Donc : F est bien défini et on a : HfHLoo(Rn) < 2| fll L1 mny-
On dit que F est continue de L'(R™) dans L*°(R").

Remarque 4.2 : Si f est a variables séparables ie f(x) = H fi(x;), alors :
i=1

Définition 4.2 : On définit de la méme maniére la trensformée de Fourier conjuguée pour

fe LY (R") :
Fw) = [ e (19)

Exemple 4.1 : Soit [a,b] un intervalle on o :

Frfif) = /+OO f(z)e ™4de

On trouve finalement :

F(Xap) () = i§

Proposition 4.1 : On a les propriétés suivantes :
1. Si f est une fonction paire, alors f est une fonction paire.
. Si f est une fonction impaire, alors f est une fonction impaire.

. si [ est une fonction réelle, alors : f(—é’) = f(f)

2
3
4. si f(—x) = f(x) pour tout s € R", alors : f est une fonction réelle.
5

. Translation : Pour toute a € R™ on a :

Fraf)y=e¢f  Flewf) =rf
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6. Dilatation : F (f <§>> = |/\|”]?(/\§) pour \ réel non nul.

Preuve: Soit f € L'(R).

1. Supposons que f est paire et soit £ € R”, on a :
FI=8 = [ flx)e™*dx
R’I’L
Faisons le changement de variable y = —x, on trouve :

FIE = [ fepeiy

= L. (y)e =*dy
= F[f(&).

Alors ]?est une fonction paire.

2. De méme maniére, on démontre que si f est une fonction impaire, alors f est une

fonction impaire.

3. Supposons que f est une fonction réelle, alors -

Feo) = | rwensds

> f(z)e =&dx

= /Kf@)e”“'fdx
Rn

= f(z)e =&dx
/\]Rn

= f(©)

4. Supposons f(—z) = f(x) pour tout s € R", alors :

>\

I

~
—
I
N~—
I

f(z)e =&dx

f(z)e™tde

f(—x)em'gdx
fy)e <dy
]R'n

(&)

Il
—

Donc : fest une fonction réelle.
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5. Soit a € R™, on a
F(raf)(§) =

= fﬂ f(z— a)e_iz‘gdx
? fy)e ey

= e | fly)e™idy

Taf(x)e_ix'gdx

Donc : F(r,f) = e 7@ .

@)e) = [ e
= /f(a:)e_””(g ) dx
= J£-a)

- Taf(g)'

Donc :F(e** f) = 1,f.
6. Soit A € R*. Alors :

()= L 1)

T
Faisons le changement de variable y = % on trouve :

%) Pour A > 0 alors : / f ( \ e @Edy — \" f(y)e_iy"\fdy,

\/\

%) Pour A < 0 alors : / f (X) e e dy = (—/\)” fy)e ¥ dy.
uw& R”
Donc :

F(F(5)) =1 [ ey = AT,

Théoréme 4.1 (Lemme de Riemann-Lebesgue) : Soit f € L'(R™). Alors : f continue

et tend vers 0 a l'infini.

Preuve: Soit f € L'(R").
%) Soit a € R™. On a :

~

Fle+a)—Fle) = |ee=f() - £(6)
= /n e_m'xf(x)e_m'gdx — . f(x)e_m'gda:

_ / (e = ) fa)e .

La famille des fonctions z +— (e~ — 1) f(x)e~ ¢ est une famille des fonctions mesurable,

converge vers 0 lorsque ||a|| tend vers 0, et on a : [(e7"* — 1) f(z)e~*¢| < 6| f(x)| pour tout
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a,é €R", et f e LYR").

D’aprés théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13 et Remarque 1.4)
on obtient : |(1li|210 1F(&+a)— F(E)]=0.

Donc : fest continue.

xk) Soit & € R™ tel que ||£]| assez grand. Donc : il existe 1 < i < n tel que |¢;] assez grand. De
la densité de Z2(R") dans L'(R"™), pour € > 0 il existe ¢ € Z(R") tel que || f — ¢||L1rn) < €.
Alors :

fen = | [ et
< || e - st

+

/ e " (r)dx| .

D’une part :

| e @) — ploe

< [ @) - plwlds

< 2 @) - pla)lde

= 2|f — ¢llzimn)
< 2e.

D’autre part :

/ () = {_ - e_gjggp(;z:)d;zj...dxi1da:i+1...dl‘n} :+ / ) e_;g gfi(x)dx
- 7o),
Donc : { o
fon <2+ 17| (32|

Faisant ¢ tend vers 0, on trouve :

1
4]

(&) <

[I€]l =00
]__(&0)‘ —0 .
8.’13'1'

Théoréme 4.2 : Soit « € N" et soit f € LY(R") telle que z*f € L'(R"). Alors :

Do f = F((—i)la® f).

Preuve: Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13 et Remarque
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1.4) permet nous d’écrire :

~

Def(g) = flx)e —w
— f D 7ix.£dx
= f )8a1 —iz]. 51 ) a?nn o €_ix"'§"dl‘
fx)(=d)at—ong  pone=i®qy

_ f :
]in(—i)m'xo‘f(x)e_mgdm
F((=)llz ).

Théoréme 4.3 : Soit a € N", et soit f € L*(R") telle que D*f € L*(R™). Alors :
F(Dof) =itleef.

Preuve: Soit 1 <7<n.On a:

af —ix
FONE = | Fo e Sdx
= ? [f(@)e ™) ey .. dagydagyy .. deg +i& | f(x)e ™ 4da,
Rn—1 -

Comme f € L*(R"), elle est nulie (u voisinage de 'infini, donc :

FO:)(€) = i&f.

Donc :
FDPE) = F@ .00
= (&)™ .. (&) f(§)
il fle).
|
Théoréme 4.4 (convolution ) : Soit f,g € L*(R"). Alors : f = fﬁ
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Preuve: Soit f,g € L'(R™). Alors :

Fro© = [ (Fro@e

n

= e s s fW)g(x — y)dyda

e Ve [ f(y)g(a — y)dyde
RTL

/
— f f(y)e_iy'gdy/ g($—y)6_i($_y)'£d:p
[

(y)e idy /E g(2)e " dz
R

n

Alors : m = J?Ej |
3

—

Remarque 4.3 : Soit f,g € L*(R"). Alors : f.g € L*(R™). De plus, on a : f.g = f* qg.

~ 1 —_—
Théoréme 4.5 (inversion) : Soit f € L'(R") telle que f € L'(R"). Alors : f = 27r)”f<f)

~—~

Preuve: Soit £ € R*. On a :

I 1 T7 e i
(QW)n‘F(f)<x> = @Jﬂp F(&eede
_ s e —iy.&
G 7 S0

N / Fly)e @0 Edyde.

La fonction (y, &) — f(y)e'® 7)€ n’est pas forcément intégrable, on ne peut pas appliquer

Théoréme de Fubini, tendis gu'on peut considérer pour € > 0 :

L() = — / Fly)e e = dydg
c (27T)n n JRn .
On a: .
; 2le)? ;
I.(x) = / et 1 f(y)e ¥4dydé
sl R e O
(2m)" Jgn '
Posons : G.(§) = Lem"se—glf”? G
FG8) = g .
La suite (G¢)eo est une suite des fonctions intégrables, converge p.p vers la fonction Gy ot
1 )
Go(€) = ——e™5f(&). De plus, on a : |G| < Gy € L'(R"). Le théoréme de convergence

(2m)"
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dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13 et Remarque 1.4) permet nous d’écrire :

limI.(z) = lim [ G.(z)d¢

e—0 e—0 R

= /n Go(z)dE

- G LT

D’autre part, on a : I. = F. x f ou

1 e 2e?

Faisant le changement de variable ( = —&, on trouve :

_ 1 i SR
F.(z) = 2n) /Rne e d¢ = F.(—2).

Faisant le changement de variable n = £, on trouve :

Alors :

H&H dfdz

- <2w>/ ( W)(Z)d”

Faisant des arguments comme dans l'exercice 4.2, on peut montrer que

F (e—“f) (2) = (2v7)"e .

Donc :

1 noa2, 1 n no_
| B = g | evRre s - o evRr vy - L

[ A6 (i [ riar

En appliquant le résultat suivant :

ce qui donne :

On considere la suite (F.).»o C L'(R") telle que / F.(t)dt =1 et soit f € L'(R").
Alors : F. x f converge vers f dans L'(R").
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il résulte que I. converge vers f dans L'(R™)......... (k).

De (x) et (*x), et tenant en compte f € L'(R"), on trouve le résultat. m

Remarque 4.4 : Il y a une autre définition de la transformée de Fourier, laquelle :

-~

PO =F© = [ e (43)
Dans ce cas la, F~' = F de LY(R") dans L'(R"), ou

F(f)(x) = " (E)e*metde. (4.4)

4.2 Croissance rapide, décroissance lente

Définition 4.3 (espace de Schwartz ) :

1. On dit qu’une fonction ¢ : R™ — C est a décroissance rapide si pour tout m € N on
a:
lim |x|™p(x) = 0.
ol p(a)
2. L’espace de Schwartz .7 (R™) est lespace des fonctions ¢ € €°(R"™) telles que pour

tout multi-indice o € N", la fonction Do est a décroissance rapide.
Il est clair que l'espace .(R™) est un espace vectoriel.

Remarque 4.5 : Il est équivalent de dire que @ € L (R™) si les quantités

Noloy = ) e DPp(a)ll ),

|| <p,|B|<p

sont finies pour tout p.

En effet, si ¢ € #(R™) alors on a ‘ |1im |22 DPp(z)| = 0, donc : |2*DPp(x)| est borné p.p,
r|—+00

ce qui donne la bornitude de N,(p).

Réciproquement, comme N,(p) est bornée, alors |x;x*DPo(z)| pour un certain i tel que |x;|

tend vers linfini (i existe puisque |z| tend vers l’infini).
2 DB
Donc : lim |2°DPp(z)| = lim 7.2 D ()| _
|| —+o0 2|+ | ;]

L’espace .7 (R™) est stable par dérivation et par multiplication par des polynomes.

< (R™) est un espace vectoriel topologique, dont les semi-normes sont (NV,),en.

Définition 4.4 (convergence dans . (R")) : On dit q'une suite des fonctions (¢;);en

dans ./ (R"™) est converge vers ¢ € ./ (R™) st pour tout p € N on a : ‘lirgl Ny(p; — ) = 0.
j—+oo
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Proposition 4.2 : Pour tout p € ./ (R") on a : 2% € LY(R"), lim |2%p(x)| =0, et il

|z|—+o0
existe des constantes C,, telles que :

ST 0 D) s < CoNpinsa () Vo € F(RY).
la|<p,|BI<p
Preuve: Soit p € ./ (R"). Il est claire | ‘lim |z%p(z)| = 0.
| —+00
Comme z%p(x) est borné, il est localement intégrable.

Il reste de prouver que lim |z%p(x)|de = 0. On a :

o (23 + - -+ 23)a% ()|
T z)|dx = dx
/|x o) /

|z|>A |z[?

Comme ¢ € S(R") on a: (22 + -+ - + 22)x%(x) € L>°(R™). Donc : il existe ¢ > 0 telle que
|(z% + -+ 22)z“p(x)| < ¢ p.p. ce qui donne :

/ [z%p(z)|dr = / l(x%+."+$’%)xagp(x)|dx
|z|>A |z|>A

2
7]

C A— oo
=
|z|>A |z]?
Donc z%¢(z) € L*(R™).

En utilisant des mémes arguments pour prouver que :

Y e DPe(@)inien < ColNpinia(p) Ve € F(RY).

la|<p,|8|<p

Remarque 4.6 : Comme ' (R") C L*(R™), on peut définir la transformé de Fourier dans
Z(R™). De plus :

Les propriétés de transformation de Fourier (dérivée, translation, dilatation, convolu-

tion, inversion) sont vérifies toujours dans .7’ (R").

Théoréme 4.6 : La transformation de Fourier applique l’espace . (R™) dans lui méme et

pour tout p € N, il existe C,, telle que :
Np(@) < CpNpinaa(p) Vo € Z(R)

Preuve: Soit £ € R” et o, 5 € N*. On a : [€2DP5(€)| = |(i)/PI-1M F(D* (2P ¢))|. Alors :
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N@) = > €D B(@) |y
|| <p,|BI<p
= > N@IMEDY @ 9) | ey
|| <p,|BI<p
> ol DY) @)

la|<p,|BI<p

> dslla’ Dl
|| <p,|BI<p

Cp/\/;;+n+1(go).

IN

IN

IN

Proposition 4.3 (densité de 2(R") dans /(R")) : Soit p € (R"). Il existe alors une
suite (pj)jen C Z(R") telle que :

lim N, (p; — @) =

j—+oo

Définition 4.5 (croissance lente ) :

1. On dit qu’une fonction ¢ : R™ — C est a croissance lente s’il existe m € N et C' > 0

tels que pour tout x € R™ on a :
p(x)] < O+ [l])™

2. Lespace Oy (R™) est Uespace des fonctions ¢ € € (R") telles que pour tout multi-
indice o € N", la fonction D¢ est a croissance lente, i.e pour tout o € N, il existe
Cy >0 et my > 0 tels que pour toute x € R™ :

|Df(2)] < Coll + |z[)™
Il résulte immédiatement de la définition c-dessus :

Théoréme 4.7 : Soit ¢ € Oy (R™). Alors : Pour toute ¢ € L (R™) on a : .o € S (R").

4.3 Distributions tempérées

Définition 4.6 : Soit u € Z'(R™). On dit que u est une distribution tempérée, ce qu’on note
ue S (R"), sl existe p e N et C > 0 tels que :

[(u, 0)] < CN(p) Vo€ Z(R"). (4.5)

Il s’agit de la continuité de forme linéaire u au sens de la topologie trace de . (R") sur
Z(R"). De la densité de Z(R™) dans . (R"™), d’aprés théoréme de Hahn-Banach (Corollaire

1.1) on peut prolonger le crochet de dualité (.,.) s » au crochet (.,.) 9 » de maniére suivante :
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Théoréme 4.8 (extension de dualité ): Soit v € . (R"). L’application ¢ — (u, ),
définie sur Z(R™), se prolonge de maniére unique en une forme linéaire sur #(R™) (que

lon notera par ¢ — (u, p) 9. ) qui vérifie :
(w9, 7] <CN(9) Vo € S (R) (4.6)

Cette extension de la dualité identifie /' (R™) a l’espace des formes linéaires sur . (R™) qui

vérifie une estimation du type (4.5).

Définition 4.7 (convergence dans .'(R™)): On dit que las suite (u;) d’éléments de

L' (R™) converge vers u dans ' (R™), si on a :

lim (uj,0) = (u,0) Vo€ L (R")

Jj—+oo

En utilisant 'extension de dualité (.,.) s o pour définir la dérivée d’une distribution

tempéré u comme suivant :
Va € N" Yy € .Z(R") : (D%, ) = (-1 (u, D¥p).
La quantité ci-dessus est bien défini, de plus on a le résultat suivant :

Théoréme 4.9 : Siu € ' (R™) alors toutes ses dérivées partielles appartiennent a 7' (R™).
De plus, si u;j — u dans .’ (R™) alors D*u; — D®u dans .’ (R").

Exemple 4.2 :
1. 6 € L' (R™) car on a pour toute ¢ € L (R") :

(6, 2)| = [0(0)] < No(p)-
2. LYR™) C '(R™) car on a pour toute f € L*(R™) et p € ./ (R") :

[(fr)] =

< lellmge [ 17(@)ds
= || fllzr @) No(p)-

REIC

3. L>®(R™) C ' (R™) car on a pour toute f € L®(R™) et ¢ € S (R") :

(.ol = || f@p@

< 1o / p(a)|da

| £l oo ®ny-ll 1] 1wy
= O fllzee@mNus1(0)-
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4. LAR™) € '(R™) car on a pour toute f € L*(R") et ¢ € S (R") :

[(freol =

: (W ") (Rn )

= [fllz2@n) (/ +H H M( +||£E||)"+2.g0(x)dx)

< Ol e (N0 + 22l @)
= C|fllz2- Niyz)(9).

1
2

5. LP(R") € ' (R™) (2 < p < +400) car on a pour toute f € LP(R") et p € L (R") :

(@) < ClF i Nis 1) (%ﬁ—l).

Proposition 4.4 :
1. Une distribution a support compact est tempérée, i.e £ (R") C ' (R™).

2. Une distribution tempérée est nécessairement d’vrdre fini.

Preuve: :

1. Soit u € &'(R") et p € Z(R™). Alors, ¢ € €°(R") et il existe K C R™ compact et
m € Net M > 0 tels que :

[{u, 0}l < M.Pgm(p)
M. sup |[D%(x)]

zeK,|a|<m
M. sup  |D%(x)]

Zz€RM |a|<m

< MNu(p).

IN

Alors : u € '(R").
2. Soit u € .'(R") et K C un compact. il existe C' > 0 tels que :

[(u, )| < CNp(9) Voo € Dk (R").

Donc :
(uw,0)| <C Y |2°DPp(a)|pe@n Vo € Dk(RY).

|| <p,|B]<p

Comme K est compact, alors ® est borné, donc il existe C},, > 0 tel que pour tout
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v € Zx(R™) on a:

O S e D)y < Cp S IDPp(a) ey
la|<p,|BI<p 1BI<p
< M sup [DPp(z)]

zeK,B|<p

Done : [{u, p)| < M P ().
Alors : u est nécessairement d’ordre inférieur ou égale a p.

Théoréme 4.10 : Soit ¢ € Oy (R™). Alors :
1. Pour toute u € ' (R"™) on a : p.u € L' (R").
2. Siuj — u dans ' (R™) on a ¢Y.u; — fu dans &' (R")

Preuve: Soit ¢ € 0)/(R"). Pour tout v € N", il existe C,, > 0 et m., € N tel que pour tout

z€R"on a:

[ DYp(x)] < C(1 4+ [a])™.

1. Soit u € '(R™) et ¢ € Z(R™). Alors : Y. € Z(R") et il existe C, > 0,p € N tels
que :

[(Yu, o) = [u, vy
< CpNp(bw)
= Gy Z ||an6(¢-90)(x)”L°°(R")
:n°i§p7|5‘§p

= G, Z 1C, 07 DV (). DPip() | oo (e
|| <p,|v|<p,|0|<p
< C > 2 (1 + |2])™ . D?o()]| 1o any

|| <p,|v|<p,10|<p

Il existe ¢ € N telle que < max{p, |a| +m,} < ¢, ce qui donne :

[(Wu, )| <Cq Y 2N DPp(@)]| oo n) = CoNy($0)

[A<q,|01<q

. Donc : p.u € ' (R").
2. De précédant et Théoréme 4.9.

Université de M’sila 94 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

4.4 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Considérons u € L'(R") et p € . (R™). Alors : u € L'(R™) et on a :

() = (§)dg

JRGEG
— f ) / ) u(z)e” (&) déd.

Faisant le changement de variable (y,() = (&, z), on trouve :

o) = [ [ wlQesoty)dydc
¢

= f u(P(C)C

A~

= (u,®).

Tenant en compte que pour ¢ € (R") implique que ¢ € Z(R"), on peut prolonger le
résultat ci-dessus du maniére suivante :
Définition 4.8 : Soit u € /'(R"™).
1. La transformée de Fourier de u est la distribution tempérée notée u ou Fu, définie
pour tout p € L (R™) par : (u, ) = (u, p).
2. La conjuguée F de F est définie pour tout € S (R") par : (Fu, ) = (u, Fep).

Il vient immédiatement de la définition et les propriétés de transformée de Fourier dans

S (R™) :

Théoréme 4.11 inverse: La trunsformation de Fourier est un isomorphisme de .#'(R™)

sur lui méme, d’inverse F~' = (2m) "F.

Théoréme 4.12 (continuité ) : La transformation de Fourier sur ' (R™) est continue. Si
u; — u dans '(R"™), alors : 4; — u dans &'(R")

Exemple 4.3 :
1. Ona: R
(0,0) = (6,9) =¢(0)
= / e T p(x)dw
= f Lp(z)dz
Rn
= (L)
Done : 6 = 1.
2. On a :
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Faisant le changement de variable ¢ = —&, on trouve :

T = / ) / ne”fga(x)dxdg.
Fe)(

= /E x)dr.

= <17‘/—-(90)> = <‘F(1)790>'

Donc : 1= F(1), ce qui donne : (27)"1 = (27) " F(1) = (27) "F(8) = 6.
Alors : 1= (2m)"40.

Proposition 4.5 : Soit u € /' (R"),a e N* eta € R". On a :

1. F(1ou) = e7"@47, F(e ) = 1,1,

2. F(Du) = ill¢oq, DU = F((—i)llzu).
3. b, = e it F(e) = (2m)"4,.

4. F(D*b) = ille~, F(z) = (2m)"il*lD*§.

Preuve: Soit ¢ € ./ (R™). On a :
1. *)
(F(rqu), @) = (T,u,®)

Donc : F(t,u) = ™47,
**)

(Flevtu), o) =

Donc : F(e'*u) = 7,1.

2. )
(F(D), ) = (D,®)

(=1 u, D*P)
= (=Dllu, F((=0)*lzp))
= (u, F(i"lzp))

(@, iz p)

(ileet, ).

Donc : F(D%u) = i*l¢27.
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")

(F((=i)zu), ) = (§%u, @)
= <u7 _Z.)Mga@)
= (=1)"Nu, F(D))
(=1l (@, D*¢))
(D, ).
Donc : DU = F((—i)lelzvu).
3. %) Sa = F(1,0) = eTiEy — pmiak,
) F(efad) = 7,1 = (21)"7,60 = (27)",.
4. *) F(D5) = ilolges = ilelge,
* « 1 o] Mo
) F(z*) = =0 1= (2n)"il* D*s.
|
Théoréme 4.13 (convolution ) : Soit T € ' (R") et S € &'(R") on a :

—

T+xSe S R")etTx*S

=T5.

Exemple 4.4 : On donne deux exemples utilisées dans les équations auz dérivées partielles.

1. Considérons dans /' (R"™) l’équation de Lapiace :

0.

Au =

Utilisons le transformation de rfourier, on trouve :

-
Ay

" 0%y
d ( —)

> (—ixy)?
=1
—|z[*u

~

u

Donc : Ugy =0 et suppu = {0}. Alors : u =
re%
Ce qui donne : u = Z (2m)"a

la|<m
u est un polynome.

o (D) =

Alors :
Considérons dans .7'(R™) ’équation :

Z (2m)~

lal<m

Au— 0. Mais, on a :

- 0%u
> (52)

Z a,D5.

|<meN

ng Zlalg

D bt

|ar|<m

—Au+u=f, ou A\>0,f e SR")

. Utilisons le transformation de Fourier, on trouve : F(—Au + Au) =

Alors : (|z]> + N = f.
P /
DOTLC JUuU = m

7
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!
|z + A

Finalement : u = (27) " F

— 1
Pour f =6 on trouve la solution élémentaire ug = (2m) " F [m] .

Exercices

Exercice 4.1 : Calculer J? dans les cas suivantes :
1 f(@) = X1y
2. f(x) = el (a > 0).
3. f(x) = H(z)e ™ (a > 0).

Exercice 4.2 :

~

1. Montrer que la fonction § — f(§) = F(e‘$2)(£) vérifie [’équation différentielle :

~

f(&) =0.

DO |y

y'(€) +

o~

2. Calculer f(0), puis déterminer la solution de i'équation différentielle.

3. Utiliser la propriété de dilatation pour étublir le résultat :

Fem (&) = \/ge‘ia (a>0).

Exercice 4.3 : Soit T Uapplication: linéaire sur . (R?) définie comme suivant :

Vo & F(R2) (T, @) = / o, —)da

R

1. Vérifier que T € '(R?).
or oT

2. Calculer au sens de distributions : — — —.
x Oy

Exercice 4.4 : Soit la suite des fonctions f; = xj—;; (j € N*).
1. Calculer ]?J
2. Déterminer lim Smé—j@ dans ' (R™).

j—+oo
Exercice 4.5 : En portant de l’égalité &' « H = § calculer H.

Exercice 4.6 : Soit 1) € 2(R) telle que 1 =1 au voisinage de 0. On pose u = 1p.H
1. Calculer u' en fonction de 1.

2. Calculer u en fonction de ﬁ
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Exercice 4.7 : Soit la fonction f définie par f(x) =1 — 102% + 202%.
Montrer que f € ' (R), puis calculer ]?

Exercice 4.8 :

1. Montrer que vyx € .7 (R).

~

d
2. Trouver toutes les distributions tempérées u de telles que d_u =0.

3. Montrer que toutes les distributions tempérées u telle que xu = 0 sont de la forme

u=\ (A €R).

4. Quelles sont les distributions tempérées u telles que xu’ + u = 0.

Solutions des exercices

Solution 4.1 : Soit £ € R

1. f(x) = X[-11)-

f(é) _ /+OO e—im.fe—a\ﬂdx

— 00

0 ] 400 '
— / e(a—z&).xdx + / 6—(a+z§).xdx
—00 0
ela—ig).x 0 e—(a+if).x +oo
- {a—if}oo_ { o+ i L
1 . 1
a—i1§ o+
200
a2+ 62 ’
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3. f(z) = H(z)e ™ (a > 0).

f(ﬁ) = /_Jrooe”'gH(a:)eaxda:

Solution 4.2 :
L flz)=e flx) =20 = 22f(z) f(&)=F(E ).

df ‘ i i n _
d_f = F(—ixf) = 5-7:(—290f) = §]:(f) =—5/(&)

. Donc : f vérifie I’équation différentielle :

2. f(0) = / e dx = /7. Donc :

o0

3. Ona:

2

Fle ) = FUan© = L

Solution 4.3 : Vp € S (R?) : (T, ¢) = / @(t,—t)dt.
R

1. Soit p € 2(R?). Alors, on a :

(T, o) < / olt, —0)|dt
- z—1+t2.](1+t)go(t, )dt
< 1A+ 2z, y)| L) [p 14+t2dt
< 7TN2((,0)

Donc : T € '(R?).
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2. Soit p € S (R?).

or _or N\ _ _[p 9 _0¢
oxr Oy’ v) = "Or Oy
= - Lt —t) — == (t, —t) | dt
[ 50~ 5]
Posons : ®(t) = p(t,—t). Alors : ®'(t) = g—i(t, —t) — g—z(t, —t)
Donc : - e
— - — = — ' (t)dt
(Ge-Ge) = - [0
= [-e@)]'%
= [—olt,-1)]Z =0
or or
Donc : T 8_y 0.
Solution 4.4 : f; = x_;;] (J € N¥)
1. Ona:
fi§) = / e X g (@) de
o t
= / e "sd
—Jj
[ 2 £=0
= ({ el —e¥ .
L ¢ s
N 2j  &E=0
Alors : f;(§) = ¢ 2sin(j&)
! .‘f\ D E#£ L
2. Soit p € S'(R"). On a
+o0o
Am Sy =t [ fil@)e()de
J
= lim o(x)dx
J—+oo —j
+oo
= / o(x)dx
= (L)
Alors, jll}grnoo fi =1, ce qui donne : jkgloo fj = 2mo.
Alors : lim 2sin(j¢) =270 ,i.e lim sin(j¢) =70.
Jj—+oo Jj—=+oo '3

Solution 4.5 : On a &' x H = ¢, donc : 5« H =1.
Alors : F(8').H =1, ce qui donne : i&. H = 1.
1 :

~ i
finalement : H =

i€ ¢
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Solution 4.6 : ¢ € Z(R) telle que ¢ = 1 au voisinage de 0. u = 1. H

1. On a :
, )

Donc :u' =95+ H.

= w0+ [ HE@ @)
= (0+v¢'.H, ).

2. U=F(+v . H)=1+¢ H.

Solution 4.7 : f(z) = 1 — 102* + 202,

%) Soit o € Z(R). on a :

(£ o

Donc : f € S'(R).
x) On a : R
f

Solution 4.8 :
1. Soit p € Z(R).

Donc :

[CR

Donc : v, € '(R).

du

+oo
/ (1 — 1022 4 202%°).¢(x)dx

o0

(1 — 1022 + 2022°).9|| 11 (@)
020/\/22(90)-

IA

1- 10F (2?) + 20F (29)
o — 10(27).126" + 20(2m).i205(20)
27 (5 + 106" + 20539).

On sais d’apres l'example 2.9 que :

1 +o0 1 )
|<Up;,<ﬂ>| S/ / | (tx)|dtd.
—0o0 0

[+
oo 1 a?
(1 +x2><ﬂ’HLw<R>/
7TN2(O[).

1
/ (1 + 22)¢ (k)| ded
0 o 1

1 —i—xde

= 0 implique que u = A (A € R). Donc : u = .
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— d/\
3. Ona:zu=0, donc : —izu =0, i.e d—Z_ =0. Donc : u= X0 (A € R).
4. Ona :zu' +u=0, donc : (xu) =0 (voir solution de l’exzercice 2.8).
Donc : xzu = \§ (A € R).
Soit x € Z'(R) tel que x =1 au voisinage de 0. Posons : ¢ = ¢ — ¢(0).x.

Alors : (0) = 0. La formule de Taylor s’écrire alors :

o(x) = x/o Y (tz)dt = 20,(x) (0, € 2(R)).

Posons : (u,p) = (A, 8,) = A,(0).

Tenant en compte : xp = xp, alors : 0y, = . Donc :

(xu, ) = (u, zp) = (N, p), i.e xu = AJ.

En utilisant des arguments comme dans la premiere question pour prouver que u est

une distribution tempérée.
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