CHAPITRE 5

ESPACES DE SOBOLEV

Soit 2 C R™ un ouvert, I' = 99, p € R avec 1 < p < 400, et p’ le conjugué de p, i.e
}? + % = 1. Notons q’une fonction u € LP(Q2) identifie une distribution sur €2, encore notée
u. On peut donc définir g—; (1 € {1, cdots,n}) comme une distribution sur €2 et Vu comme
une distribution vectorielle sur (2.

Le but de la présentation des espaces de Sohoiev est de fournir un cadre fonctionnel pour
certaines équations aux dérivées partielles et broblémes aux limites qui peuvent admet des
solutions notées «solutions faiblesy.

I) Soit le probléme aux limites suivants :

/[ »_U//(x) —i—u(ac) = f(:(:) - rce [a7 b]7

(H)Lu@:MMZO

ou f € €([a,b]).

une solution classique (forte) du probléme (P;) est une fonction de classe €>([a,b]).
On va chercher d’autre solution du probléme (P;), qui sont des distributions réguliéres.
En multipliant les deux termes de la premiére équation par une fonction ¢ € Z(]a,b[), et

intégrant sur ]a, b[ on obtient :

l{ﬂ<>um+/ m—/f

Faisant 'intégration par partie, et tenant en compte ¢(a) = ¢(b) = 0, on obtient :

/abu’( )¢ (x )da:—l—/ dx—/ f(z (5.1)

Notons que Z(Ja,b|) C L*(]a,b|), donc : ¢ et ¢’ peut considérer dans L?(]a,b[) et 'équation
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(5.1) & un sens pour u,u’ € L*(Ja,b[) ot u’ est la dérivée de u au sens de distribution, i.e

W) == [ u) @)z, Vo€ D(ab),

Il s’agit de existence d'une fonction g € L*(]a, b[), vérifiant :

b b
/ u(a)g (@)dz = — / g(@)p(e)de, V€ D(Jab).

IT) Maintenant, soit le probléme aux limites suivants :

(P,) { Au(:

) +
u(z) =0 : zel.

ou f € €(Q).
une solution classique (forte) du probléme (P,) est une fonction de classe €2(Q2). On
va chercher d’autre solution du probléme (FP,), qui sont des distributions réguliéres. En

multipliant les deux termes de la premiére équation par vae tonction ¢ € Z(), et intégrant

/ —Au(z dx—l—/ z)o(T dx—/f

sur €2 on obtient :

Appliquant la formule de Green, et tenant en compte ¢(x) = 0 sur I', on obtient :
Z/% Bt ).n+/ da:—/f (5.2)

Notons que ¢, acp (i € {1, - n}) peut considérer dans L?(2) et I'équation (5.2) & un sens
T

ou 9 , . Ou
pour u, - e L*(Q) (i€ {1,---n})0u8

i

est la dérivée partielle de u au sens de distribution

K3
dans la direction 7, i.e

<g_::i’<p> - /“( )SZ( )z, Vo € 2(9).

Il ’agit de existence des fonctions g; € L*(Q), vérifiant :

0 .
[ u@52as= [ aiwelarin, v e 9@, vie {1, )
% Q
Parfois, on a besoin de considérer que @ est ses dérivées partielles appartient a LPI(Q), d’ou
u est ses dérivées partielles appartient a LP(£2).
Un tel espace vérifie les propriétés précédente est appelé espace de Sobolev de la base

LP(€2). En général on a :
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5.1 Espace W"P(Q)

Définition 5.1 : L’espace de Sobolev d’ordre 1, noté W'P(Q) est l’ensemble suivante :

WP(Q) = {u € LP(Q),3g1, 92, ,gn € LP(Q) : / ugf = —/gﬁp;V(p € @(Q)}
0 i Q

En particulier, on pose H'(Q) = W2(Q).

Remarque 5.1

i) La fonction g; si elle existe, elle est unique. En effet, supposons qu’il existe deux

fonctions g1, g2 € LP(Q) vérifiant :

0
2 = /quﬁﬂz —/QQQ,iSO; Vo € 2(Q).

U. = —
o Oz

Alors :
/Q(gu —g20)p =0; Yo e 2(Q).

D’apreés Lemme de Dubois-Reymond (Théoréme 2.1): ¢1; = ga; p.p. dans €.

ii) La fonction g; est appelée la dérivée faible de u dans la direction i et on écrit = g;.
Z;
vy o OU ou ., )
iii) Si P existe au sens usuelle et € 1X(Q) alors : u € WHP(Q).
i i

Remarque 5.2 : On peut utiliser une fonction test dans 2*(Q) a la place de la fonction
test dans 2(Q) grice a la densité de 2() dans 2*(9Q).

Exemple 5.1 Soit u un fonction de| — 1,1 dans R, définie par : u(x) = |z|. On a :

1 1 1 9
/ |u(z)Pdx = / |z|Pdx = 2/ 2Pde = ——.
-1 -1 0 p+1

Donc :u e LP(] —1,1]).
Soit maintenant ¢ € Z(] —1,1[). On a :

/ ula) (@) = / el (a)da

1 = - 1/_01 z' (x)dr + /01 z¢' (x)dx
— el [ playde + o @l - [ rp(a)da
= /_01 o(x)dr — /01 o(x)dx.
-1 : xz€]—-1,0]
1 : x€]0,1]

[
1 0 1
/ |u’(x)|pd:r;:/ dx+/ _o
-1 —1 0
106

Donc : v/ (x) = {
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Donc :u' € LP(] — 1,1[). Alors : w € W'P(] — 1,1]).

Il est claire que WP(£2) est un sous-espace vectoriel de I'espace LP(2).

On munit W?(Q2) de la norme :

[ullwr @)

890@ Lr(Q)

ol la norme équivalente :

1
ou || :
B (Q)> = (Hu”ip(ﬂ) + ”quI()LP(Q))”) :

3=

[ullwre) = (HUHIL}(Q)

On muni H'(Q) du produit scalaire :

- ou Ov
(o) = (s 0)oe + (—,—) |
; 0xi 0%i) 2(a)

& o ov
— /Qu(a:)v(x)dx—i-zzl/ 81i~(x).axi(x)dx,
= /Qu( x).v(x)de + /‘7u ).Vou(z)de.

Théoréme 5.1 : L’espace WP (Q) est un espace de Banach et l'espace H*(Q) est un espace

de Hilbert.

s
Preuve: Soit (u;);en une suite de Cauchy dans W'?(Q2). Donc, (u;);en, <a—u]> (1<i<n)
€

sont des suites de Cauchy dans LP(Q)), et comme LP(2) est un espace de Banach il résulte

u.
que (u;);en converge vers u € I#(2) et 5 ) converge vers g; € LP(Q) pour 1 < i < n.
T

Soit maintenant ¢ € Z(£2). On a :

[ wte)gE e = - [ S

Passons vers la limite, on trouve :

[ w5 e = [ at)eta)as

Donc : u € W'P(Q).

Le cas de H'() est un ces particulier. m

Théoréme 5.2 : L’espace WIP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < +o0, réflexif pour
1 <p<+oo.

Preuve: Considérons opérateur A de WP(Q) dans (LP(2))""!, défini par :

Yu € WHP(Q) : Au = (u Ou Ou ) :

’ 81'17 7 81‘”
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On munit (L7(€))"** de la norme :
(o, -+ s un )o@y Z il 2o
Alors : pour tout u € WH(Q) on a :

[Aul[zr@yne = l[ullr(e) = [lullwir)-

Lr(Q)

Donc : 'opérateur A est un isométrie, donc homéomorphisme de W'P(€2) vers une partie
fermé B de (LP(2))"1.

Comme LP(Q)) est séparable pour 1 < p < 400, réflexif pour 1 < p < 400, l'espace
(LP(Q))"*! et leur parties fermées satisfaisaient les mémes propriétés.

Par conséquent, WHP((2) est séparable pour 1 < p < 400, réflexif pour 1 < p < +co. =

Proposition 5.1 : Soit u € LP(2). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ue Whr(Q).
O
/Qu(a:)axl (x)dz

= Soit u € W(Q) et ¢ € 2(Q). Alors, u € LP(Q) et u € LP(Q) et on a :

2. d¢>0:

< CH‘PHM’(Q); Vo c2(Q), Vi=1,...,n.

Preuve:

dp ! ou
ue)g@ds) = | [ SE@pete)s),
ou
< .
< [ 5| letalde
au P p / i
< . P
< (/ ) dx) (Q|so<x>| dx) ,
— 12 el
B Ox; LP(Q)‘ i@
< cllellr @)
ou
Ouc—maX .
1<i<n || Ox; Lr(Q)

< Soit u € WHP(Q) tel que

Alors, lopérateur A; : 2(Q) — L (Q) définie par : A;p = /u(x)
Q

de>0:

<cllellpry Vo€ 2(R), Vi=1,...,n.

O
o (x)dx est

continue, et comme 2(Q) est dense dans L? () on peut prolonger I'opérateur A vers
LP(Q).
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D’aprés théoréme de représentation de Riez (Théoréme 1.12) il existe g; € LP(€2) tel

que
Ajp = —/gi(w)so(fﬂ)dx,
Q

ie /Qu($)§z (x)dx = —/Qgi(:v)go(x)dx. Donc : u € W'?(Q).

Théoréme 5.3 : Supposons que §2 est borné, lipschitzien (ot bien 2 = R7}). Alors, pour
tout u € WHP(Q), il existe U € WHP(R"), et une constante ¢ = c¢(Q) > 0 telle que :

1) U|Q = u,
i) [|U[lre@n) < cllullze).
iii) ||Ulwregn) < cllullwro)-

Remarque 5.3 : L'opérateur A de WP(Q) dans WHP(R") est un opérateur continue,
appelé de prolongement de WhP(Q) vers WHP(R™).

Définition 5.2 : Soit m € N (m > 2). L’espace de Soboicv W™P(Q) d’ordre m est ’en-

semble suivante :

ou
8@-

W™P(Q) = {u e W P(Q), =— e W P(Q), Vi =1,2,... n} .

Autrement dit :

w.D%p = (—1) /

Wme(Q) = {u € LP(Q),Va € N*(Ja| < m), 3ga € LP(Q) : /
Q

i gasp; Vip € -@(Q)} :
En particulier, on pose H™()) = W™2(Q).

L’espace W™P(Q) est un espace de Banach, séparable, muni de la norme :

[ullwmo@) = D I1Dul|Lro)

laf<m

L’espace H™(f)) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(U,U)Hm(Q) = Z (Dau, DQU)LP(Q).

la|<m

Suivant des mémes arguments que dans Théoréme 5.1 et Théoréme 5.2, on peut obtenir

les deux théorémes suivants :

Théoréme 5.4 : L’espace W™P(Q) est un espace de Banach et [’espace H™(2) est un espace
de Hilbert.

Théoréme 5.5 : L’espace W™P(Q)) est un espace séparable pour 1 < p < +o0, réflexif pour
1 <p<4o0.
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Le lemme suivant est important pour prouver la densité de ’espace de fonctions test dans

certain espaces de Sobolev :

Lemme 5.1 Soit f € L'(R") et u € WHP(R").

Alors : fxu € WYP(R") et pour touti € {1,--- ,n} on a : 0 Ou

Preuve: Supposons d’abord que f est a support compact. Alors : (f xu) € LP(R") et pour
tout ¢ € Z(R") on a :

[ rowf@a = [ [ - puw) 32 @y

- prs
- f )y [ flo =52 (@)

R R 0 )
— [ty [ Fly- 032 @
R™ R™ 4

Supposons maintenant que f n’est pas a support compact. Il existe une suite {p]};;of dans

2(R™), converge vers f dans L'(R™). Ou 2 alors :

[ @it = [ (o 5) @t 53)

2L
On a aussi :

ou ou

p;j *u —> f*u dans LP(R") pj*axi—>f*axi

dans LP(R™).

En utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13), on obtient :

Op B ou
[ rri@gfa = [ (re5) @t (5.4
D’ou le résultat. m
Théoréme 5.6 : L'espace Z(R") est dense dans W1IP(R™).

Preuve: Soit u € W'P(R") et considérons la fonction y € Z(R") telle que 0 < y < 1,
supp x C B(0,2) et x = 1 sur B(0,1). Soit la suite {x; ;;“1’ définie par : yx;(z) = x <£>
J

Alors : x;.u converge vers u p.p. et |x;.u| < |u| pour tout j. D’aprés théoréme de convergence

—+00

dominée de Lebesgue (Théoréme 1.13), la suite {x;.u};°] converge vers u dans LP(R™). Soit
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{p;- u} ] une suite régularisante au sens de Définition 1.24. On pose ¢; = x;.(p; *u). Alors :
0; € Z(R™) et on a :
o —u=x;-[(pj ¥ u) —ul + [xj.u —ul.

Sachant que :

1x;5-[(pj * ) — ul|lLp@ny = / Ix;-[(pj * u) — u]|Pdz

|(pj * u) — u|Pdz
]Rn
= [l(p; * w) = ullLr@ny,

IN

on déduit que :
loj = ulle@ny < [[(p5 % w) — ull Loy + [IX5-u — ul|Lo@ny — 0.

Grace au Lemme 5.1 on a :

op;  O0x; ou
axj - axi-(/?j *u) + X;j (Pj * 0?5) :

Donc :

8g0j_8u_8xj(A*)+'(*_3ﬂ_8u+ ~Ou  Ou

En remarquant que :

Ox; ” / Ix; P
Wy - (pj *u)| dx
Hal'z' (b )!|Lp(m) en | Oz, (pj * u)
ox;
sk ulPdx
- H 0% || oo @ Jrn |pj * ul
X
- H e 1230l v ey [l o ey
L || 00 (R")
= HUHLP(RTL),
Alors :
'%_3_“ Hax] H(p 8u>_8u ‘X‘ ou ou
8Ii 8511‘7, LP(R™) N 8xz LP(R™) J al‘z axz LP(Rn) J'axi axz L (R
= ' ”uHLp(Rn) + <pj * %) — Iu ' X;- ou _ ou
8% Lo°(R™) 8Iz a«rz Lr(Rn) 8.7}2 axl Lo (&n)
j—>+oo
— 0.
]

En utilisant des arguments analogues aux arguments ci-dessus, on peut présenter des

autres résultats de densité :
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Théoréme 5.7 : L’espace Z(R™) est dense dans W™P(R™).
Théoréme 5.8 : L'espace €>°(2) N W™P(Q) est dense dans W™P(Q).

Remarque 5.4 : 5i Q) est borné, de classe €™ , alors :

i) L’espace 2(X2) est dense dans W™P(S2).
ii) Pour tout k > m lespace D*(Q) est dense dans W™P(Q). En particulier 2%(R") est
dense dans W™P(R™) pour tout k > m.

5.2 Inégalités et injections de Sobolev

D’abors, on a le lemme suivant :

Lemme 5.2 : Supposons que n > 2 et soient fi,---, f, € L" Y (R" ). Pour z € R" et
i€ {l,---,n} on pose : T; = (w1, , Ty Tiz1, -+ ,Ty) €t soit [ la fonction définie par :

f(x) = fi(@1).fo(Zo) - -+ fu(Zn) . Alors : f € L*(R™) et on a :
Ay < T Iill ey
i—1

Théoréme 5.9 (Gagliardo — Nirenberg — Sobolev) : Supposons que n > 2 et 1 < p <
1 1

1 N

n. Etant donné p* tel que — = — — = (exposant de Sobolev). Alors : W'P(R™) C LP" (R"),
p p n

et il existe une constante ¢ = c(p,n) > 0 teile que :

] o @y < el Vullo@ny, Yu € WH(R™)

Preuve: Soit ¢ € Z(R"™). Alors, on a :

T; a +oo a
|S0('I)|: '/ agp (xla ,._'Ei,t,ﬂfi+1,"' 7$n)dt’ S/ gp(xlv 7$iat7'ri+1a"' ,l’n) dt
—00 ) —o0 €L
400 5]
Posons : f;(%;) = / ‘ 4 (w1, 24,6, Tiq1, - -+, ) | dE.
— o0 8.1'1
n n 1
Alors : |p(x)|" < Hfi(:%i), ce qui donne : |p(z)|"1 < I_Ifi”’1 (Z;).
i=1 i=1

D’apres Lemme 5.2, on obtient :

Rn

n 1
o) 1de < JLIA o @),
=1
1

L)

=1
n

_1
= Il s
=1

=1

1
n—1

Lt (R") .
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Alors :

n

Il ey < I

i=1

Dip
o0x;

(5.5)

L1(R") ‘

O[]t 0
Pour ¢ > 1 en remplagant o par |¢|"~1.¢, on obtient : ‘M‘ = t\g0|t_1—(’0. Alors :

ool ol v oy < L] |0 52 :
peE l_Il il 1 am)

En remarquant que :

n—1
-1 . " t
'l = ([ Tol560) ™ = ol

Oy dp O
t_l'_ < t_l / ") H_ B ’ .
[ I [P P < e . I
Donc : 1
n || id(/_’) | n
[ .y %] w1 5
) Lo DR E 19Zi || Lo (mn)
—1 —1 t
On prend t = n p* = (n )p' Alors : —TLT =p'(t —1) = p*, ce qui donne
n n—p n--1
(” — 1)1' Iy
1Pl gy < Mol T ey - :
e e i=1 Ox; LP(R™)
Alors :
ol el <eq) 2
Pllr* (rr) > = .
( OTill oy~ i 119%i Ml Loen)
Donc :

el e @ny < ellVullo@n), Yo € 2(R?).

De la densité de Z(R") dans W'?(R") on obtient le résultat. m

Corollaire 5.1 :

i) Pourm>2etl1<p<nona:
WP(R™) < LY(R"), Yq € [p,p]-
ii) Pourn >2 ona :

W (R"™) — LYR"), Vq € [n, +ool.
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Théoréme 5.10 (Morry) : Soit p > n. Alors :

WEP(R™) — L>(R™).

De plus, pour tout u € WHP(R™) on a :
=R n
ju(z) —u(y)| < cln,p)le—yl >,  ppzyeR™

Les résultats précédant reste valable pour des ouverts assez réguliers (voir [1, 5]) :

Théoréme 5.11 : Supposons que Q est de classe €1 avec T' = 9Q borné (ou bien Q = R'}),
1<p<+. Ona:

1. Sil1<p<mn,aors: WP(Q) — LP (Q).

2. Sip=n, alors : W'P(Q) — LY(Q), Vq € [p,+ool.

3. Sip>n alors : WHP(Q) < L>(Q). De plus, pour tout w € W'?(Q) on a :

pP—n
lu(z) —u(y)| <c(n,p)lz -y, p.p T,y € Q.

En particulier : W (Q) — €(Q).

Théoréme 5.12 : Soitm € N* et 1 < p < +00.
1

1
1. Szl——>0 alors : W™P(R™) — LAR™), oo — = — —
q p

WmP(R™) <> LI(R™), pour tout q € [p, +oa].

IE

2. Szl—E—O alors :
n

3. 81— " < 0, alors : W™P{R™) — L>®(R").
n

Le théoréme suivant donne un résultat plus préciser :

Théoréme 5.13 (Rellich — Kondrachov) : Supposons que ) est borné, de classe C*. On

a:
1. Sip <mn, alors : WP(Q) — L1

2. Sip=mn, alors : W'P(Q) — L9
8. Sip>mn alors : WH(Q) < C(Q).

Ces injections sont compactes.

Q), pur tout q € [1,p*[.
Q), pour tout q € [1,+o00].

(
(

Remarque 5.5 : Pourn =1 et Q) = I un intervalle on a les propriétés suivantes :

i) Pour tout uw € WHP(I), il existe i € €(I) telle que u =@ p.p. sur I et
Y _
u(r) —u(y) = / u'(t)dt, Vx,yel.
ii) Pour q'une fonction w € L>(I) soit dans W>°(I) il faut et il suffit qu’il existe ¢ > 0

telle que :
u(z) —u(y) <clz —yl, pp x,yel
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ii) Si I est borné alors :
) WEP(I) — L*°(Q), V1 <p < +o0.
) WEP(I) — C(I), ¥ 1 < p < +00 avec compacité.
*4%) L injection WH(I) < C(I) est continue mais n'est pas compacte.
**445) Lingection WH(T) < LI(I) est compacte pour 1 < q < +o0.

5.3 Espace W,”(Q)

Supposons que 1 < p < +o00.

Définition 5.3 : L'espace W, P(Q) est l'adhérence de P(Q) dans W'P(Q).
En particulier H}(Q) = WyP(Q).

Remarque 5.6 : De la densité de Z(R™) dans W'P(R™), on déduit que : WyP(R") =
WhP(R™).

Théoréme 5.14 : Supposons que §) est de classe €1, et soit u € LP(Q) (1 < p < +00).

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) u=0 surl,

i) ue W,"?(Q).
Voici une autre caractérisation de Iespace W, ™?(Q) :

Théoréme 5.15 : Supposons que §) st de classe €, et soit u € WHP(Q) N C(Q). Alors,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) ue Wy"(Q),

ii) il existe ¢ > 0 tel que pour tout i € {1,---n} et toute p € Z(R") on a :

Iy
[ ustdal < clieluv o
- . : €, )
iii) La fonction w, définie par : u(x) = { g(:c) ‘ ¢ 0 appartient a W'P(R™).
Dox g,

Dans ce cas la on a : ou = Ou

Théoréme 5.16 (inégalité de Poincaré) : Supposons que § est borné dans une direction,
i.e il existe i € {1,--- ,n},a;,b; € R tel que : a < x; < b, Yo € Q. Alors, il existe une
constante ¢ = ¢(Q, p) telle que :

lulloey < el Vulloey, Yu € WyP(9)
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Preuve: De la densité de 2(Q) dans W, *(Q2), il suffit de montrer ce théoréme pour les
fonctions de 2(£2). Soit alors p € Z(2). On a :

‘(70(‘1'” = / 8;'0 (xb'.. 7xi*l7tax’i717”' 7$n)dt 3
b Dy
<
< /a o (z)dz;|,
b "y b P\ p
< (/ l.dxi) < g;p (x)dle ) :
p=1 bl og P\ P
= (b—a)>» (/ ax.(m)dxi ) .
Alors :
el oy = s |p(z)[Pdx
b asp p
< (b—a)pl// ()| dxdzx,
Ox;
Qb a afp »
= (b—a)! )| drdx;,
0
a JQ|OT;
P
< (b_&)p 8g0 s
O LP()

< (b- a)pHVSOHip(sz)-
D’ou le résulta par densité. m

Corollaire 5.2 : On a pour tout u € Wy (R)* ||Vl ony < [|ullwromny < C|| V|| 1ogn)-

5 1 o .
On peut alors considérer | Vul|pprny comme une norme sur Wy (Q) équivalent a [|ul|yw1.p@n)-
Il y a une autres versions de 1'inégalité de Poincaré :

Théoréme 5.17 (inégalité de Poincaré- Wirtinger) : Supposons que § est connexe, de
classe €' et de mesure bornée |Q|. Posons : uq = — [ wu(x)dz, . Alors, il existe ¢ > 0 telle

€2 Jo
que :

|u — vl r) < cl|Vullzog), Yu € WHP(Q).

5.4 Espace W7 (Q)

Définition 5.4 : On désigne par W=7 (Q) Uespace dual de Wy (Q) et par H=1(Q) l’espace
dual de HJ(S2).

Proposition 5.2 : On a :
1. H}(Q) < L*(Q) < H () avec densité.

2. 51 Q est borné et

densité.

2
f2 < p < +oo alors : WyP(Q) — LP(Q) — W=P(Q), avec
n

2n

3. 51 Q2 n'est pas borné et 5 <p<2alors : Wol’p(Q) — LP(Q) — W~12(Q).

n

Université de M’sila 116 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

L. . . 212 _ /
On a la caractérisation suivante des éléments de W=7 () :

Théoréme 5.18 : Soit f € WP (Q). alors; il existe Gy € LP' (Q),G = (G1, Gy, ...,G,) €
(LP'(Q))" telles que :

(f,v) :/Go.u+/G.Vu, Yu € W,y ?(Q)
Q Q

et max 1Gill o ) = I fI-

Si Q est borné, on peut prendre Gy = 0

Preuve: Considérons l'espace £ = (LP(2))"*! munit de la norme :

[Vligo@yer = 1o, 0n, o) sy Z Joillzr
L’opérateur A de W, 7(Q) dans (LP(Q))"*!, défini par :

Vu € WP(Q) : Au = (u,% au).

83:1 ’ 7 BZL’n

est une isométrie (voir preuve de Théoréme 5.2). Posons G = A~ (W,?(Q)), on munit G de
la norme induite de E.

Soit I’aaplication linéaire continue ¢ définie s G par : £(V) = (f, A='V). D’aprés théoréme
de Hahn-Banach (Corollaire 1.1), on peut proionger ¢ vers une application linéaire et continue
L définie sur F avec : || L]z = || f]|-

Le théoréme de représentation de Riez (Théoréme 1.12) permis nous d’écrire :

— zn:/ Gi.vi, \V/Ui cF.
i=0 /@

(1 <i<n),on trouve le résultat.

0@»

Pour Q borné, en utilisant la norme || Vu| () sur Wy (Q), par conséquent on peut prendre
GO =0. m

tenant en compte vy = ug, v; =

5.5 Espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire, théoréme

de trace, formule de Green

Dans cette section, nous fournissons un bref apercu des espaces de Sobolev d’ordre frac-
tionnaire et théoréme de trace. D’abord, nous avons la théorie suivante, qui montre la relation

entre les espaces H™(R™) et 1’ espaces des distributions tempérées.

Théoréme 5.19 : H™(R™) C .'(R"). De plus, on a :

H™R™) = {u €. (R"): (1+|¢*)720 € LA(R"), £ € R}
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Cette propriété fondamentale a été exploitée pour étendre le concept d’espaces de Sobolev
d’ordre entier a des espaces plus généraux appelés espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire,

qui sont introduits dans la définition suivante :
Définition 5.5 : Soit s € R. On définit l'espace L*(R"™) comme suivant :
H*(R") = {u € 7' (R") : (1+]¢*)30 € L*(R"),€ € R"}.
Généralement, on a la définition suivante :

Définition 5.6 : Soit 0 < s <1 et p[l,4o00[. On définit l’espace W*P(Q2) comme suivant :
WeP(Q) = {u € LP(Q) : M € LP(Q x Q).

Sis>1,onéerits=m+roumeNet0<r<1. On définit W*P(Q2) comme suivant :
W=P(Q) = {u € W™P(Q) : D% € WP(Q), Yo € N, [a| = 1}.

Théoréme 5.20 (trace) : Supposons que Q est de classe €*. Alors : lapplication 7y :

2(Q) — C(I'), définie par : vov = vjr, se prolonge per continuité par une application linéaire
continue de H*(Q2) dans L*(T), encore notée par 1.
Yo est appelée ['application de trace, et ~av est appelée trace de v sur I'.

L application ~ est surjective de H () dans Hz(T).

En général, on peut définit U'pplication v de trace de WP(Q) dans LP(T"). Cette appli-
cation est surjective de W'P(Q) dans Wl_%’p(F).
Notons que Wioer (I") est un espace de Sobolev défini sur la sous-variété I' de dimension

n — 1, en utilisant un systéme des cordonnées précisé.
Remarque 5.7 : On écrit : Wy (Q) = {v € W'(Q) : yov = v = 0}.
Un résultat important de théoréme de trace est le suivant :

Théoréme 5.21 (formule de Green) : Supposons que 2 est borné, de classe €1 par mor-

ceaux et soit v le vecteur normal extérieur de I'. Alors :

i) Pour tout u,v € H'(Q) on a :

ou ov
/ani'vdm_ —/Qu.axi +/Fu.v.uid0(x).

ii) Pour tout u,v € WP(Q) on a :

/—Au.vdx:/Vu.Vvdx—/@.va(a:).
Q Q r Ov
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Exercices

Exercice 5.1 : Soit p € [1,+00[ et H la fonction de Heaviside, et soit ¢ € Z(R).
Donner des conditions sur @ pour que H.ap € WHP(R).

z + ||

Exercice 5.2 : Soit la fonction u, définie sur ] —1,1] par : u(x) = 5

1. Montrer que u € H'(] — 1,1]).
2. Est -ce- que v € H*(] — 1,1])?

Exercice 5.3 : Soit p € [1,+00[ et f la fonction définie par :

x : oz el0,1],
flx)=q —z+2 : zell,2]
0 c o ¢ [1,2].

1. Montrer que f € W'P(R).
2. Est - ce - que f € W*P(R) ?

Exercice 5.4 : Soit Q = {(z,y) € R? : 22 +y* < 1}, et u la fonction définie sur Q\ {(0,0)}
par :

1
ou ) <a< 7
Montrer que u € H'(Q), mais »’admet pas de représentation continue sur ).

Exercice 5.5 : Soit B la bouic d’unité de R™, et u la fonction définie sur B\ {0} par :
u(e) = |=[*.
Etudier Uappareenence de w o H'(B).

Exercice 5.6 : Soit p € [1,+00] et f la fonction définie de ]0,1[ dans R comme suivant :

1

Va €]0,1]: f(x) = o »1.
1. Montrer que f € L?(]0,1]).
1 1
2. Trouver la fonction g telle que : Yo € 2(]0,1]) : / f(2)¢ (x)dx = —/ g(x)p(x)d.
0 0
3. Est-ce- que f € WHr(]0,1]) ?
4. Soitu € WyP(]0,1]) et {p,}22, une suite de 2(]0,1]) converge vers v dans Wy (]0, 1[)

(ie lim |} = llzogory = 0).

[ s@pnayis

Montrer que : Vn € N :

p+1
< TH%HLPGOJD-
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5. Conclure.

Exercice 5.7 : Soit 6 : (] — 1,1]) — R, définie par : < 6,9 >= ¢(0).
1. Montrer que 6 € H™'(] — 1,1]).
2. Trouver ug € HY(] — 1,1[) solution de I’équation :
T" =6 dans 2'(] — 1,1]).

3. Montrer que cette solution est unique.

Solutions des exercices

Solution 5.1 : p € [1,+o0o[, H la fonction de Heaviside, ) € Z(R). On a :

+00 +oo
| @@ = [ @Pds = g <+

o0

Donc : Hap € LP(R).
Soit maintenant ¢ € Z(R). Alors :

[ @) e = Oww@wmm
:[wmﬂ@wwigmwmwmwx
Foo
= pe0) — [ W (@)el)ds

= —(0)+¢',¢).

Pour H.ap € WHP(R) il faut ¢(0) = 0.

Solution 5.2 : z €| — 1,1] par : u(z) = - €]0,1]
r X )

1 1
1
1. Ona : / u?(x)dx :/ vidr = 3 Donc :u € L*(] — 1,1]).
-1 0

Soit pe 2(] —1,1]). On a :

/ 1 u(@)g (x)de = /0 lxgo’(x)d:p

Alors :

: oz €] —1,0],
: x €]0,1]

/ / d:z::— Donc : v’ € L*(] — 1,1]).
0
Alors :u € Hl(]

Université de M’sila 120 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

2. Soit p € P(] —1,1]). On a :

/ ) (o) = /0 ' (a)da

[o(2)]o,
= —¢(0).

Alors : " =46 ¢ L*(] — 1,1[). Donc : u ¢ H*(] — 1,1]).

T : x€[0,1],
Solution 5.3 : p e [1,+o0[, f(x)=¢ —z+2 : z€(l,2],
0 ox ¢ [1,2].

1. Ona :Vrx eR:|f(z)] <1, donc : |f(x)|P < 1. Alors : f € LP(R).
Soit pe 2(] —1,1]). On a :

400 1 2
fx)¢ (x)der = / z¢' (x)dx +/ (—x +2)¢ (z)dx
—o0 0 1 1 9
— ol - [ elado (ot 2e@h+ [ el
1 0 2 !
= —/ o(z)dr + / plz)dz
0 J1
1 z €]0, 1],
Alors : f'(x) =< —1 : z€]1,2],
0 x ¢10,2]
+oo 1 2
/ |f’(a:)|pdx:/ dx + ,’ dr =2. Donc : f' € LP(] — 1,1]).
—00 0 J1

Alors : f € WHP(R).
2. Soitpe 2(]—1,1]). Ona :

" g @iz = / ) / )

[o(2)]o — [(2)]1,
= 2¢(1) — p(2) — ©(0).

Alors : f" =28, — 65 — 6 ¢ LP(R[). Donc : f ¢ W2P(R).

/2 2| 1
Solution 5.4 : Q = {(z,y) € R*: 2? + y* < 1}, u(x,y) = mxT—i—y 0 <a< 5
On a : .
/22 4 a2
/u2(x,y)da:dy = / lnx——{—y dxdy
Q Q 2
s 1 r|2a
= / / r‘ln— drdd
- JO 2

1 r|2a
= 27r/ r‘lni drdf < +o0.
0
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Alors : u € L*(Q).
Soit p € 2(). On a :

Dip
/Qu(x, y)%da:dy

plz,y) -

{z24+y?=1}

Vai+y?\ Oe
= —lnY— —dxd
/Q < " 2 ) ox Y
S 2\
e—0 QON{z2+y2>e2} 2 Oz

1 =1cost, sint

Comme 0 = {x* + 12

/ /22 + 42 “
—n Y—"—">2>2-
Qﬂ{x2+y2>€2} 2

En remarquant que :

p(ecost,esint) cost

/

{2 +y?=e*]

=2 U{a? +y? =1} et o =0 sur {z? + y* = 1} on arrive a :

3

_/‘ (-2
{22 4y2=¢2} 2

9y

dxzd
0x$y

)a oz, y)vedo(z,y)

a—1
\/x2 + y?
+/ dxdy
ON{a2+y?>e?} 2\/372 + 92 2
= — —ln 2) / (e cost,esint) costdt
ax Va2 + y? *
+ In dxdy
QN{z2+y2>e2} 2\/ x? + y2 2

~

©(0,0).cost + ¢ (costggp(o 0) +smtggp(0 0))

©(0,0).cost + g ((1 + cos 225)3 (0,0) + sin 2tg (0, 0))
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Alors : -
— (—ln g) / @(ecost,esint) costdt ~ —me (—ln %) :
- eNe [T :
i.e ll_% - (— In 5) /_7T @(ecost,esint) costdt = 0.
Donc ot
P /02 {12
/ u(x,y)ﬁdxdy = / ar In V2 Y dxdy.
Q Ox 0 2/ +y? 2
De meéme : ot
P /22 4 a2
/ u(z,y) gDdxdy = / In V2 +Y dxdy
Q dy Q 2\/3:2 + y? 2
Alors :
— a—1
ou ox Va2 +y? ou oy Va2 +y?
— = n — = n
ox 2./ + y2 2 ’ ay 2./x2 + y2 2
S\ 2 022 Ny a2
— dedy = @A dxd
[ (&) s = [ i w5 o
2 pmorl 20—2
- & / rcos? 0 ‘ln r drdf
4 J_. 1y 2
2l 202
< i drdd < 4.
2 Jo
~Ou Ou
Al e L*(9
o o ay (8).

Donc : u € H'(Q).

Ona: lim wu(zr,y)=+oc.
(z,)—(0,0)
Donc : u n’admet pas de représentation continue sur Q.

Solution 5.5 : Soit B={x € R : |z| < 1}, u(z) = |z|*.

1. *) Supposons que n = 1. Alors :
/ / |z|**dw
Q
/ 2c 1
dr < +o0si a > ——
0 2

1
Donc :u € L*(B) sia > —5
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Soit o € (B). On a :

[uwe@a = [ el (a)da

1

-/ (o)l (@) + / o (a)da

-1

= lim ( / T(—:r)%’(:r)d:rvt / 1 Iago’(:p)dx)

— i (0000~ pt-e) +a [

e—0 -1 €

1raP(E) — (=€)

=0sta>-—1.
5 st

on a : hmg (p(e) — gp(—a)) = lim 2¢
e—0

Alors : pour a>—1ona:

/B (@) (z)dz = /_ (1(—1:)0‘ lo(x)dz + a /0 o).

Dans ce cas la : u'(x) = asign(z)|z|*™!, ou sign(x) désigne le signe de x.

1
/u'Q(x)dx = o [ |z|** 2dr
B

-1

1
§ ) 1
= 202 / 222y < 400 si a0 > 7
J0

1
Alors : uw € H'(B) pour a > 5
**) Supposons que n = 2. Alors :

/uz(w,y)a’xdy = /(a: + %) dxdy
B
/ / 2a+1d7"d0

= / r2 o ldr < 400 si o > —1.
0

Donc :u € L*(B) sia > —1.
Soit ¢ € P(B). En utilisant des mémes arguments de 'ezercice 5.4 on obtient pour
a>—1:

d¢ _ 2 2 %8_90
/Bu(x,y)axd:vdy = /B(x + y°) 6’xalawly

a0
= lim (z° + %)z —('Ddxdy
e—0 Bn{z2+y?2>e2} Ox
= lim |—7we'T® — / ax(z? + yQ)Qszap(x, y)dxdy
e=0 Bn{z2+y2>e2}

= /—ax(m2+y2)a2290(3:,y)da:dy.
B
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2

= ay(z? +y*) 7T .

Donc :uw € HY(B) si a > 0.

*¥¥) Supposons que n > 2 et posons : x = (x1,- -+ ,xy,), 0U
)
1 = rcosb;cosly---cosb,_,
To = rcosbicosly---sinb,_,
T = rcosticosfy---sinb,_» i
t]()? 1[7 617 927 9n72 € :|
Tp_o = T COSH;sinb,
| Tn1 = T sin 6.
Alors :

/B u?(z)dx

2/ *(a? +y*) Pdwdy

= / /COS 0.1 tdrdo

= / 2010y < 400 si a0 > 0.
0

2/y (2% + y*)*2dxdy

= / /sm 0.r% 1drdd

= / 20=1dr < 400 si a0 > 0.
0

_g7 g[aenfl E]—ﬂ',ﬂ'

:/i:ciqadx
3 ™ 1
Ll
3 —5 /- J0

n

= M/ rPetnTldr « Yoosia > ——.
0

2

Donc :u € L*(B) sia > —g.

Soit ¢ € P(B). En utilisant des mémes arguments de [’exercice 5.4 on obtient pour
n

o> ——=

2
dp dyp
drdy = 2
[ u@gPdedy = [ jap s 5

= lim |z|* == dxdy
20 ) B{jz|>e} Ox

= lim
=20 | M{jwl=2}

= — | axi|z|* 2p(z)dz.

B

-1 OSn_2 91 L.

cos 0, _1r**drdf,dby - - - db,,_;

e%o(z)v(z)do(x) — /{| N }ami|a:|°‘_2g0(x)dx
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ou

D’ou :
ou oz,

= a;|z|*72.

ou '\ 2 2| .[2a—4
de = o | xi|z|** dx
B \07; B,

= M// r?t 3 dr < 400 si o >
0

2—n

2

1

Solution 5.6 : p € [1,4o0[,Vz €]0,1[: f(x) = 2~ »+1.

1. Ona: . )
/ |f(x)|Pdx = / g dr
0 0

= p+1<+o0.
Donc : f € LP(]0, 1]).
2. Soit p € 2(]0,1). On a :
1 1
| t@e@ar = [ @
0 0

1 1 1 P
— ek + s [ e
0

1 pt1
1 P
= — / xfﬁcp(x)dx.
p + 1 u"’]
1 p+2
Alors : g(x) = — pr
p+1
3. Ona:
1 1
1 p(p+2) 2
/ lg(x)|Pdx = / 2 dx = oo car _ppt2) < —1.
0 (p+1)P Jo p+1

Donc : f ¢ WP(]0,1]).

4w e W10, 1), {ea}izy € 200,10, lim |l — v/ rgoay = 0.
On a :

[ s = [ o

= Tl )]1——p rrHig, (z)dr,
0
1 1
Db Jo
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Donc :

1 1
e AT
0

/ F()pala)d

P
1 )
< L [t @l
1
< p+ /|’ |dw
1
(] vl ([ o)
p
= lel”¢n”LNMJD~
p

5. De la question précédente on a :

/fcpndx

p+1
< TH‘PTZHWU’ (0,1])"

Par densité :

1
vu € W2(J0, 1)) s

leellwar go,ap-

Donc : f € Wy (]0,1]).

Solution 5.7 : 6 : (] — 1,1]) = R, < 6,0 >= ¢(0)
1. Soit p € 2(] —1,1]). On a :

(0.0} = Iw(gﬂ

71¢%x)dx
< l/qlw’r!dx
(] ) ([ o)

= \/_”SOHH(% (]-1,1)-

Par densité, on déduit que 6 € H=1(] — 1, 1]).

2. D’apres l'exemple 3.9 et Corollaire 3.1, les solutions de I’équation —T" = ¢ dans
2'(] — 1,1]) sont des restrictions de la fonction f(x) = a|z| + 5.

Comme ug € HY (] — 1,1]) on a : up(—1) = ug(1) = 0, donc : uy peut écrire sous la

(2) = alzr+1) : xe€[-1,0]
ot = b(x—1) : z€]0,1].

forme :

Université de M’sila 127 Saadi Abderachid



Distributions et espaces de Sobolev Master 1 EDPs et applications

Alors : pour ¢ € (] —1,1]) on a :

/11 tole)¢(@)dw = “/i(l‘ + 1)/ (z)dw + b/ol(:c — 1) (z)dz

= al(z+ De(@)?, - “/_1
= (a+Db)y(0) _a/ﬁ

1

(@) + bl(z — Dp(@)]} — b / o(2)dz

» o(x)dx — b/o o(x)dx.

Alors :uy=—(a+0b)0 + f, ot :

Joa : ze[-1,0]
f($)_{ b : x€]0,1].

u € H(] —1,1]) implique que v’ € L*(] — 1,1[). Donc : a+b=0, i.e b = —a. Alors :

ug(x)—{a : xe[—1,0]

—a : x€]0,1].

Donc : pour p € (] —1,1]) on a :

/_ug(x)go'(x)dx = o,f_lwl(x)d:v—a o' (x)dx

1 0
= alp(@)]2y — ale(@)
= 2ap(0).
1
Alors : u”" = 2a, ce qui donre - a = 3" Alors :
1+z
1— |z| 5 z € [—1,0]
w(@)=—F—=9 12,
5 z €]0,1].

3. Supposons qu’il existe une autre fonction u; € HL(] — 1,1[) vérifiant : —uf = 4.

Alors : (ug —up)” = 0. Donc :

/ (ug — up)'(x)v'(z)dx = 0, Yo € Hy(] —1,1]).

1
1
Posons : v = uy — ug, on trouve : / (u) — up)?(z)dxr = 0.

1
Alors :

lJur = ol ag—1,1p = lluy — wgllz2q-1.1p) = 0.

Donc : up = uyg.
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