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Module : Analyse 01

Sérier 03 (Les fonctions d’une variable réelle : limites, continuité et dérivabilité)

Exercice 1. Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes

f@)= Va4 3z -4, g(z)=In(a®+ 3z —4), W)—hl(ff%)’ ’“"’“")‘m—lzozz'

Exercice 2. Calculer les limites suivantes
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Exercice 3. 1. En utilisant la définition de la limite montrer que :
. . . 2245
lim 3z = 12, lim 22 = +o0, lim =2
z—4 T——00 T——00 T — 3

2. Montrer que |z — 2| <1 = 2z + 3 > 1. Déduire que

. 2x+11
lim = 3.
z—=2 T+ 3

Exercice 4. 1. Montrer que
Va,y > 0: |V =yl < Ve -yl

2. Déduire que la fonction x — /x est uniformément continue sur R .

3. Montrer que la fonction z +— % n’est pas uniformément continue sur ]0,oc0[ (Choisir

CL‘:%, y:%)

Exercice 5. Soit f: R — R la fonction définie par

P +L sz #0
= z
i@ {0 si x=0

1. Calculer lim, o f(x)
2. Déduire la valeur de a pour la quelle f est continue.

Exercice 6. Etudier la continuité de la fonction définie sur R par f(x) = [z] (distinguer les deux
cascx €Zetx ¢ 7).

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction continue telle que f(x) = 0, Vo € Q. Montrer que
f(z) =0, Yz e R.



Exercice 8. 1. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point
fixe.

2. Soit f: R — R une fonction continue et décroissante. Montrer que f admet un point fixe
et un seul.

Exercice 9. 1. Soit f: R — R une fonction continue et périodique telle que lim, o f(x)
existe. Montrer que f est constante.

2. Déduire que x — sinz et  — cosz n’ont pas de limites en +00 et —oo.

Exercice 10. Calculer les dérivées des fonctions suivantes : 4/ 1;;112, In(1 + cos(x? —z + 1))

Exercice 11. 1. En utilisant le définition de la dérivée, calculer les limites suivantes
In(1+x et —1
lim g, lim
z—0 X z—0 T

2. Déduire les limites suivantes
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lim G+k),keR,1mﬁl_b,mb>o
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Exercice 12. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = 2?sin z%

1. Montrer que f est prolongeable la continuité sur R et donner sa prolongée f .
2. Etudier la dérivabilité de f et calculer sa dérivé f’
3. Est ce que f est de classe C1(R).

Exercice 13. Soit f: R —] — 1, 1] la fonction définie par

f(z)

oz
14|

1. Etudier la continuité de f.

2. Etudier la dérivabilité de f et calculer sa dérivée f’

3. Déduire que f est bijective
Exercice 14. Soit f : R — R une fonction continue telle que
va,y € R |f(x) = f(y)| < e —yl*

1. Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

2. Déduire la valeur de f.

Exercice 15. Montrer les inégalité suivantes
x
142

Ve > —1: <In(l+z) <z,

Vo €]0,1: 142 <e* <
1—=z

(Appliquer TAF sur les fonctions : e* —z — 1, (1 —x)e® —1).

Exercice 16. Calculer les dérivées d’ordre n € N des fonctions suivantes

ex

(z% 4z + 1)e?,

l1—=2z



