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Chapter 1

La Méthode de Frobenius

Plusieurs des fonctions spéciales et des polynomes orthogonaux résultent
souvent des solutions des équations différentielles de la forme :
d*y dy
P@) 5 + Q)5 + Ry = 6(a) (11)
Si P(x) # 0 pour tout x € [a,b] sauf peut étre en quelques points, on
peut récrire I’équation précédente comme
d2
d—xz + Q(:v)—i +r(@)y = ¢(z)
\ Q(z) R(x) ()
= = t - - 7
oit g(x) = 5. v(x) = B et pla) =
Si ¢(x) = p(z) = 0 I'équation différentielle 1.1 est dite homogéne. On se
limite dans ce cours aux équation différentielles et homogenes :

d?y
dz?

dy
o(@) % i)y (12
Si g(z) et r(x) sont analytiques' en xq, le point zy est dit un point
ordinaire sinon le point xg est dit singulier. Le point z(y est dit un point
singulier régulier si f(x) = (z — z¢)q(z) et g(z) = (z — x¢)*r(x) sont des
fonctions analytiques en xg.

La fonction f(x) est analytique en point x¢ si le développement de taylor

— [ (20 n
Zf (, )(fc—xo)

n
n=0

en x( converge au voisinage de ce point.
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1.1 Points ordinaires

Si x = 0 est un point ordinaire de 1’équation 1.2, donc la solution générale
dans un intervale contenant x = 0 est donnée par

o0

y(@) = 3 ana” = ey (@) + capa (o) (1.3)

n=0

ou y; () et yo(z) sont deux fonctions analytiques en = 0 et linéairement
indépendantes.
Pour calculer les coefficients a,, on doit écrire les fonction ¢(z) et r(x)

comme
o0 o0

q(z) = Z @ r(z) = Z rpx”
n=0 n=0

2
en calculant —=
d

2
d2y - n—2
-5 = Zn(n — Dayz
dx ~
et
— = na,x
dx —

en remplagant dans equ.1.2

2ay + 6asz + 12a42° 4+ - - + (qo + o + ez + - )(ay + 2a92 + 3azz® + - )+
(ro +mz + e+ -+ )(ap + ayx + agz® + -+ ) =0

on regroupant les coefficients de méme puissance aura

2&2 + Qo1 + roag = 0
6az + 2qpas + q1a1 + roar +r1a9 =0

n+1 n
n+2)(n+ 1Dayo+ Z My Grr—mt1 + Z W Tmerm, = 0
m=1 m=0

Ces équations pemettent de calculer les coefficients a, et donc la solution
y(x). 11 faut aussi que y(z) vérifier certaines conditions initiales.
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1.2 Point singulier régulier

Si l'origine # = 0 est un point singulier régulier on peut récrire I’équation
différentielle sous la forme suivante :
d*y dy
2
r— +xq(r)— +r(z)y=0 1.4
a5 ey (14)
cette fois les deux fonctions ¢(x) et r(x) sont des fonctions analytiques au
point x = 0.
Théoréme: Si 'origine x = 0 est un point singulier régulier, la solution
de I’équation.1.4 est donnée par :

x) = x)‘Zanx” (1.5)
n=0

ou A est un nombre réel et ag # 0. Cette solution est valable dans un interval
10, R[ pour R un nombre réel positif.

Pour calculer les coefficients a,, et A on procéde de la méme maniere de
la section précédente. On calcule la premiere et la deuxieme dérivée de y(x)

de 'éxpression 1.5
o

dy nA—
i Z(n—f—)\)an:)ﬁ Al
n=0
et
d2y - n+A—2
e => (n+N(n+A=1ayz
n=0
en remplagant dans ’equ.1.4 on obtient
Z n+A—1)(n+ Na,z" +ZZ A+ n)anGm + @prp] 2" =0
n=0 n=0 m=0
ou bien

Z (n+A—1) n—i—/\an—I—Z (A4 m)amGn_m + amrn_m| " =0 (1.6)
=0

m=0

Pour que I'équationl.6 soit satisfaite pour tout x, il faut que

(n+AX=1)(n+ Na, + Z A+ m)amGn-m + amTn—m =0 ¥Yn>0 (1.7)

m=0
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pour n = 0 on obtient
[N+ (o — 1)A +70] ag =0
Pour que ag # 0 il faut que
N4 (go— DA +19=0 (1.8)

cette équation est dite “équation indiciale”. Elle permet de calculer les
valeurs possibles de A. Dans le cas général, cette équation admet deux
solutions A\; et Ay (A1 > \2), qu’on suppose réelles* La méthode de Frobenius
donne toujours, au moins, une solution de la forme

2(x, \) = 2 Z an(N)z" (1.9)

Ici on a écrit explicitement a(\) pour indiquer que les coefficients a,, dependent
de la valeur de \. Les deux solutions dépendront de la nature de la différence
AL — Ao

Dans le cas ou les solutions de ’équation indiciale sont réels, on distingue
trois possibilités :

e Premier cas : \; — Ay n’est pas un entier donc

oo

yi(z) =2 an(M)2" = 2(z, A) (1.10)

et
Yo () = 2™ Zan()\g):c" = z(z, \g) (1.11)

et la solution générale s’écrit

y(@) = ey (x) + caya()

les constantes ¢; et ¢y sont déterminées par les conditions initiales.

20n peut toujours récrire la solution comme la somme de deux fonctions réelles, dans
le cas ou les solutions sont complexes, en utilisant les relations d’Euler et I'idendité

Ia:ﬁ:zb — xae:tzbln:v
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e Deuxieme cas \; = Ay la deuxieme solution est donnée par

yi(z) =2 an(M)2" = 2(z, A) (1.12)
et \
Yo(x) = z(z,}\ )’/\:/\1 (1.13)

et de méme la solution générale y = c1y1(x) + caya(x).

e Troisiéme cas \; — Ay = N > 0 ou N est un entier et si 'un des termes
a, (a, par exemple) est infini, les deux indépendantes solutions sont

[(A = A2) z(z, My,

d
iy (A= Xg) z(x, \)} .

(1.14)

e Quatrieme cas \{ — A3 = N > 0 ou N est un entier et si 'un des
termes a,, (a, par exemple) est indéterminé, les deux indépendantes
solutions sont obtenues par z(x, \y) laissons ag et a, arbitraires.

1.3 Exemples

e Exemple 1
Considérons I'équation différentielle :
d*y
— — 0
de? Y

Les coefficients dans cette équation P(z) = 0 et Q(z) = 1 sont analytiques
en tous z € R et donc la solution doit étre de la forme :

ya) =3 e
n=0

la premiere et la deuxieme dérivée sont

o0

y'(z) = Znana:”_l

n=0

y'(z) = Zn(n — Dayz"?
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remplacant dans I’équation différentielle on obtient
o

Z [n(n — 1)a, + an_o] 2" 2 =0
n=0

pour que cette équation soit vérifiée il faut que?
n(n—Da, +a,2]=0 Vn>2

ou bien
Ap—2

n(n—1)

Les coefficient ag et a; sont indéterminés. Explicitement, on a

ap = —

et

_ - (_1)71 2n = (_l)n 2n+1
y(z) = aonzzo 2n)! T +a g @n+ 1)
et comme
SID(ZL‘) _ f: (_1)n 2n+1
(2n 4+ 1)!
n=0
et
(D",
cos(z) = "
nZ% (2n)!
on a donc
y(x) = ag cos(x) + ay sin(z)
e Exemple 2

Soit I’équation différentielle

Py dy
2p—2 4 2 =
xdxz + e +y=0

On peut récrire cette équation sous la forme

3, =0 Yn <0
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>y 1dy 1
Y =0
dr? 2z dzx + ny

1
on donc ce cas P(x) = o = Q(z) ne sont pas analytiques au point
T

r = 0. Cependant zP(z) et 22Q(x) sont analytiques et I’équation peut
étre récrite sous la forme :

d*y 1 dy =

2

B AT AT P
T A * 2" dr + 2Y

cette équation est de type equ.1.4 avec p(z) = 1/2 et g¢(x) = z/2. Elle
admet donc une solution de la forme

oo
y(r) = 2 E apx"
n=0
la premiere et la deuxieme dérivée sont

Y (x) = 2 Z (n+ Na,z"!
n=0

y'(x) = 2 Z (n+AN)(n+A—1a,z"?
n=0

en remplagant dans I’équation différentielle, on obtient

. 1 1
A A— = Nay, + —a, 1| 2" =
x nz_;{(n—l— )(n+ Na + 5| @ 0

2
or (a_; =0)
1 1
{(n+>\—§)(n+)\)an+§an11 =0 Yn>=0 (1.15)
pour n =0¢et ag # 0 on a
1
A—-)A=0
(- 3)

Cette équation indiciale accepte deux solutions

1
)\1:() )\225
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I’équ.1.15 nous donne

1 1 1

AT %)<n+x>a“ T RN - n"

(1.16)
Comme la différence entre les deux racines de ’équation indiciale n’est
pas un entier, on est donc dans le premier cas et les deux solutions sont
obtenuées en remplacant A par A\; et \s.

A partir de I’équation.1.16 on a:
ao

A+1D(2A+1)

aq Qo
0/2 = — =

A+2)2A+2)  A+1DA+2)2A+1D)(2A+3)

et en général

a, = —

ap = (_1)11 at

[(A+DA+2) - A+n)] [CA+1)2A+3) - (2A +2n — 1)]

pour A = 0 on obtient

(-1 =
an, = (—
(1-2-3---n)(1-3-5---(2n— 1))
et comme (2n)!
n)!
1-3:5---(2n—1) = S|
a,, devient
(1)
ap, = —a
(2n)1"°
et on peut écrire la premiere solution comme
A1 S n G n(zx)n
yi(z) =2 Zanx = aOZ(—l) YT
n=0 n=0 ( n)
Pour A== on a
aop
a, = (—1)"
3 5 7 2 1
S0 Lt (2-4-6---2n)
2 2 2 2
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mais
3 5 7 2n+1 _(2n—|—1)'
2 2 2 2 221y
et
(2-4-6---2n) =2"n!
donc
(1) ——a
an = (—
2n+1)°
et la deuxieme est
oA G n __ 1 - n (Zx)n
ya(7) xznzganx —“W;( ) (2n +1)!
e Exemple 3
Considérons I'équation différentielle :
d*y dy
1—z)—= 1l—z)—=—y=0
(=) T+ (-0 -y

cette équation peut étre récrite sous la forme

d?y dy x
2_ — —
o dx? + xdw 1—=x

analytique au point zéro?*.
—x

maintenant on p(x) = 1 et g(z) = 7

La solution est donnée donc par

oo
2(z,\) = 2 Z a,x"
n=0

en remplagant dans I’équation différentielle on obtient

d dy
2
(x—a )@JF( —x)%—yz()
or

Z (n+A)(n+ A —Da,z™™! Z(n—l—)\)(n—l—)\— Da,z™
n=0 n=0

+ Z (n+ Nap,z" ™7t — Z (n + Napz"™ — Z apr"™ =0

n=0 n=0 n=0

4g(z) a un rayon de convergence égale 1

10
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Zn—i—)\ (n+A—Dayz"* Z(n+>\)(n+)\—1)anx"
n=0 n=0

+ i": (n 4+ Napz™ ! — i": (n+ Napz" — io: apz" =0
n=0 n=0 n=0

I'équation indiciale s’obtient pour la puissance la plus petite (-1 dans
ce cas)
AMA=1D+A=0= =0

on a donc une racine double Ay = \y = 0, et

(n+A—1)%2+1

(n+A)2a,—[(n+ A =12 +1] a1 =0 = q, = CESYE

Ap—1

ou bien
B {A2+1}{(1+A)2+1}{(2+/\)2+1}~~{(n+)\—1)2+1}a
a A+12A+272 (A +n) ’

n

ﬁ([z‘+A—1]2+1)

[T G+ N>

=1

ap n>1 (1.17)

et la solution sera

w 11 (i +X—17+1)
2(z,\) = apx™ | 1+ Z =1 z" (1.18)
(i + \)?

n=1

L=

Comme on a une racine double, on est dans le deuxieme cas. la premiere
solution s’obtient en remplacnt A par 0. On a donc

0 ﬁ[(Z—l) +1]
y1(z) = z(z, A = 0) = ag 1+Zz=1 o

n=1

La deuxieme solution est donnée par

dz(x, A
niz) = PN

11
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et comme a,, dépendent de A la derivée devient

Eed (& )Zw +xxz<dan>mn

le premier terme®

d by [e.e] [ee]
(%) Z apr" = 2 In(x) Z anx"
n=0 n=0

pour A =0
dz™ .
(ﬁ) %anﬂﬁ = In(z)y:(z)
mettons ¢, = % pour tout n > 1.
Pour calculer les ¢,, on utilisera
dn(f(z)  df o dn(f)
dx N dx/f(x) — de /(@) dx
donc
_da,  dn(ay)
S
mais .
FA—17+1
= — 11N oy
d\ d\ 1 G + /\)2
=1
din(a,) ~= d : 2 ~ d
= —1 A—1 1) — —1 A
ax ;dAn([ZJF F+1) 2 gy i)
dIn(a,) & i+A—1 1
p— 2 _—
d\ Z[¢+A—1]2+1 i+ A

Donc pour A =0

M-12+1] » [
(

i= ]_1 1
Cn = 2a9{ =L B —} (1.19)
(n!)? ; j—17°+1 J
5
on & .’E)\ — eklnm

12
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et donc la deuxieme solution est
y2(r) = In(x)yr () + Y caa”
n=0

les ¢, sont données par 1’équation 1.19.

e Exemple 4

Soit I’équation différentielle :

d*y dy
2
Ici on a p(z) = —3 et g(xr) = 3 — x et le point x = 0 est un point

singulier régulier. La solution doit avoir la forme

oo
2(x, \) = 2 Z a,x"
n=0

on remplace y et ces dérivées on obtient

[(n+N)(n+X—4)+ 32" — a2 =0
—0

n

pour n = 0 on obtient 1’équation indiciale
AMA=4)+3=0<= A-1)(A=3)=0

et pour tout n > 1 on a

(n—i—A—l?(Z—l—A—S)

m+A—=1)n+AX=3)a, —a,-1 =0=aqa, =

L’équation indiciale accepte deux solutions A\; = 1 et Ay = 3 et leur
différence est un entier donc on est soit dans le troisieme ou le quatrieme
cas. Pour les distinguer on écrit explicitement les premiers coefficients

ct

13



1.3 Ezemples Dr. Baadji

On voit si on remplace par A = 1 les coefficients a,, sont infinis pour
tout n > 2 et par conséquent on est dans le troisieme cas et les solutions
de I’équation différentielle sont

yi(x) = [(A = Dz(z, M),

explicitement
o l‘n
y(@) = —ao Z n!(n — 2)!
n=2
et on peut montrer que
y2(x) = aoIn(z)y1 () + aox {1 — T+ Z CM"}

n=2

avec

e Exemple 5

Soit I’équation différentielle :

d? d
IQd_xg + (2 — 2$)£ —2y=0
Ici p(z) = 22 — 2, q(x) = —2 et x = 0 est un point singulier régulier, et

de méme la solution est de la forme
o
2(z,\) = 2 Z apx"
n=0

en remplagant y et ses derivées on obtient

aA—2)(A—1)=0

Cl,l)\()\ — 1) =0
et

U

" A+n—1

14
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On voit que I"équation indiciale admet deux solutions (A = 1 et A = 2)et
leur difference est un entier, mais a; est indéterminé. Alors on a

e $2n+1
AT B pietiant
n=1 ’

et
B > A AP
yg(l') = 7;20 (_1> <2n)'x

15



Chapter 2

Les fonctions d’Euler : Gamma
et Beta

Euler a découvert la fonction gamma,I'(z), quand il a étendu le domaine
de la fonction factorielle. Ainsi I'(z) est une fonction méromorphe égale
a (x — 1)! lorsque x est un nombre entier positif. La fonction gamma
a plusieurs représentations, mais les deux plus importants, trouvées par
Euler, la représentation comme une intégrale infinie et une représentation
comme une limite de un produit fini. Nous prenons la premiere comme la
définition de Gamma. En outre, nous étudierons également la fonction de
Beta (6(z,y)). Au lieu de considérer la fonction béta comme une fonction, il
est plus éclairant de la considérer comme une classe d’intégrales, intégrales
qui peuvent étre évaluées en termes de fonctions de gamma. Nous avons donc
fait souvent référence a des fonctions béta comme intégrales béta.

Dans ce chapitre, nous développons quelques propriétés élémentaires des
fonctions béta et gamma. Nous donnons plus d’une preuve pour certains
résultats. On a démontré qu’elles peuvent étre utilisées pour démontrer le
théoreme de Fermat, un premier de la forme 4n—+1 est exprimable comme une
somme de deux carrés. Nous traitons également une extension multidimensionnelle
de l'intégrale simple de béta , due a Dirichlet, a partir de laquelle le volume
d’un ellipsoide a n dimensions peut étre déduite. Nous présentons formule
asymptotique de la Stirling pour n! mais nous donnons une preuve analytique
complexe de la belle formule de réflexion d’Euler (en exercice n ° 3 de TD).

Donc On définit les fonction I'(z) et f(x,y) par

I(z) = / Tt g, (2.1)
et .
B(z,y) = /0 11— 1) dt. (2.2)

16



2.1 Propriétés de la fonction Gamma Dr. Baadji

Ces deux définitions sont valable pour x > 0 pour I'(x) et pour x > 0y > 0
pour B(z,y)".

2.1 Propriétés de la fonction Gamma

Théoréme 2.1

(1) =1. (2.3)
Démonstration
I'(l) = / e tdt
0
= [_eit]o =1
Théoréme 2.2
I'z+1)=2a'(z) Vz>0. (2.4)

Démonstration
Mx+1) = /00 e "t"dt par définition
0

= [—t"”e‘t};’o +x /00 e 't "1 dt intégrale par partie

= zl'(x). 0
Théoréme 2.3 Si x est un entier strictement positif (x € T ), alors

Fz+1) =2l (2.5)

Théoreme 2.4

['(x) = 2/ e~ u?* 1 du. (2.6)
0

Démonstration Par un changement de variable ¢t = u? < dt = 2udu dans
la définition de la fonction Gamma (equ. 1), on obtient

I'(z) = /000 e (u?)* 2udu

& 2
= 2/ e w1 du.
0

IPour que les intégrales convergent.

17
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Théoréme 2.5

L(2)C(y)

2l (x +y) 27)

w/2
/ cos®* 1 (0) sin®* 1 (0)do =
0

Démonstration Pour démontrer ce théoreme, on considere I'intégrale double

suivante
I = // e~ y2e=1y 2y=1 gy 1y,
D

ou D est le quart de plan positif ¢ €]0,00[ et u €]0,00[, comme les deux
bornes d’'intgrale sont indépendantes, on peur écrire donc

I = // e~ y2e=1, 2y=1 gy oy,
D
o0

oo

—

e 121 /e"QtZyldu

0

1
F(x)éf(y) En utilisant théoreme 2-4

N — <

Par un changement de variables (coordonnées polaires) ¢ = rcos(f) et
y = rsin(f) avec r €]0,00[ et 6 € [0,7/2] on a :

I = // et e 29—y
D

= // e P2l cos®™ 1 (0)r?¥ ! sin® 1 (0)rdrdf
D

00 w/2
— /e_r2r2($+y)_1dr X /COS%_I(@) sin®~1(6)d6
0

0
w/2

1
= 5I‘(x +y) X / cos®1(6) sin®1()df En utilisant théoreme 2-4

0

Théoreme 2.6

I(5) = V. (2.8)
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Démonstration On utilise le théoreme 2.5 et posons z =y = % on aura
/2 /2
/cosle(ﬁ) sin®~1(6)df = /d9 = g
0 0
mais aussi
/2 ,
/ cos® 1 (0) sin®* 1 (0)do = % [F(%)] r=y=0
0
alors

r(3) = £

mais d’aprés la définition, I" doit étre positive pour = > 0, l'intégrant est
positif, par conséquence

r()=vr
Théoreme 2.7 (T
O 29)

Démonstration On fait un changement de variable dans la définition de g
(equ. 2.2) t = cos?(#), alors (1 —t) = sin?(#) et dt = —sin(6) cos(0)df. Et
quand t =0, 0 = 7/2 et pour t =1 § = 0. L’intégrale 2.2 devient

w/2
Blx,y) =2 / cos®1(6) sin®* 1 (0)do
0

mais en utilisant le théoreme 2.5, on aura

_ T(@)l(y)
B(x,y) = Tty
Théoréme 2.8
B(z,y) = By, x). (2.10)

Démonstration On fait un changement de variable dans la définition de /3
(equ. 22) 1 —t=wu

19
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Théoréme 2.9

Bla+Ly) = ——B(+y)

Blr,y+1) = $—y5($ + ).

Démonstration

['(x+ 1DI(y

Iz+y+1

_ =)l (y)
(z+y)(z+y)

x
= x——kyﬁw + )

Blx+1,y) =

~ =

De méme pour B(z,y + 1).

Formule de duplication

Théoreme 2.10
(@) (z+4) =2'7% /7 T'(22).

Démonstration En vertu du théoreme 2.7, et si on pose y = x on a

1
:/ 71— )t de.
0
+1

s
si on pose t = — = dt = ds/2, on aura

[F(Q?)P _ /1 tz—l(l _ )x—l dt

= S / (1+s)" (1 —s)""ds




2.2 Définition de la fonction Gamma pour les arguments negatifs — Dr. Baadji

maintenant si, en plus, on fait le changement de variable u = s?

9 1 1 1
1= (1—5%)""ds = 2”“/ (1= w2 du =27215(5, )
22m—1 0 0 2
1
=\
T
1
[(x+ =)

2

mais ['(1/2) = /7 et I = II on a donc
(@)l (z+1) =2"" /7 [(2z).

Exercice

1) Sachant que
1
Sy = [ -
0

montrer que

2
w/2 |:]_"‘(1 —{2_ a):|
I(a) = / cos®(20)dg — 201 L2 1
IMNa+1
0 @+
2) si on met ¢ = 26, montrer que
14+«
Hoy VT )
F(§ +1)

3) déduire que
() (z+4) =2'7% /7 T'(22).

Corollaire 2.11 si x = n est un entier positif, alors

I'(n+ 1) (20) ves

9/ T 22np)

2.2 Définition de la fonction Gamma pour les

arguments negatifs
(1
Comme I'(z) = M, et si on met z — 0%, alors I'(z) — oo. Par
T

conséquence, la fonction I'(x) — oo si z € N~
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2.2 Définition de la fonction Gamma pour les arguments negatifs — Dr. Baadji

Formule des compléments

Théoreme 2.12 La fonction gamma vérifie la formule de réflexion d’Euler,
ou formule des compléments :

™

Vr 0 <Re(z) <1 = I'(l-2)l(z)= sin(mz)

Figure 2.1: Contour d’intégration.
Démonstration On doit montrer initialement que

tx—l
1+1¢

dt

P(1— ) D(z) = 7

puis on utilise I'intégrale sur un contour fermé ~ (voir figure) avec R — oo

ete —0 .
2'

I(x):]{ dz
71—z

En utilisant le théoreme des résidues, on peut montrer ce théoreme.
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2.3 FEtude de la fonction T'(x) Dr. Baadji

Exercice

0 = (="
1 t =
Jmontrer que Sn(ra) n:z:oo -

2.3 Etude de la fonction I'(x)

De la définition de I' (equ.2.1) on montre que :

IM(z) = /000 In(t)t" et dt. (2.11)

I (z) = /0 h [In(t)]> t*te~t dt. (2.12)

La fonction I'" () étant positive, car 'intégrant I'est aussi. I(z) est donc
une fonction croissante et s’annule au plus une fois. Or I'(1) = I'(2) = 1,
le théoreme de Rolle? permet donc d’affirmer que surl1, 2[ il existe au moins
une valeur ¢ telle que IV(¢) = 0. Cette valeur correspond & un minimum
de I'(z). Précisément on a établi que : ¢ ~ 1.46 et I'(¢) = 0.8856. Enfin,

[(x)

['(x) est croissante sur |c,00[ et on a lim, ,,, ——= — 00, d’ott une branche

x
parabolique de direction y pour le graphe de y = I'(z). Pour les valeurs
négatives de x, I'(x) — £o00 pour tout entier négatif.

Exercice

La constante d’Euler-Mascheroni v est définie comme étant

n—oo

— 1
v = lim ( i ln(n)> ~ 0,5772
k=1

1) montrer que I'(1) =~

Formule asymptotique de Stirling
Théoreme 2.13

[(z) ~ V2 1/2e7® T — 00

2Théoréme — Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction & valeurs réelles
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b). Alors, il existe (au moins)
un réel ¢ dans Ja, b] tel que f'(c) = 0.
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2.3 FEtude de la fonction T'(x) Dr. Baadji

r'ix)
)

i !
| i I 5H
! |
} i | I 4"‘
] | [ |
| ! | | | 3
P !

| I [
] | | | I o
1

1 I
S T S N R
i | | i |
1 } 1 ] r ! | ] |
-5 -4 -3 -2 - I 2 3 4 x
i | i ] |
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| : i | { —-2
3 T B
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/B T
1 : AR

| i

' —=9

Figure 2.2: La fonction Gamma.

Formule de multiplication de Gauss pour ['(mz)

Théoreme 2.14 Comme généralisation de la formule de duplication de la

fonction Gamma (Legendre), la formule de Gauss pour la multiplication est
donnée par

[ (ma)(2m) "= D2 = m™e 2T (@ + 0 /m)

Intégrale de Dirichlet et le volume d’un éllipsoide

Dirichlet a trouvé une généralistion multidimensionnelle de I'intégrale 3.

Théoreme 2.15 Si V est un élement de volume de l’espace a n dimension,
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2.3 FEtude de la fonction T'(x) Dr. Baadji

n
défini par z; > 0Vi <n et ) x; <1, alors pour Rea; > 0,
i=1

Oéz')
+ Z:la,-)

I, r
// : / drydzy - - - doya oyt ogenl = =LV 15
v r'(1

Corollaire 2.16 Si V est un élement de volume de l’espace a n dimension,
n pi
T
défini par x; > 0Vi <mn et ) (—) <1, alors pour Recy; > 0,
i=1 \ @i

ast oy

I ) y

a1—1 _as—1 an—1 __ Di Di
//--~/dw1dx2---d:vnx11 e UE
1%

1+ é%/}%)

Corollaire 2.17 Le volume dans l’espace a n dimension enfermé par x; >

n x bi
OVi<net) (—Z) <1, est

i=1 \ @

1
7 a0 (1 + —)

]

(1 + %n:l 1/pi) |

En particulier le volume de I’éllipsoide (ﬁ) <1 est

i=1 \ @

n
T2a109 -+ Ap

I+ g)
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2.4 Exercices Dr. Baadji

2.4 Exercices

Exercice 1
Exprimer les intégrales suivantes en fonction des fonction I'(z) ou 5(z, y)

w/2

[ Vian@as

1
/ dx p
—dx
/ 3.1 _ 3

/t—3/2(1 — e—t)dt

0
1

1 1/2
/< —|—a:) dx
11—z

1

Exercice 2
1[T(n)]?

Montrer que S(n,n+ 1) = 5 T(2n) et déduire que
n

w/2

/ (sini(e) - sm;(e))l/4 cos(@)dt = 5

0
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Chapter 3

Fonctions de Bessel

Lorsqu’on suspond un fil & un crochet et on le lache, quelle sera sa forme?
Ce probleme a été résolu par Daniel Bernoulli en 1732 et la solution fait
intervenir les fonction de Bessel, lesquelles ne seront réellement étudiées que
plus tard par I'astronome allemand Friedrich Bessel en 1824.

3.1 Equation de Bessel

L’équation de Bessel intervient dans de nombreux problemes physique et
plus particulierement ceux avec une symmétrie cylindrique. On considere
I’équation de la Laplace :

B 0?’U  0*U  o0*U B

A = =
Uz, y,2) 92 0y? oz 0

si on récrit cette équation dans les coordonnées cylrindrique, en exprimant

A en fonction des dérivés partielles gp’ 20 et 5 ou

0 0 sinf 0

% = COS(Q)a—p — P %
et
02 o, 0% sin®0 0 cosfsinf 92  sin?f 92 cosfsinf 0
— =cos()=—+———— + e T v
Ox? 0p? p 00 p 0p0b p? 002 p? 00
de méme
0? o, 0% cos’0 0 _cosfsinf 9*  cos*H 0% _cosfsinf I
— =sin“(f)=— + -+ + s 2577
0y? 0p? r 00 r dpdl r2  00? p> 00
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3.1 FEgquation de Bessel Dr. Baadji

on obtient finalement 1’équation de Laplace en coordonnées cylindriques sous

la forme
’U 10U 1 9°U 0°U

et et e

ap>  pdp p?00% 022
On peut séparer les termes en z, en 6 et en p par ’écriture de la fonction
U(r) comme suit

=0

U(p, 0, Z) = y(ﬂ)g(e)h(z)

On obtient - Lo L
y' oy gt

y rr 12¢g  h

et comme 'un des deux membres dépend de p et # et 'autre dépend de z et
on choisit h(z) comme une fonction exponentielle :

"

v o’ = h(z) = Ae® + Be

si en plus on prend ¢(f) comme une fonction sinusoidale

/!
AN N g(0) = C cos(A0) + Dsin(A\0)
g
I’équation pour la partie radiale sera donc par :
2 d*y dy

p d—p2+pd—p+(0é202—%2)y=0

si on fait le changement de variable p = ax on obtient
a7y dy 2 2y,
x +r—=+ ("= X)y=0 (3.1)

c’est l’équation différentielle de Bessel d’ordre .
Dans I'équation de Bessel le point x = 0 est un point singulier régulier et la
solution donc sera donnée par

y(x) = i apa"
n=0

en remplacant dans equ.3.1, on peut montrer que I’équation indiciale est
donnée par
(s* = M)ag = 0,

[(s+1)*=n’]a; =0
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3.1 FEgquation de Bessel Dr. Baadji

et
Ap—2

(s+n+A)(s+n—2A)

Ap = —

de I’équation indiciale on a
s ==+

et a; = 01, et par conséquence tous les coefficients impairs sont nuls (as, 1 =
0). les coefficient pairs sont donnés alors par
r(A+1)

n — —1)"
azn = (1) 220)T(n + A + 1)

ag.

la premiere solution sera donc :

1 2n+A
ylo) =LA+ 1)2 aoz 22"+)‘n!1"(n+)\+1)x

d’ou la définition de fontion de Bessel de premiere éspéce Jy(x)

e 1 2n+X 49
HZ:; n'Fn+)\+1)<2) (3:2)
Si A est un nombre réel la deuxieme solution correspond a s = —\ (J_x(x))

Théoréme 3.1 Si \ est un entier n on a

Pour démontrer ce théoreme on utilise la définition 3.2. c’est a dire que les
deux solutions Jy(x) et J_,(z) ne sont pas indépendantes pour A =n € Z.

Théoréme 3.2 les deux solutions indépendantes sont Jy(x) et

Ya(x) = lim J,(x)cos(vm) — J_,(x)

VA sin(vm)

(3.3)

Y\ (z) est la fontion de Bessel de deuziéme éspéce

Démonstration Il est claire que pour A ¢ Z, Jy(z) et Y,\(x) sont solutions
de I’équation de Bessel et sont linéairement indépendantes. Cependant, pour
A=né€Z,Y,\(x)= 8 est indéfinie, en utilisant le théoreme de L’Hopital

Oy u 0

e

v=n

ISauf dans le cas ol A = i%
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3.1 FEgquation de Bessel Dr. Baadji

Maintenant si on dérive ’équation 3.1 par rapport v on obtient
dz [0J d [0J aJ,
2 47 [ OJy a v 2 _ )2 v Zoud (z) = 4
xdx2<8y)+xdx<8y)+(x )<8u> vl,(r) =0 (34)
et de méme pour 9,J_, on a

d? [oJ_ d [0J_ 0J_
2 v v 2 2 vy _ —
T s ( 5 ) +a ( 5 ) + (z% =A%) (—8V ) 2vJ_,(x) =0 (3.5)

multiplions equ.3.5 par (—1)” et on soustrait equ.3.5 de equ.3.4, on arrivera
a

“an|(5) -0 (5| (&) - (%)

rr =) | (F2) = o (%)) - bt - ol =0

Pour v = n le dernier terme s’annule en vertu du théoréme3.1 et on aura

2
xQd—Y (x) +x

PRl iYn(x) + (22 = n?)Y,(z) =0 (3.6)

dx

Donc Y, (x) est une solution de I'équation de Bessel d’ordre n. On
montrera aussi que J, et Y,, sont indépendants.

Théoréme 3.3 L’expression éxplicite de Y, (x) pour n € N

6 )

s=0 r=
— (n—s—1)! <x>n+2s

s! 2

Théoréme 3.4 Pour un entier n € Z on a

Yoo(z) = (—1)"Ya(2)

30



3.1 FEgquation de Bessel Dr. Baadji

Fonction génératrice

Théoréme 3.5
T 1 > J( ) "
exps —|z— - = g (x)z
P 2 z -

Démonstration On utilisera ici le développement de MacLauren

fE)= ) we® VS

n=—0oo

avec

_ L [ fE)

n — _—

n+1
27 v 7

et on se sert aussi de la définition de la dérivée

p! )

% y (Z — Zo)p+l

f(p)<z)|2120 =
avec v est un contour fermé contenant z = 2z, (Voir exercice 2 de TD).

Représentation intégrale pour les fonction de Bessel

Théoréme 3.6 Pour toutn € X on a

™

Jn(z) = % /cos (ng — xsin ¢) do

0

Démonstration Il suffit prendre z = €' et remplacer dans la fonction
génératrice (théoreme3.5) et se servir des intégrales suivantes

™ (0 m#n
/cos(m¢) cos(ng)dp = g n=m#0 (3.7)
0 ™ n=m=0
et
™ (0 m#n
/ sin(mo) sin(ng)ds = 3 > n=m#0 (3.8)
0 0 n=m=0
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3.2 FEgquation réductible a I’équation de Bessel Dr. Baadji

Fonction de Hankel

On définit les fonctions de Hankel (H() et (H®) (qglq fois appelées fonctions
de Bessel de troisieme éspece)

HWY(z) = J,(z) + 1Y, () H () = Jo(z) — 1Y, () (3.9)

n

Relations de récurrence

Théoreme 3.7 Pour les fonctions de Bessel de premiere éspéce
L@ @)} = 2 @)
— A" ()} = 2" T 1 (x
dx !

d -n _ -n
e {z7" ()} = =27 Jpsa ()

Tolw) = T (@) =~ ()
Ti@) = =i (@) + =, (@)

—_

Jp(x) = 5 [ (2) = g (2))]

Toa(2) + Joa () = %”Jn(x)

[\]

Théoreme 3.8 Toutes les relations précédentes sont aussi valables pour
Y, (z), H" () et HY (2)

3.2 Equation réductible a I’équation de Bessel

L’équation différentielle de Bessel représente une famille d’équations différentielles
qui peut étre réduites a une équation analogue a equ.3.1.

Théoreme 3.9 La solution générale de l’équation différentielle :

d’y | dy
2 2 2 2\,
est
y(x) = AJ,(ve) + BY,(vz)
Démonstration Il suffit de faire le changement de variable t = vz, tel que

dy _ dy d*y 2 d*y
dr = dt dz?2  ~ dt2
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3.2 Equation réductible a I’équation de Bessel

Dr. Baadji

On remplace dans 1’equ.3.10 pour obtenir

d’y dy

qui est I’équation de Bessel (equ.3.1).

Théoreme 3.10 La solution générale de l’équation différentielle :

d2 d
xQd—;; +(1— 2a)a:£ + {52723:27 + (a2 — ,uzny)} y=20

est

y(z) = Az®J,(Bx7) + Bz"Y,(Bz”)

Démonstration On fait un changement de fonction y(x) = 2%z
dy Lz el
< =x"— 4+ azx" z(x
dx dx + (z)
“ d? d? d
Y o« Z a—1 < a—2
prcia @—1—20@" %+a(a—1)x z(x)
on obtient apres certaine algebre
d?z dz
2d”2 az 2,2,2y _ 2-2) 0 — )
g tr - H{B =iy

(3.11)

(x) alors

Maintenant on fait le changement de variable ¢ = z” et on remplace dans

I’équation précédante pour arriver a

2 d?z n tdz

22 _ 2y, —
gz Tl T )z
qui a, d’apres le théoreme 3.9, la solution

2(t) = AJ,(t) + BY,(t)

donc la solution de I’équation 3.11 est

y(r) = Ax®J,(Bz7) + Bx"Y,(Bx7)
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3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

3.3 Fonctions de Bessel sphériques

Considérons I'équation différentielle

d? d
xQd—az+2$£+{k2x2—l(l+1)}y:0 (3.12)

avec | € N, cette équation est de méme forme de I’équation3.11 avec

1—-2a=2
’y:
5242 = 2

ce qui nous donne

1 1
o} 2,6 cy=1p=10+3

donc la solution est donnée par
1 1
y(x) = Av~3 ;s (ko) + Be 3Y,, (ka)

or

y(z) = Auji(kz) + Biyi(kx)

Ainsi on a définit les fonction de Bessel sphérique de premiere éspece j;(x)
et de deuxiéme éspece y;(x)

0 =\ 3y ) 313)

™

yi(r) = gYH%(:c) (3.14)

avec Ay = \/2/mA et By = +/2/7B.
On définit les fonctions de Hankel sphériques (ou bien les fonctions de Bessel
sphériques de troisieme éspece)

W () = i) + w()

W (@) = i) — w()
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3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

Théoréme 3.11 Si f,,(x)estl'unedes fonctionsy,(z), yn(z), h;l)(:c) ou hg)(:c),
alors

d n+1 _ _n+l1
d_ZL‘ {$ * fn($>} =T * fn—l(x)

)} = = )
fola) = fure) = 2

(
fal@) = = fal@) = faa(

@0+ D fA(2) = nfacs(2) — (04 1) fos (2
Faa(®) + () = 25 1o

X

X

X

)
)
)
)

Théoréme 3.12

. sin x
o coggx
Yo(x) = — -
o
h[()l)(x) =1
o
h(()z) (x) =1 "

Formule de Rayleigh

Théoréme 3.13 Sin € N alors
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3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

Comportement asymptotique des fonctions de Bessel

Théoréme 3.14 si x — 0o on a®

T

2
Y, (x) ~ %sin [x —(n+ )g
HW(z) ~ f—xexp {@ {x —(n+ %)g}:
HP () ~ %exp [—z {x —(n+ %)g}
s

<@

3

8

S~—

¢

|

| =

o

o)

wn

N

8

|

3

|=1‘°|
— ) — 1 N \—/I

x 2
1 nm
(1) ~ _
h,’ () exp [z {w 5 }
1 nm
() —exp | ~1 T~

%Ici le symbole ~ signifie "se comporte comme”. Une définition plus précise est que :
f(x) ~ g(z) quand = — a si
f(z)

lim —+ =1
z—a g(x)

36



3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

Théoréme 3.15 six — 0 on a

Jnl@) ~ ﬁ (3)

1 n
—I'(n) <£> n#0
Y, (x) ~ T 9 2
— n=>0
T
xn
3 L N
(@)~ G e
(2n — )N
yn(JT) ~ —W n € N

Orthonormalité des fonctions de Bessel

Théoréme 3.16

a
2

/xjn(fix)Jn(fjx)da: = % {Jns1(&a)}? 65

0
ou & et & sont les racine de l’équation J,(§a) = 0 et §;; est le symbole de
Kronecker.

Démonstration On commence initialement par montrer 1'égalité dans le

cas ou i # j,i. e,
a

/a:Jn(fim)Jn(gjx)d:p =0

Jn(&x) est la solution de I’équation différentielle

d®J, (&) dJ, (&)
2 n\Si n\Qs
v dz? T dz

3Par n!! (factorielle double de n) on veut dire :

+ (E2® —n?) T (&x) =

nll=n(n—-2)(n—4)---53.1= si n est impaire n =2m + 1

2mm)
nll=n(n—2)(n—4)---6.42=2".m! sin est paire n =2m
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3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

et de méme

*Jn(&5) N den(fﬂ)

2 92 2 _
P 1 + (§o* —n*)Ju(jz) =0

multiplions la premiere équation par J,(&;x) et la deuxieme par J,(&;z) et
soustrait les deux on obtient

Z%{Jdgwx%%gﬁykjé{JM&@x%%%ﬂﬂ}+@}fﬁx%@ﬂﬁhﬁﬂ)=

par intégration on a

(e ) gyt } /&% &) = 0

0

Le premier terme s’annule pour a car J,(&a) = J,(§;a) = 0 ainsi que pour 0
car le terme contient x et comme §; # §; donc

a

/xJn(fix)Jn(ﬁjx)d:c =0

0

Pour completer la démonstration on doit montrer que

a
2

/@%@@%x:%ﬂhﬂ@wf

0

si on note J,(&x) par z on

multiplions par 2z’ on aura

d
— {272 —n2? + €277} — 2822 = 0
dx
qui donne apres intégration
(472 —nz® + 52x2z2}g — 262 /szdx =0
0

On montre aussi que

nJ,(0) =0 VneR

38



3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

donce le deuxiéme et troisiéme terme s’annule et il reste

()] e /u (6o

on utilise le fait que

dJ.(§x) n
de §_x

In(§x) — Jnt1(€x)

donc

L2 (dJfo)) ] = [2* (una(€2))],_, = @ (Jusa(€a))’

r=a
et on a montré ainsi que

a
2

[ag)gants = 5 {uea)s,

0

Théoreme 3.17 Si f(x) est définit sur un intervalle 0 < z < a et peut étre
dévolpper sous la forme io: cidn (&) avec & sont les racines de l'équation
Jn(a) =0, alors -
2 f xf(x)J,(§x)de
0

T @ (Ga))

&

Intégrale contenant des fonctions de Bessel

Théoréme 3.18 Pourn >m > —1

1
Jolz) = / (1— )" 7"t T () dt
0

Théoréme 3.19
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3.3 Fonctions de Bessel sphériques Dr. Baadji

Théoréme 3.20 sin € X alors
T 1
/Jn(bx)dx =3
0

Théoréme 3.21

1

n _—axr 2
Jp(bz)x" e “dx = -
O/ () VE (a2 4 bR

2
2”+1F(7’L + 5) abn

VT (a2 + b2)"+2

/ Jo(bx)2x" e " dy =
0

Exercices

1) Utiliser la fonction génératrice pour montrer que

Jn<:L‘—|—y) - Z Jr(x)*]nfr(m)

rT=—00

*Jn 1
2) montrer que [ (x)dx =—
0 n

3) montrer que, si §; sont les racines de Jy(§) =0,

a3 e
2 i=1 [mw]l(g)]

A
4) montrer que J,(z)Y,(x) — Y,(x)J, (x) = —, A étant constante.
x

n
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Chapter 4

Polynomes orthogonaux

4.1 Polyndomes de Legendre

L’équation différentielle de Legendre est donnée par :

2

d d
(1—x2)d—xz—2zd—i+/\y20

A est un nombre réel quelconque. On s’intéresse essentiellement aux formes

de A =1(1+1).

d*y dy
_ 2 —_— —_— p—
(1—=x )dx2 Qxdx +Il(l+1y=0 (4.1)
On peut réecrire I'équation différentielle précédente comme
d dy
— |1 =2*)=| +1(l+1)y=0 4.2
T F e RREY (42)

Comme le point 2 = 0 est un point ordinaire, la solution y(x) est donnée par

y(x) = Z anx"

n=0
en remplagant dans I’équation (4.1) ou (4.2) on obtient la relation de recurrence

n(n+1)—I(+1)
2 T L Dt 2) "

On voit que les coefficients paires (ag,) s’écrivent en fonction de ag et tous
les coefficients impaires (ag,41) en fonction de a;. On peut réecrire 1'égalé

comme :
(l—n)(I+n+1)

(nt Dtz "

Ap42 = —

41



4.1 Polynémes de Legendre Dr. Baadji

ou bien explicitement :

B I(1+1)

T
(=D +2)

B=T Ty @
11 —2)(1+ 1)1 +3)

4= 1.2.34 o
=1 =3)(+2)(1+4)

45 = 2345 “
B Jdl=2)0=4)---(I=2n4+2) I+ 1) +3){+5)---(I+2n—1)

azn =(=1) (2n)! a0
B 1n(l—1)(l—3)(1—5)-~(l—2n+1)(l+2)(l+4)(l+6)-~~(1+2n)

@2nt1 =(=1) 2n+1)! “
donc
y(x) = agy1(x) + a1ya(v)

i (z) = 1+Z(_1)nl(l —2)---(I— 271—1—2)(([2—71;)})(14-3)...(l_|_2n_ 1)932”

et

LA=D=3) - =2n+1)({+2)(1+4)---(I+2n) 5,44

po(w) =a+) (1) (2n+1)! !

y1(x) et yo(z) sont deux indépendantes solutions de 1’équation de Legendre.
On sait que y;(x) et yo(z) convergent pour toute —1 < x < 1 (car le rayon
de convergence de la série étant 1) mais les points z = £1 sont des points
singuliers, et y;(z) et yo(x) divergent, en général, pour z = +1. La seule
fagon, pour que y; et y, convergent pour x = +1, est de rendre la somme
infinie a une somme finie. Cela est possible pour toute valeur de [ un entier
positif (I € N). Si [ est paire y;(z) converge, tandis que yo(z) diverge, et
vis-versa pour [ impaire (y, converge et y; diverge). Dans ce cas on exprime
a, en fonction de a,, o

L (n+1)(n+2)
S (YR
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et la solution qui converge s’écrit

ou
si [ est paire

l
(I —1) sil est impaire

.—.
DO | =~
i
I
—
N[ =00 =

ou explicitement

(/2]

B " (l|)2(2l - 2”) l—2n
y(@) = Z (=1) n!(l — 2n)!(1 — n)!(20)! )

n=0

Ainsi on définit les polynomes de Legendre

02 o
Az) = Z; (_1)n21n'(l(2—l 273 (; —n)! o (4:3)

n—

Ces polynomes sont solutions de 'equ.4.1 et sont définis pour tout z € [—1, 1].

Fonction génératrice

Théoréme 4.1

V1 2t:v—i—t2 ZP
1

Démonstration Développons ————— en posant z = 2tz — t? =
V1 —2tx +t?
t(2z —t)
1 1+1 +13 n +1.3.5-~.(2n—1)n+
= 24 —=z z
1—2 2 22 on
1 1+1 +13 L +(2n)!n+
= Z4+—=z 24
V1—2z 2 22 22nn)
donc

1 2r)!
—_—- . = —tr 2x — t r
V1—=2tx 4+ t? ; 227 (r1)?2 ( )
mais en utilisant la formule du binome de Newton on a

T s

|
2z —t)" ZQ{’ (2a) P(—t) = Y o (1P P
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et

r

r!
_1\POr—P,r—pyr+p
E o '( 1)P2r =Py Pt

r—op)!

VI— 2tz + 2 Z 2” r'

posons r + p =n et comme 0 < p < r ca implique que

n
O§n—r§r:§§7“§n

7!
-1 n77"227"7n 2r—n "
\/Tﬂz Z Z {2% e =Y * }

n=0 r=[n/2]
posons k=n —r

m Z Z —k).(n—?k:)!k!( DA

I’expression entre les deux accolades est par définition le polynome de Legendre
d’ordre n (P,(z) et on a démontrer le théoreme.

Formule de Rodrigues
Théoreme 4.2
1 d

Pu(w) = onn! dgn ( B 1)

Démonstration On utilise la formule du binéme de Newton

n

SRR Y e b

—rl(n—r)
maintenant
., I n/! .,
i -1 — T () p2nr
dx™ (:c ) gr'(n—r)'( ) dx"x
dan 0 2r >n
dazn =y @nz 20t 2T)!x”_QT 2r <n
(n — 2r)! -
[n/2]
a n n! (2n—2r)
oy =y (i
dx —rl(n—r)! (n —2r)!
donc
[n/2]
1 da ., n 1 (2n — 2r) 9
_ 1 _ _ n T __ Pn
2nn) dam ( ) ; 2nrl(n 7“)!( ) (n —2r)! ()
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Expressions explicites:

Po(z) = 1

P(z)==x

Py(z) = % (327 — 1)

Ps(z) = % (52° — 3x)

Py(z) = % (352° — 302> + 3)

Théoreme 4.3

(1) R1) =1

(2) Pu(-1) = (-1

@) Py = "D
(1) B(-1) = (-1 2D
(5) Pan(0) = (1" o)

Démonstration (1) et (2) On remplace dans la fonction génératrice (4.1))
x par £1 on obtient

mais
1 n 1 ’fl n
11—t Zt 1— Z_O t

on déduit donc
Py(1)=1  Py(-1)=(-1)"

(3) et (4) on remplace dans I'équation différentielle de Legendre (4.1) z par
41 pour obtenir
£2P (£1) = n(n + 1) P, (£1)
donc
n(n+1)

P/ (£1) =

+ P,(+1)

45
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en vertu de (1) et (2) on montre ainsi (3) et (4).
(5) et (6), on remplace dans la fonction génératrice x par 0 et on obtient

\/thzp

mais

1 2n)! ,
N > (1)

n=0
contient que des puissance de t paires et par conséquence
(2n)!
22np|

Py, (0) = (—=1)" Py, 11(0) =0

Orthogonalité des polynomes de Legendre

Théoréme 4.4 .

/ Py (2) P (2)dar —

-1

2
—6nm
2n+1

Démonstration On commence par montrer le cas n # m, i.e,
1
/Pn(;v)Pm(x)dx =0
1

Les deux polyndome sont solutions de I’équation différentielle de Legendre
(4.2)

(I) {(1—:1:)dd];}+n(n+1)]3 0

dp,,

d
dz
(H)d% [(1_55) = } +m(m+1)Py =0

Multiplions (I) par P, et (II) par P, et faire la soustraction et 'intégration
de —1 a 1 on obtient

/1 Pafa)g |-

1

i o]

1

— [m(m +1) — n(n + 1) / Po(2) Py (2)da

-1
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par intégration par partie on a

]z/le(x)% {(1— )dd};}d —/an(x)% {(1-:&)%} i =

-1

dx

-1

= {Pm(x)(l — J:Q)ddpn

X

= Pu(z)(1 = 2?)

—f-/dpm(x)(l—ﬁ)%

1
dP, dP,
o dx — / ﬂ(l — ) —"dx

de} !
dx L

dx dx

-1

de} !
1

A(2)(1 - ) =

le dernier terme s’annule pour +1 (a cause du terme 1 —x?) et comme n # m

alors
1

/ Py(2)Py(z)dz = 0

-1

il nous reste le cas m = n, on met la fonction génératrice au carré

ZP

1—2m~+t2 N

] Z Py () Py (2)t"t™

m,n=0

en intégrant par rapport a x entre —1 et 1

1

n=0

0 1

1 2
- — n
/1 T th:c g t /Pn(x)Pn(a:)dx
1

les termes m # n sont zéros.
1
1
———dzx
/ 1—2te +t2
-1

mais
o0

Zz

n(l—t)

donc

%{1n(1+t)—1n(1—t)}:22

= %{ln(l—i-t) —

In(1—1)}

S

n=0

oS
t?n

2n+1
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par comparaison terme a terme on a

1

/ Py (2)P,(x)dx =

-1

2
2n+1

Théoréme 4.5 Si f(x) est un polynéme d’ordre n, alors

flz) = Z ¢ Pr(z)

r=0

avec
1

1

e = (r+ 5) /Pr(a:)f(x)dx

21
Corollaire 4.6 si f(x) est un polynéme d’ordre m < n, alors

1

/ Po(2) f(z)dz = 0

-1

Relations de recurrence

Théoréme 4.7

(2571

2

(1) Pz) = > (2n—4r +1)Py_p ()

(2) @2+ DaP (@) = (1 + )P (@) + 1P (2)
(3) (1 +1)Pls(2) + 1Py (2) = (21 + ) P(a)

(4) 3" @k + DPua) Pely) = L

PR {Pria(x)Pi(y) — Pi(x) Fia(y) }

Démonstration (1) P!(z) est un polynoéme d’ordre n — 1 et en vertu du
théoreme (4.5)

P(z)=) ¢P(x) c¢=(r+=) /Pr(x)PT’L(x)dx

En intégrant par partie on montrera (1)
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4.1.1 Polynomes de Legendre associés

Théoreme 4.8 Si z est une solution de l’équation différentielle de Legendre

2
(1 —:JUQ)% —2x§—i+l([+1)z =0

md"2 _ .y .
2 est une solution de "l’équation différentielle de
xm

alors y = (1 — x?)

Legendre associée”

d2y y 2
ou bien g 4 )
Y m
%{(1—x2)%}+{l(l+1)—1_m2}y20 (4.4)

Corollaire 4.9 On définit les polynome de Legendre associés

m d™ P,
Br(e) = (1 - o) T (45)
xm
En utilisant la formule de Rodrigues (4.2) on montre aussi que
. 1 m dl+m !
P (z) = ﬁu —2?)% T (2 —1) (4.6)

Les P/™(x) sont bien définis pour —I < m <, on peut aussi que les P, (x)
sont reliés aux P/™(x) par

Pa) = ()" e ) (4.7

Théoréme 4.10

(1) P'(z) = Pi(x)
(2) P"(z) =0 si|m|>1

Relation d’orthogonalité

Théoréme 4.11

/ 21 + m)!

/P’T(m)ﬂm(m)d‘f = @ 00—

-1
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Relation de Recurrence

Théoréme 4.12

(1) B (@) = PP a) 41+ 1) = m{m = D} B (a) = 0

(2) (20 + Db (a) = L+ m)PP (a) + (1= m o+ )P (@)

) VI=2 R (o) = oy (PO - P

(4) V1 —2P"(z) = ﬁ (+m)(I+m—1)P" " — (1 —m+ 1) —m+2)Pr*

4.1.2 Harmoniques sphériques

Dans plusieurs branches de la physique, et surtout pour des problemes ayants
une symmeétrie sphériques, on obtient une équation différentielle pour la
partie angulaire comme

10 (. 0 1 92
{sin@% <SIH¢9%) +ma—¢2+l(1+l)}‘y<9,g&) =0 (4.8)

Une méthode pour résoudre cette équation est d’écrire

apres séparation on obtient

— —m’®(y) (4.9)

{snlle% (me%) + (l(l +1) - ngg)}@w) By (4.10)

La solution de 'equ.(4.9) est donnée par
O(p) = Ae'™P 4 Bemime

si on exige que ®(0) = ®(27) alors m doit étre un entier.
Pour ’equ.(4.10), on fait un changement de variable z = cos#, donc

d 1 d _d o d
o= smeas SOy =—(-a)o

20
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I'equ.(4.10) devient donc

< {(1_952)%] " (z(z+1>— 1?;) 0=0

c’est I’équation de Legendre associée (4.4). Pour que cette équation accepte
une solution finie pour —1 < 2 < 1(0 < 0 < 7) il faut que [ soit un entier
positif(l € Ret m € X — [ < m < ). Alors

O(0) = C P"(cosb)
ou (' est une constante. La solution de 1’équation angulaire est donc
(0, p) = A P"(cos 0)e"™? + Ay P ™ (cos §)e "¢
on définit I’harmonique sphérique
Y™ (0, ¢) = aP" (cos 0)e™

on doit choisir la constante a telle que

2

/ do / df sin 0Y;™ (0, )Y (0, ©) = 0 O (4.11)
0

0

on trouve donc

({+1)(l—m)

! A
50+ )l P"(cosf)e™? (4.12)

Y0, ) = (—1)m\/
Théoréme 4.13

{Y"(0,0)} = (=1)"Y, (6, 9)

Exercices
1) montrer que

1

[ 4 Prata) (o -

-1

20(1+1)
(412 — 1)(21 + 3)

1
déduire que la valeur de [ 2?Pq(z)P_q(z)dx
0
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4.2 Polyndomes de Laguerre

L’équation différentielle de Laguerre d’ordre n est donnée par :
r—+(l—2)—=4+ny=0 (4.13)

avec souvent une condition imposée sur la solution y(x) pour qu’il soit finie

pour toute valeur finie de z et que lorsque z tend vers l'infini, y(z) tend

aussi vers l'infini mais plus lentement que e”/2. On applique la méthode
o0

de Frobenius développé dans le premier chapitre (y(z) = > a,2"™), pour
obtenir ’équation indiciale i
A =0
et la relation de récurrence
Adr—mn

1)

Qr_1

Les deux indépendantes solutions sont donc y(x)|x=o et dy(z)/dA|x=o. Cependant
la deuxieme solution diverge pour x — 0. En plus pour n € X a, = 0 pour
r > n. La solution est donnée par

n!

W) =0 2 ) G

On définit la solution standard par poser ag = 1, et on appele les polynomes
de Laguerre d’ordre n, notés L, (z)

Lo(z) =) (-1)?”—!2;[’" (4.14)

Fonction génératrice

Théoréme 4.14

exp 00
1—1¢
= L,(x)t"
1—1¢ nza (z)

Démonstration on a

o (24) o
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mais on sait que

donc

wo(7) 5 (e

sion met r +s = n alors s = n — r, le coefficient associé a t" = t"% est de
la forme

r,s=0

n! ,
e

et on fait la somme sur toutes les valeurs permises de r, i.e,

I L ———

—~ (n—r)(r!)?
Théoréme 4.15 p
el‘ mn n o
Ly(r) = a@(x e™”)

Démonstration On utilise la régle de Leibniz !, pour montrer que

€$ dn n 7]: ' dn_r n dT‘ .
Hda:"( n'zfr'n—'r’ (daz*"”’x >'<d:c7"e )

mais
dT
y Te—:v — (_1>r€—m
x
et . |
d_xq __ T |$q—p
dzr (¢ —p)!
sion met p=n—r et ¢=non adonc
dn—'r n n' 7,.
dw”*’"x N 7"'

!Dans le calcul, la régle générale de Leibniz, généralise la régle du produit (connu
également comme la "régle de Leibniz”.) Il déclare que si f et g sont des fonctions n-fois
différentiables, alors la n?®™¢ dérivée du produit f.g est donnée par

n

(F() - g()™ = 30 Cp ) (w)g ™) Z;M_ S (@)g " (z)

k=0

23



4.2 Polynéomes de Laguerre Dr. Baadji

alors

N , nloonl
—(z"e™") = —Z(—l) T'(——x e

n! dzm

et donc

e dr , n! .
(@) = > (-1 e = L, ()

r=0

Expressions éxplicites des polynomes de Laguerre

On donne ici 'expression explicite de quelques polynomes de Laguerre, en se
servant du théoreme précédant

Lo(z) =1

Li(z)=1-=z

Lo(z) z%(ﬁ 4z +2)

Ls(x) :%(—af' + 922 — 18z + 6)

Ly(x) :%(:@4 — 162° + 722 — 967 + 24)

Théoréme 4.16

L,(0)=1
L' (0)=—n

Démonstration 1) Si on met z = 0 dans la fonction génératice, on obtient:

1 o0
—_— = L,(0)t"
— = La(0)
n=0
mais
1 o
—_ = "
=2
n=0
par comparaison

L,(0)=1VneR

2) 11 suffit de remplacer x par 0 dans I’équation différentielle de Laguerre

d*L, () dL, ()

v dx? (1-2) dx

+nL,(z)=0

o4
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pour obtenir

dL,
dx

mais commeL,(0) =1 on

|lo=0 = =1L, (0)

L (0)=-n

Relation d’orthogonalité

Théoréme 4.17

o0

/ e L (2) Ly () = Gy

0

Démonstration En utilisant la fonction génératrice (Théoreme 4.14), et si
on considere 'intégrale

—xt —xs
ex ex
1—t¢ 1—s
1 t S
= — 1l - — — d
(1—t)(1—s)/eXp x( 1 ¢ 1—5):6
1
I —
1— st
et finalement? on a
= Zt”s" = Z "™
n=0 n,m=0

d’autre part on a

I= Z /e_chn(x)Lm(x)dxt”sm

n,m=0 0

par comparaison, on a

2On a
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Relation de recurrence

Théoréme 4.18
(1) (n+1)Lypp(x)=02n+1—2)L,(x) —nl,—1(2)
(2) Ll (x) =nLy(x) —nL, 1(z)
(3) Li(x)==> r=0""L(x).

Démonstration (1) Pour démontrer ce théoréme, on se sert de la fonction
génératrice (théoreme 4.14) et en dérivant les deux cotés par rapport a t,
puis on doit regrouper les coefficients de " pour la démontrer(Exercice).

(2) pour ¢a on fait la dérivé par rapport x de la fonction génératrice, puis on
derive par rapport x (1) et apres regroupement on obtient

Ly (x) = Li(z) = La(z) Ly, _y(z) = Ly, () + Ly (x)
et on simplifie pour obtenir
L) () =nLy(x) — nL,_1(x)

(3) Exercice

4.2.1 Polynoémes de Laguerre associés

L’équation différentielle

d*y dy
- 4.1
xx2+(k+1 x)x—i—ny 0 (4.15)

est dite "équation différentielle de Laguerre associée”

Théoréme 4.19 si z(z) est une solution de équation différentielle de Laguerre
k

d
d’ordre n+k (equ.4.13), alors d—i satistait I’équation différentielle de Laguerre
x

associée (equ.4.15).

Démonstration Comme z(x) est une solution de équation différentielle de
Laguerre d’ordre n + k, ¢-a-d

o6
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si on dérive k-fois cette équation et en vertu du théoreme de Leinitz on a

dk-l-Qz dk—HZ dk-l—lz dk;Z dkz
#gers e (U)W R g =0

en regroupant, pour obtenir

dk+2 > dk—l—l > dk >
[EW—FU{?—Fl—QE)W—Fn@:O
kzy
ainsi Tk satisfait 1’équation différentielle de Laguerre associée (equ.4.15)
x
On définit les polynomes de Laguerre associés solutions de 1’équation 4.15
comme

L () = (1) L (a) (4.16)
Théoreme 4.20
L) =2 = —(g!—é—kkj—!r)!r!xr (4.17)

r=0

Démonstration A partir du théoreme (4.19) et de I'équation 4.14 on a

n+k
' (n+k)! '
Lt = ; S oy s T(E)EM

si on dérive k-fois on obtient

dx* —r:0 (n+k —r)l(rH? da*
mais
k.7 |
=) —2) (r—k+ D)z = g r>
szk 1 2 k+1)a" " (r_k)"”’“ k
et &
x?”
Tk =0 r<k
donc

n+k
dkL’rH—k _ i (_1)r (’I’L + k)’ l,r—k
(n+k—nr)(r—=Fk)!

o7
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onposer—k=p

d" Ly EN (n+k)
= (-1 1) P
e~V po( = D+
donc .
d* Ly = (n+k)!
-1 k + — (-1 2k 1)? .pr
N ORI

par définition equ.(4.16)

d* L . R
(=1 = :ZO(_” (n—éa)!(p—l)—k)!p!x = L)

Fonction génératrice des polynomes de Laguerre associés

Théoréme 4.21

( xt)

exp

1-—

t Z k

( k+1

Démonstration Du théoreme (4.14) on a

on (72 o

(1—1)

on dérive k-fois les deux membres par rapport a x

—xt
gk P (1 ft) = . dF
N,
de* (1 —1) ;} gzi (@)

mais
—xt —at
" eXp(l—t) Lt kexP(l—t)
dz* (1 —1) (=1) <1—t) (1—1)
et - i - i
ZtmddkLm(x) = ZtmddkLm(x)
=0 m=

o8
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posons n =m — k

— dx
mais
dF krk
i Lnr(@) = (=1)" Ly, (2)
alors

o0

m=0

et on a finalement

(—xt)

exp

1—

t ZLk

( k+1

Théoréme 4.22

x,.—k Jn
k _ e"r d —x _n+k
L (z) = I (e x )
Théoréme 4.23
r k)!
/e_wLﬁ(a:)Lﬁl(x)dx = M&m
n!

0

Relations de recurrence

Théoréme 4.24

(1) Ly (2) + Ly (@) = Ly (@)

mdk kkoo nrk
>t T Lm(@) = (-1)" nz%t LF(z)

(2) (n+ 1)Lﬁ+1(x) =2n+k+1—2)Lf(2) - (n+ k)L (2)

(3) wLy(x) = nL'“( ) = (n+ k)L (x)

( Lk/ ZLk

(5) Ly, () = _LI::II

29
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Exercices
1)Démontrer que LFH (x4 y) = > LE(2)L!_ (y)
r=0
2) Montrer que
ns~ L
Tn(2Vwt) = e (2t)% Y L)

“— (n+m)!

ou J,, est la fonction de Bessel d’ordre m (m € ).
3) Montrer que

o0

/e_tL'fL(t)dt =e " {Lﬁ(z) - Lfb_l(x)}

T

4.3 Polynome d’Hermite

Les polynoémes d’Hermite sont solution de I’équation différentielle suivante

d*y dy
Y 2 oy =0
dz? wd:er ny

(4.18)

et en générale, on cherches des solutions qui sont finies pour toutes les
valeurs finies de x et comme le point x = 0 est un point ordinaire pour cette

équation la solution y(z) s’écrit sous la forme

y(zr) = Z anx"
n=0

on obtient, apres remplacement de y(x) dans 4.18

- 2(r —n) "
T+ )(r+2)

si n € X (un nombre entier) les coefficients paires avec un indice r > n sont

tous nuls et y(x) est donné par

y(w) = 22 294

+(=1)

2r24---2r
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4.3 Polynome d’Hermite Dr. Baadji

ou bien
n!
2rrl(n — 2r)!x

n—2r

y(r) =, > (-1)

avec .
n { ?n sl n est paire
3(n—1) sin est impaire

Ainsi les polynome d’Hermite d’ordre n sont définis

m(2:1;)"*2’” (4.19)

Fonction génératrice
Théoreme 4.25

n

(4.20)

3

o
2ta: t2 } :
n=0

Démonstration On veut calculer les facteurs de t" dans le dévelopement
de e2==** maintenant

2t:): 2 r+2s
= t
7«1 s

rsD

Pour une valeur fixe de s on cherche la valeur de r telle que r + 2s = n. Les
valeurs possible de s sont comprise entre 0 et [§] (pour que r soit supérieur
a 0). Par conséquence le coefficient de t" est

[

NIE

J

1 1
1y (92 n—2r _ _Hn
(=1) r!(n—2r)!( ?) n! (%)
r=0
par définition
P 2 d" s
Théoréme 4.26 H,(x) = (—1)"e" e o
xn

Démonstration Par I'utilisation de la fonction génératrice et le développement

de Taylor
= [(d"F(t) tn
=3 (%)

n=0
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4.3 Polynome d’Hermite Dr. Baadji

on a donc on on
Hn(w) = {%62&0—#} - €x2 [%6_@_02]
t=0 t=0

mais

ofw—1t)  dfe—1)

ot N ox

donc

otr ox"
alors

2 | O" 2 2 O" 2
_(_1\n,T —(z—t) — (_1\p2t
H,(z)=(—-1)"€ [63:”6 LO (—1)" 5 €

Expressions explicites des polynomes d’Hermite

En utilisant soit la définition or le théoreme 4.26, on donne les expressions
de quelque polynomes d’Hermite

on)!
Théoréme 4.27 H,(0) = (—1)”@ Hopna1(0) = 0
n'

Orthogonalité des polynémes d’Hermite

Théoréme 4.28

[e.9]

/ ¢ Hy(2)Hy (2)dz = 2"/ .

— 00

Démonstration on a

et



4.3 Polynome d’Hermite Dr. Baadji

on peut montrer que

o0

2 2 2 > 2"t ™
/6x 628278 €2t27t dl’ — \/Ee%t — \/EE '
n=0 ’

n

—00

mais aussi

e}

/€_$2625$_8262t$_t2d1’: Z s /€_$2Hn(x)Hm(x)dm

nlm!
n,m=0
—00

Par conséquence

[e.9]

/ ¢ Hy(2)Hy (2)dx = 2"nI\/T 60 m.

Théoréme 4.29
H)(z)=2nH, 1(x)ne X" Hy(zx)=0

H,1(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x) n € X* H(xz) =2zHy(z)

Fonction de Weber-Hermite

Une équation différentielle étroitement liée a ’équation d’Hermite (equ4.18)
est

d*y 2
Si on fait le changement de fonction y(z) = z(z)e **/? on obtient
d*z dz
T3 T2+ (A—=1)z=0

C’est une équation d’Hermite (4.18) avec 2n = A — 1. De méme on cherche
des solutions finies pour toute valeur finie de x on obtient, par analogie et
avec la condition que %()\ — 1) est un entier, la fonction de Weber-Hermite
d’ordre n

U, () = e 2H,(2) (4.22)
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4.4 Polynomes de Chebyshev Dr. Baadji

Exercices

1) Montrer que si m < n on a

am 2!
-1y = —anm
dxm (%) (n—m)! (z)
2) evaluer
/ ze " H,(2)H(z)dz
3) montrer que
P,(z) = 2 / e H, (xt)dt
T T "
0

4.4 Polynomes de Chebyshev

On définit les polynémes de Chebyshev de premier espese T),(z) et de deuxieme
espese U, (x) par

=
O
I

cos(n arccos ) (4.23)

=
O
I

sin(n arccos z) (4.24)

pour n € N
Théoreme 4.30

T,(z) = [(w%—zﬂ)n + (91: — 2\/1—7952)1

Un(a) = =5 [(s+0vT=22)" = (s - T =2) ]

1
2

Démonstration il suffit de mettre x = cos dans les définition de 7;, et U,
(déf.4.23 et4d.24) pour obtenir

T, (x) = cos(n arccos[cos(¥)]) = cos(n?)

()" + ()]

[(cos ¥ + 2sin )" 4 (cos ¥ — ¢sinv))"]
(o4 w/T=2)" + (- /T=2)']

N RN RN~

De méme pour U, (x)
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4.4 Polynomes de Chebyshev Dr. Baadji

Théoréme 4.31

_ r n' 2\T _n—2r
L) = 2 U 5ot =20 (1=
r=0
[251]
n! T+ o
— -1 1 — 2 2 .n—2r—1
Un(@) 2 U e i =1 (L=af) e

Pour démontrer ces propriétés on utilise le théoreme 4.30 et la formule du
binéme de Newton?

Théoréme 4.32 T,,(z) et U,(z) sont deux indépendantes solutions de l’équation
différentielle:

¢y dy
oYY Ay o
(1 :L‘)de :de—i—ny 0 (4.25)
Fonction génératrice
Théoreme 4.33
L= T()+2§:T()t" (4.26)
—— =Ty(x w(z :
1 —2xt+t2 —
V1— 22 = "
1wtz Z Un+1(2)t (4.27)
n=0
Relations d’orthogonalité
Théoréme 4.34
! 0 n#m
Tn(x)Ty
/ L(;)dx =< /2 n=m%#0
5 Y 1-z ™ n=m=
0 n#m

[Un0)Ue) , o
/ﬁdx = g/Q =m#0

3Pour tout entier n € X

-1

n

n __ nn—k:k_n n! n—k_ k
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4.4 Polynémes de Chebyshev

Dr. Baadji

Relations de recurrence

Théoréme 4.35
Toi1(x) — 22T (z) + Tho1(z) =0

(1 — 2T (z) = —nT, () + nTp_1 ()
Upi1(x) — 22U, (x) + Up—1(x) =0
(1 — 22U (2) = —nT,(x) + nU,_1 ()

Exercices

1) Montrer que

V1—22T,(x) = Upy1(x) — 2U,(x)

2) montrer que

1

TEZ%TW) =5 (1 gt @)
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4.5 Polynéomes de Gegenbauer Dr. Baadji

4.5 Polynomes de Gegenbauer

Il est possibe de définir un nouveau ensembles des polynomes par la généralisation
de quelque propriétés déja connues pour les polynomes de Legendre, d’Hermite
ou de Chebyshev. On donne ici, une généralistion particuliere de la fonction
génératrice des polynomes de Legendre (théoreme 4.1), en difinissant le polynome
de Gegenbauer de degré n et d’ordre o (C%(x)) comme les coefficients de ¢"

de developpement de la fonction

1
(1 —2xt+12)"

(on note que dans le cas particulier A = 5 P,(z) est effectivement égale a

C’é (x)) et donc

1
2

1
(1 —2xt +¢2

= pNeEL (4.28)

1
On peut montrer que ce developpement est valable pour |t| < 1, o > —3 et
lz] < 1.

Théoréme 4.36 si a # 0

X p In—k+a n—2k
Cale) = ; (=1) F(oi)k!(n j2k))!(2x) |
et
0 & r(n—k—1) —2k
Chx) =Y (-1) m(%)n ~

Formule de Rodriguez
Théoreme 4.37

(—=2)"T'(n+ a)l'(n + 2a)
n!  T'(a)T'(2n + 2a)

=yt (o aprein)
:L.n

Cr(x) =

Equation différentielle

Théoreme 4.38 Les polynomes de Gegenbauer sont solutions de [’équation
différentielle

(1—2%)y" — 2o+ 1)zy +n(n+2a)y =0
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4.5 Polynéomes de Gegenbauer Dr. Baadji

Relation d’orthogonalité
Théoreme 4.39 Pour o # 0

L D00 (21 — 220 g — 7272 (n 4 2a)
| execs =y as = S

sinon X
1 2
/ Coz)C0 (2)(1 — 22)* 2 dx = _Zénm

Relations de recurrence
Théoréme 4.40
(1) (n+2)Chys(2) = 2(a +n+1)zChy (z) — 20+ n)CF(2)
(2) nCy(x) =2« {xCO‘“ (x) — C’,‘i‘fgl(x)}
(3) (n+20)C8(x) = 20 {Co*(2) — 2057 ()}
(4) nC%(z) = (n — 1+ 2a)2C? | (2) — 2a(1 — 2*)Co5 ()
(5) [C(x)] = 2aC5 ] (x)
Exemples

(1) Montrer que
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4.6 Polynéomes de Jacobi Dr. Baadji

4.6 Polynomes de Jacobi

On peut aussi généraliser les polynomes de Legendre par la généralisation
de la fonction génératrice et on définit les polynémes de Jacobi (P”(z))
comme étant les coefficients de " dans le developpement de

g0+

1)@ B
(1—2xt+t2)%{1—t+(1—2xt+t2)5} {1+t+(1—2xt+t2)%}
(4.29)
Autrement dit

208

(L= 2at+ )3 {1 =t (1= 20t +2)b ) {1+t (1 20t +12)3 )

On voit que pour o = 8 = 0 les polyomes de Jacobi se réduisent au polynomes

de Legendre
PPO(@) = Puf)

Théoréeme 4.41

2

n I(n+a+1)(n+B+1) (m_l)r<x+1>w

(1) Péaﬁ)(x) B rz: Fr+a+)I'(n+8—r+1)(n—r)r!

n+a+1)F(n+r+a+ﬁ+1) r—1Y\"
“P(r+a+I'(n+a+B+1)(n—r)r 2

2

(2) PP

n

a, ()T A+ B+ DIt r+a+B4+1) (o + 1Y
@) P, B)(x)—z Fr+8+Dn+a+p+1)(n—r)r! < 2 >

r=0

Théoréme 4.42

1

/ (1 - 2)(1 + 2)° o) (2) PO () =

-1

20 M (n + a+ 1)I'(n+ B8+ 1)
2n+a+B+1nTn+a+8+1)"
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4.6 Polynémes de Jacobi Dr. Baadji

Relations de recurrence
Théoreme 4.43
(1) 2n(n+a+B)2n+a+ 3 —2)P(z) =
(2n+a+ 8- 1){(271 +a+8)2n+a+B—2)z+a®— ﬁz}P,(fff)(x)
2n+a—Dm+B—D@n+a+@Pam@

(
(2) [P (2)] = <1 +a+ B +n)PeT Y ()

Equation différentielle

Théoreme 4.44 Le polynome de Jacobi ped (x) satisfait I’équation différentielle
sutvante

(1= +(B—a—(a+B+2)z)y +n(n+a++1)y=0.

Les polynomes de Legendre, Gegenbauer et Chebyshev sont des polynomes
particuliers de Jacobi

P,(z) = P9 () (4.30)
D(a+ 3T (n+2a) _(a-ia-l)
o P, 22 ; 4.31
n..  Ch(z)
T.(z) = 5 }\1_)1% 3 (4.32)
et
Un(z) = /(1 —22)C_(2) (4.33)
Exercices
1) Montrer que :
am o m L A+m) i

Sachant que :C)'(x) = 2AC2T1 ().
2) Montrer que
1 v

S (1—2) 1+ x)_ﬁw {(1 —)*(1+2)P(1 - a:Q)"} )

PlB)(g) =

n
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