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Corrigé

Exercice01
1) � = B2 � 4AC = 0� 4(1)(x) = �4x
alors:

� l�équation est hyperbolique sur le domaine D = R�� �R, (car: � > 0)

� l�équation est parabolique sur le domaine D = f0g �R, (car: � = 0)

� l�équation est elliptique sur le domaine D = R+� �R, (car: � < 0)

2) � = B2 � 4AC = (�2)2 � 4(x)(y) = 4� 4xy
alors:

� l�équation est hyperbolique sur le domaine D =
�
(x; y) 2 R2 : xy < 1

	
� l�équation est parabolique sur le domaine D =

�
(x; y) 2 R2 : xy = 1

	
� l�équation est elliptique sur le domaine D =

�
(x; y) 2 R2 : xy > 1

	
3) � = B2 � 4AC = (0)2 � 4(1)(xy) = �4xy
alors:

� l�équation est hyperbolique sur le domaine D =
�
(x; y) 2 R2 : xy < 0

	
� l�équation est parabolique sur le domaine D = f0g �R [R� f0g

� l�équation est elliptique sur le domaine D =
�
(x; y) 2 R2 : xy > 0

	
4) � = B2 � 4AC = (0)2 � 4(ex+y) = �4(ex+y) < 0
alors, l�équation est elliptique sur le domaine D = R�R
5) � = B2 � 4AC = (2xy)2 � 4(1 + x)(�y2) = y2

�
2x2 + 4x+ 4

�
> 0

alors:

� l�équation est hyperbolique sur le domaine D = R�R�

� l�équation est parabolique sur le domaine D = R� f0g
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Exercice 02
1)

uxx + 6uxy + 9uyy � ux + 2uy = 0

� = 62 � 4(1)(9) = 0; alors l�équation est parabolique sur tout R2
L�équation caractéristique est

dy

dx
=
B

2A
=

6

2(1)
= 3) 3x� y = c

Les courbes caractéristiques associées est donc�
�(x; y) = 3x� y
�(x; y) = x

Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= 3

@u

@�
+
@u

@�
@2u

@x@y
=
@ux
@�

@�

@y
+
@ux
@�

@�

@y
= �@ux

@�
= �3@u

@�
� @u

@�@�
@2u

@x2
=
@ux
@�

@�

@x
+
@ux
@�

@�

@x
= 3

@

@�
(3
@u

@�
+
@u

@�
) +

@

@�
(3
@u

@�
+
@u

@�
)

= 9u�� + 6u�� + u��
@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= �@u

@�
@2u

@y2
=
@uy
@�

@�

@y
+
@uy
@�

@�

@y
= 3

@

@�
(�@u
@�
) +

@

@�
(�@u
@�
) = u��

@2u

@x@y
=
@uy
@�

@�

@x
+
@uy
@�

@�

@x
= �3u�� � u��

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par

u�� = 5u� + u�

2)
y2uxx � x2uyy = 0

� = 02 � 4(y2)(�x2) = 4x2y2; alors si x = 0 ou y = 0 l�équation est
parabolique , sinon elle est hyperbolique
Considérons le domaine D = f0g �R [R � f0g où l�EDP est hyperbolique

à tous ses points.
L�équation caractéristique est

dy

dx
=
B �

p
�

2A
=
0�

p
4x2y2

2y2
= �x

y
) y2 � x2 = c

Les courbes caractéristiques associées est donc�
�(x; y) = y2 + x2

�(x; y) = y2 � x2
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Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= 2x(u� � u�)

@2u

@x2
=
@ux
@�

@�

@x
+
@ux
@�

@�

@x
= 2(

@u

@�
� @u
@�
) + 2x

@(u� � u�)
@x

= 2u��2u�+2x[
@(u� � u�)

@�

@�

@x
+
@(u� � u�)

@�

@�

@x
]

= 2(u��u�)+ 4 x2(u���2u��+u��)
@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= 2y(u� + u�)

@2u

@y2
=
@uy
@�

@�

@y
+
@uy
@�

@�

@y
= 2(

@u

@�
+
@u

@�
) + 2y

@(u� + u�)

@y

= 2u�+2u�+2y[
@(u� + u�)

@�

@�

@y
+
@(u� + u�)

@�

@�

@y
]

= 2(u� + u�) + 4 y2(u�� + 2u�� + u��)
et �nalement

y2(2(u��u�)+ 4 x2(u���2u��+u��))�x2(2(u�+u�)+ 4 y2(u��+2u��+u��)) = 0

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par

u�� =
1

2

�u� � �u�
�2 � �2

3)
uxx + xuyy = 0; x > 0

� = 02 � 4(1)(x) = �4x;< 0; pour x > 0 alors l�équation est elliptique
L�équation caractéristique est

dy

dx
=
B �

p
�

2A
=
0�

p
�4x

2(1)
= �i

p
x) 3

2
y � ix 3

2 = c

Les courbes caractéristiques associées est donc�
�(x; y) = Re( 32y � ix

3
2 ) = 3

2y

�(x; y) = Im(32y � ix
3
2 ) = �x 3

2

Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�
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= � 3

2x
1
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@2u
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@ux
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@ux
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xu�� �

3

4
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1
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+
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@�

@�
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=
3

2
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@2u

@y2
=
@uy
@�

@�

@y
+
@uy
@�

@�

@y
=
9

4
u��

et �nalement
9

4
xu�� �

3

4
x�

1
2u� + x(

9

4
u��) = 0

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par

u�� + u�� = �
1

3�
u�

4)
uxx � uxy + ux + uy + u = 0

� = (�1)2 � 4(1)(0) = 1 > 0;alors l�équation est hyperbolique
L�équation caractéristique est

dy
dx =

B�
p
�

2A = �1�
p
1

2(1) )
�

dy
dx = 0
dy
dx = �1

)
�

y = c1
y = �x+ c2

Les courbes caractéristiques associées est donc�
�(x; y) = y
�(x; y) = y + x

Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= u�

@2u

@x2
=
@ux
@�

@�

@x
+
@ux
@�

@�

@x
= u��

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= u� + u�

@2u

@x@y
=
@uy
@�

@�

@x
+
@uy
@�

@�

@x
= u�� + u��

et �nalement

u�� � (u�� + u��) + u� + (u� + u�) + u = 0

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par

u�� = 2u� + u� + u

Exercice 03
y3uxx � yuyy + uy = 0; y > 0

1) On a �(x; y) = 4y4 > 0; donc l�équation est hyperbolique.
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L�équation caractéristique est

dy

dx
=
B �

p
�

2A
= �1

y
= �x

y
) y2 � 2x = c

2) Les courbes caractéristiques associées est donc�
�(x; y) = y2 � 2x
�(x; y) = y2 + 2x

3) Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= �2u� + 2u�

@2u

@x2
=
@ux
@�

@�

@x
+
@ux
@�

@�

@x
= 4u�� � 8u�� + 4u��

@u

@y
=
@u

@�

@�

@y
+
@u

@�

@�

@y
= 2y(u� + u�)

@2u

@y2
=
@uy
@�

@�

@y
+
@uy
@�

@�

@y
= 2(

@u

@�
+
@u

@�
) + 2y

@(u� + u�)

@y

= 2u�+2u�+2y[
@(u�u�)

@�

@�

@y
+
@(u� + u�)

@�

@�

@y
]

= 2(u� + u�) + 4 y2(u�� + 2u�� + u��)
et �nalement

�16y3u�� = 0

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par

u�� = 0

4) On a u�� = 0) u(�; �) = F (�) +G(�) où F,G2 C2(R); Par conséquent,
la solution générale de l�équation est

u(x; y) = F (y2 � x) +G(y2 + x)

5)On a u(0; y) = F (y2)+G(y2) = �y2 et ux(0; x) = �2F 0(y2)+2G0(y2) = 4,
on obtient �

2yF 0 + 2yG0 = �2y
�2F 0 + 2G0 = 4 )

�
F 0 +G0 = �1
�F 0 +G0 = 4

)
�
F 0 = � 3

2
G0 = 1

2

)
�
F (s) = � 3

2s+ c1
G(s) = 1

2s+ c2

avec c1 + c2 = 0 ,d�où ma splution est

u(x; y) = 4x� y2

Exercice 04
1) A = 1; B = 2�; c = 1; d�où � = 4(�2 � 1)
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� si j�j > 1 ) � 2] �1; 1[[]1;+1[ alors � > 0; et l�équation est hyper-
bolique

� si j�j < 1) � 2]� 1; 1[ alors � < 0; et l�équation est elliptique

� si j�j = 1) � 2 f�1; 1g alors � = 0; et l�équation est parabolique

2) Par la règle de chaînes, on a
@u

@x
=
@u

@�

@�

@x
+
@u

@�

@�

@x
= 1p

1+�
u� +

1p
1��u�

@2u

@x2
=
@ux
@�

@�

@x
+
@ux
@�

@�

@x
= 1p

1+�
u�� +

2p
1��2u�� +

1p
1��u��

@u

@t
=
@u

@�

@�

@t
+
@u

@�

@�

@t
= 1p

1+�
u� � 1p

1��u�

@2u

@t2
=
@ut
@�

@�

@t
+
@ut
@�

@�

@t
= 1p

1+�
u�� � 2p

1��2u�� +
1p
1��u��

@2u

@x@t
=
@ut
@�

@�

@x
+
@ut
@�

@�

@x
= 1p

1+�
u�� � 1p

1��u��

et �nalement

uxx + 2�uxt + utt = 0) u�� + u�� = 0

d�où la forme canonique de cette équation est donnée par l�équation de
Laplace

u�� + u�� = 0
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