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CCHHAAPPIITTRREE 11 :: RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

EExx.. 11--11
La résistance R  équivalente à un ensemble de deux résistances 1R  et 2R  montées en dérivation

(en parallèle) a pour valeur :
21

21

RR
RRR . Après avoir effectué des mesures, on obtient

0,0111R et 0,0122R .
1. Calculer la valeur de la résistance équivalente R  .

2. Trouver l’incertitude absolue R  et l’incertitude relative
R
R

R   .

SSoolluuttiioonn
1. Nous avons :

21

21

RR
RRR , avec 11R et 22R

21
21R 0,667

3
2   .

2. L’incertitude absolue :
2

2
1

1

R
R
RR

R
RR

Calcul des dérivées partielles :
2

21

21212

1 RR
RRRRR

R
R

2

21

2

RR
R

et
2

21

21211

2 RR
RRRRR

R
R

2

21

1

RR
R

2

2

21

1
1

2

21

2 R
RR

RR
RR

RR 01,0
3
101,0

3
2 22

01,0
9
5 0,006

Donc, la résistance équivalente s’écrit : RRR 0,006667,0

L’incertitude relative :
R
R

R 3
201,0

9
5 80,00

%0,8
EExx.. 11--22
Une bille est lâchée d’une hauteur h , à son arrivée au sol elle avait une vitesse hgv 2  . Si la
hauteur m6,53h , mesurée avec une incertitude cm1h , et  l’accélération gravitationnelle

-2m.s81,9g , donnée avec une précision %1,0g .

Calculer la vitesse de la bille à l’arrivée au sol, et estimer l’incertitude absolue v ?

SSoolluuttiioonn
1. La vitesse de la bille à l’arrivée au sol : hgv 2

-1m.s43,326,5381,92

2. L’incertitude absolue : h
h
vg

g
vv

Calcul des dérivées partielles :
v
h

hg
h

g
v

2
      et

v
g

hg
g

h
v

2

h
v
gg

v
hv g )(

100
1

43,32
81,9)81,9001,0(

43,32
6,53

-1m.s02,0

Donc, la vitesse à l’arrivée au sol s’écrit : vvv -1m.s0,0243,32
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EExx.. 11--33
Dans le plan )(xOy  muni de la base vectorielle ),( ji , on considère les points : )2,3(A , )5,3(B et

)2,1(C .
1. Représenter les points A , B et C .
2. Calculer les composantes et les modules des vecteurs AB  et AC .
3. Déterminer les vecteurs unitaires des vecteurs AB  et AC .
4. Déterminer un point D , du plan )(xOy , tel que ABCD soit un parallélogramme.

SSoolluuttiioonn
Dans le plan )(xOy  muni de la base vectorielle ),( ji ,
on considère les points : )2,3(A , )5,3(B et

)2,1(C .

1. Représentation des points A , B et C .

2. Les composantes des bipoints AB et AC  :
jyyixxAB ABAB )()(

ji )25())3((3 ji 36

jyyixxAC ACAC )()(

ji )22)(())3(1)(( ji 42

Les modules : )3()6( 22AB 45 53

))4(()2( 22AC 20 52

3. Les vecteurs unitaires :
AB
ABu

AB 53
36 ji )2(

5
1 ji

AC
ACu

AC 52
42 ji )2(

5
1 ji

4. Un point ),( yxD , tel que ABCD soit un parallélogramme CDAB (ou BDAC  )

Alors, jyyixxji CC )()(36 )2()1( yix
32
61

y
x

Donc, les coordonnées du point D sont : )1,5(

EExx.. 11--44
Dans un repère orthonormé direct (O.N.D) ),,,( kjiOR , on considère les vecteurs :

jiV 331    ; kjiV 32    ; kbjiaV3   et kiV 24

1. Représenter les vecteurs 1V  et 2V  .

2. Calculer les modules : 1V  et 2V

3. Calculer le produit scalaire 21 VV  et les composantes du produit vectoriel 21 VV .

4. Calculer par deux méthodes différentes l’angle  formé par les vecteurs 1V  et 2V  (

),( 21 VV ).

5. Calculer, en fonction de a  et b , les composantes du double produit vectoriel )( 213 VVV .

6. Trouver a  et b  pour que le vecteur 3V  est perpendiculaire au plan )(P  formé par les

vecteurs 1V  et 2V .

7. Calculer le produit mixte ),,( 421 VVV  et montrer que le vecteur 4V  appartient au plan )(P .

D

C

A

B

x

y

O
i

j

3
1-

3-

2-

2

5

AB

AC
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SSoolluuttiioonn
Dans un repère O.N.D ),,,( kjiOR , on considère les

vecteurs : jiV 331    et kjiV 32

1. Représenter les vecteurs 1V  et 2V  .

2. Les modules : 0)3()3( 22
1V 23

1)3(1 2
2V 11

3. Le produit scalaire : )10()33()13(21 VV

12

Le produit vectoriel :
31
33

11
03

13
03

131
03321 kji
kji

VV

kji 390303
kji 633

4. L’angle  formé par les vecteurs 1V  et 2V  :

Méthode 1 : D’après le produit scalaire : 2121 cosVVVV
21

21

VV
VVcos

Alors,
11
22

1123
12cos 85,0 48,31

Méthode 2 : D’après le produit vectoriel : 2121 sinVVVV

21

21

VV

VV
sin

Alors,
11
3

1123
63

1123
)6()3()3( 222

sin 52,0 48,31

5. Soit le vecteur : kbjiaV3

   Le double produit vectoriel :

633
1)( 213 ba

kji
VVV

kajbaib 333636
6. Le vecteur 3V  est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs 1V  et 2V

0)( 213 VVV

Alors, 0333636 kajbaib

033
036
036

a
ba
b

  Donc, les valeurs de a  et b  sont :
2
1

b
a

y

x

z

j

k

i

1V

2V
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7. Soit le vecteur : kiV 24

  Le produit mixte : 66)(),,( 421421 VVVVVV 0

Le produit mixte ),,( 421 VVV  est nul, donc les vecteurs 1V  , 2V et 4V  sont coplanaires
(appartiennent au même plan )(P )

EExx.. 11--55
Soit le repère ),,,( zyxOR  muni de la base O.N.D ),,( kji . On considère, dans le plan )(xOy , deux
vecteurs unitaires perpendiculaires u  et v  tournant autour de l’axe )(Oz , avec t  l’angle
formé par les vecteurs u  et i (  est  une  constante).

1. Exprimer les vecteurs u  et v dans la base ),,( kji .
2. Déterminer un vecteur unitaire w, tel que ),,( wvu constitue une base O.N.D.

3. Exprimer la base ),,( kji  dans la base ),,( wvu .

4. Calculer dans la base ),,( kji les dérivées :
Rdt

ud  et
Rdt

vd .

Soient le vecteur : ktjbtsinibtcosr )()( 2  et la fonction scalaire taet)(  ( a  et b  sont des
constantes).

5. Calculer dans la base ),,( kji les dérivées :
Rdt

rd )(  et
Rdt

rud )(  .

SSoolluuttiioonn
Soit le repère ),,,( zyxOR  muni de la base O.N.D ),,( kji . On considère, dans le plan )(xOy , deux
vecteurs unitaires perpendiculaires u  et v  tournant autour de l’axe )(Oz , avec t  l’angle
formé par les vecteurs u  et i (  est  une  constante).

1. D’après le produit scalaire (ou par projection) :

)(1 tcoscos
i

iu

)()
2

(1 tsincos
j

ju

0)
2

(1 cos
k

ku

Alors, le vecteur jtsinitcosu )()(

)()
2

(1 tsincos
i

iv

)()(1 tcoscos
j

jv

0)
2

(1 cos
k

kv

Donc, le vecteur jtcositsinv )()(

2. Soit un vecteur unitaire : kzjyixw     (c.à.d : 1222 zyx )

Les vecteurs ),,( wvu constituent une base O.N.D
Le produit mixte : wvuwvu )(),,( 1

y

xt
i

j

uv

O

y
j

k

i

z

x

u

v

)(Plan xOy

O
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Avec :

0)()(
0)()(

tcostsin
tsintcos

kji
vu k

Donc, wvuwvu )(),,( 1z , et par conséquent : 0x  et 0y

Alors, le 3ème vecteur de la base O.N.D ),,( wvu  c’est le vecteur unitaire : kw

3. La base ),,( kji  en fonction de la base ),,( wvu

D’après les relations :

kw

jtcositsinv

jtsinitcosu

)()(

)()(

  , nous avons :

wk

vtcosutsinj

vtsinutcosi

)()(

)()(

4. Le calcul, dans la base ),,( kji , des dérivées

RRR dt
jdtsinj

dt
tsind

dt
idtcosi

dt
tcosd

dt
ud )()()()(            (avec : 0

Rdt
id   et 0

Rdt
jd )

Alors, vjtcositsin
dt
ud

R

)()( (avec :
dt
d

v
dt
d

dt
ud

R

)

et aussi : ujtsinitcosj
dt

tcosdi
dt

tsind
dt
vd

R

)()()()( u
dt
d

5. Soient le vecteur : ktjbtsinibtcosr )()( 2  et la fonction taet)(  .

Le calcul, dans la base ),,( kji , des dérivées :

RR dt
rdr

dt
d

dt
rd ).(

)2)()(())()(( 2 ktjbtscobibtsinbektjbtsinibtcosea tata

kttajbtscobtsinaibtsinbtcosae ta )2())()(())()(( 2

et :
RRR dt

rdur
dt
ud

dt
rud )(

Avec :
2)()(
0)()(
tbtsinbtcos

tcostsin
kji

r
dt
ud

R

kbtcostcosbtsintsinjtsinitcost )()()()())()((2

ktbcosjtsinitcost )())()((2
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Et :

tbtscobbtsinb
tsintcos

kji

dt
rdu

R 2)()(
0)()(

kbtsintsinbtcostcosbjtcositsint )()()()())()((2

ktbcosbjtcositsint )())()((2

Donc :

Rdt
rud )( ktbcosbjtcosttsintitsinttcost )()()(2)()(2)(( 22

EExx.. 11--66
Soient les vecteurs OM  et ON  illustrés à la figure ci-contre,
avec 4OM  et 5ON .

1. Calculer les coordonnées polaires ),(  et cartésiennes
),( yx   des points M  et N .

2. Déterminer et représenter, dans le plan )(xOy , les bases

vectorielles ),( UU  associées aux points M  et N .

SSoolluuttiioonn
1. Les coordonnées polaires de :

M  :
60

4

M

M OM

N  :
1203090

5

N

N ON

Les coordonnées cartésiennes de :

M  :
32)(

2)(

MMM

MMM

siny
cosx

N  :
35,2)(

5,2)(

NNN

NNN

siny
cosx

2. La base vectorielle ),( UU  de :

M  :
jijcosisinU

jijsinicosU

MMM

MMM

3
2
1)()(

3
2
1)()(

)(

)(

N  :
jijcosisinU

jijsinicosU

NNN

NNN

3
2
1)()(

3
2
1)()(

)(

)(

M

y

i
j

xO

M

M

N

N )(M
U

MxNx

Ny

My

N

)(MU
)( NU

)(NU

y

i
j

xO

M

60

30

N

ON OM

MxNx

Ny
My

y

i
j

xO

M

60

30

N

ON OM
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EExx.. 11--77
Soient les points 1P  et 2P  définis par les coordonnées cartésiennes, respectivement, )2,2,1(  et

)2,2,1( . Calculer leurs coordonnées cylindriques ),,( z  et sphériques ),,(r .

SSoolluuttiioonn

1. Système cartésien  Système cylindrique :

0:siarctan

22

zz

x
x
y
yx

 ;  ou

zz

x
x
y
yx

0:siarctan

22

 Le point )2,2,1(1P  :

2

43,63arctan

24,2

11

1

1
1

2
1

2
11

zz
x
y
yx

 Le point )2,2,1(2P  :

2

34,243180arctan

24,2

22

2

2
2

2
2

2
22

zz
x
y
yx

2. Système cartésien  Système sphérique :

0:siarctan

arccos
222

222

x
x
y

zyx
z

zyxr

 ;  ou

0:siarctan

arccos
222

222

x
x
y

zyx
z

zyxr

 Le point )2,2,1(1P  :

43,63arctan

19,48arccos

3

1

1
1

2
1

2
1

2
1

1
1

2
1

2
1

2
11

x
y

zyx

z

zyxr

 Le point )2,2,1(2P  :

34,243180arctan

19,48arccos

3

2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
22

x
y

zyx

z

zyxr
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EExx.. SSuupppp.. 11--11
On considère un cylindre de béton de diamètre cm0,18,15d  et de hauteur cm0,132h . La masse
du cylindre est kg0,12,15m . Déterminer la masse volumique  du béton en précisant l’incertitude
absolue  et l’incertitude relative .

RRééppoonnsseess

1. 3
2 mKg87,24234

dh
m    ; 2. 3

3222 mKg2,5424
dh

dm
dh
hm

dh
m   ;

3. %2,2

EExx.. SSuupppp.. 11--22
Dans un repère O.N.D ),,,( kjiOR , soit les vecteurs kjU 3 et kjV 2 .

1. Représenter les vecteurs U  et V .

2. Calculer les modules U  et V  .

3. Calculer le produit scalaire VU .

4. Calculer les composantes du produit vectoriel VUW  ; puis son module W .

5. Déterminer le vecteur unitaire de W .

RRééppoonnsseess
2. 10U  et 5V  ; 3. 5VU       ; 4. iVUW 5 et 5W  ;

5. Vecteur unitaire de W : iw

EExx.. SSuupppp.. 11--33
Dans un repère O.N.D ),,,( kjiOR , on considère deux vecteurs u  et v  définis à tout instant t  par :

ktjt2cositsinu )()( 2     et ktsinjtcosiev t- )3()3(2

1. Déterminer les dérivées :
Rdt

ud    et
Rdt

vd  à l’instant 0t .

2. Déterminer l’instant  où le vecteur : ktsinjtcosiew t )3(2)3(3   est perpendiculaire à v .

RRééppoonnsseess

1. ktjt2sinitcos
dt
ud

R

2)(2)( i
dt
ud

tR )0(à

ktcosjtsinie
dt
vd t-

R

)3(3)3(6 ki
dt
vd

tR

3
)0(à

2. w est perpendiculaire à v à l’instant :  : 0vw
2

)2(

EExx.. SSuupppp.. 11--44
1. Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point M  défini par ses coordonnées cylindriques

)2,03,3( .

2. Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point N  défini par ses coordonnées sphériques
)06,54,2(  .

RRééppoonnsseess
1. Coordonnées cartésiennes de M : )2,.51,6.2(  ;

2. Coordonnées cartésiennes de N : ).411,.221,71.0(
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CCHHAAPPIITTRREE 22 :: CCiinnéémmaattiiqquuee dduu PPooiinntt MMaattéérriieell

EExx.. 22--11
Un point matériel M se déplace dans le plan )( xOy  suivant les équations horaires suivantes :

ttx )(         ; )4()( ttty
1. Déterminer l’équation )(xfy   et la forme de la trajectoire suivie par le point M .
2. Tracer la trajectoire de M  sur un repère cartésien ),,( jiO  et préciser les positions

correspondantes les instants s00t , s21t  et s42t .
3. Déterminer, en fonction du temps t  :

a) Les composantes et le module )(tv  du vecteur vitesse )(tV de M  .
b) Les composantes et le module )(ta  du vecteur accélération )(ta  de M .

SSoolluuttiioonn

Les coordonnées cartésiennes du point M  sont :
)4()(

)(

ttty

ttx

1. L’équation de la trajectoire : tx xxxxxfy 4)4()( 2

La trajectoire suivie par M  a une forme parabolique.

2. Représentation de la trajectoire

3. a)  Le vecteur vitesses est :

j
t
tyi

t
tx

t
tOMtV

d
)(d

d
)(d

d
)(d)(

         (ou jtyitxtV )()()( )

jtitV )22()(

Et le module de )(tV  est :
2)22(1)()( ttVtv

b) Le vecteur accélération est :

j
t

tyi
t

tx
t
tVta 2

2

2

2

d
)(d

d
)(d

d
)(d)(

0à 0t

Mdere trajectoiLa

j

iO x

y

s4à 2t

s2à 1t

(ou jtyitxta )()()( )

jta 2)(

     Le module de )(ta  est : 2)()( tata

EExx.. 22--22
Un mobile M  est repéré par ses coordonnées polaires

))(,)(( tt  dont les variations en fonction du temps sont
données par les graphes ci-contre :
On divise le mouvement de M  en deux phases, la phase I
durant l’intervalle de temps s2,0 , et la phase II durant
l’intervalle s6,s2 .

1. Pour chaque phase du mouvement,
a) Déterminer les équations horaires )(t  et )(t .
b) Ecrire, en système de coordonnées polaires, les 0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

][st

][)( mt
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vecteurs vitesse et accélération, et déduire leurs
modules.

c) Ecrire, en système de coordonnées cartésiennes, le
vecteur position )(tOM , et établir l’équation  de la
trajectoire dans le plan )( xOy .

22.. Dans un repère cartésien ),,( yxO , représenter la
trajectoire du mobile M  durant  l’intervalle  de
temps s6,0  .

0 1 2 3 4 5 6
0

2

4

][st

][)( radt

SSoolluuttiioonn

1. a) I.   La phase s2,0

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5 tt )(:droiteUne

][st

][)( mt

42)2(à

2)0(à

:2
:0

t
t

2

1

2)(Donc, tt

0 1 2 3 4 5 6
0

2

4

][st

][)( radt

La cordonnée radiale )(t  se variée selon une droite inclinée 2)( ttt

La cordonnée orthoradiale )(t  est constante
4

)(t

II.  La phase s6,2

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

][st

][)( mt

0 1 2 3 4 5 6

2
6)6(à

4
2)2(à

:6

:2

t

t

0

2

4

][st

][)( radt tt)(:droiteUne

8

16

)2(
16

)(Donc, tt

La cordonnée radiale )(t  est constante 4)(t
La cordonnée orthoradiale )(t  se variée selon une droite inclinée

)2(
16

)( ttt

Donc, les équations horaires du mouvement sont :

Dans l’intervalle de temps s2,0  :

4
)(

2)(

t

tt
 ;

Dans l’intervalle de temps s6,2  :

16
:avec,)2()2(

16
)(

4)(

ttt

t

b) Dans le système des coordonnées polaires ),( UU :

 Vecteur position : UtOM )(
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Dans l’intervalle de temps s2,0  : UttOM )2()(  ;

Dans l’intervalle de temps s6,2  : UtOM 4)(

Vecteur vitesse :
d

)(d)( UU
t

tOMtV

Dans l’intervalle de temps s2,0  : )( UtV (puisque cte
4

)(t 0)(t )

Le module est : 1m.s1)()( -tVtv

Dans l’intervalle de temps s6,2  :
4

4)( UUtV

Le module est : 1m.s
4

)()( -tVtv

Vecteur accélération : UU
t

tOM
t
tVta 2

d
)(d

d
)(d)( 2

2

2

Dans l’intervalle de temps s2,0  : 0)(ta
Le module est : 2m.s0)()( -tata

Dans l’intervalle de temps s6,2  :
64

4)(
2

2 UUta

Le module est : 2
2

m.s
64

)()( -tata

c) Dans le système des coordonnées cartésiennes ),( ji :

 Vecteur position : jsinicosjtyitxtOM )()()(

Dans l’intervalle de temps s2,0  : )(
2

)2(
2
2

2
2)2()( jitjittOM  ;

Dans l’intervalle de temps s6,2  : )))2(())2(((4)( jtsinitcostOM  .

d) L'équation de la trajectoire )(xfy  :

Dans l’intervalle de temps s2,0  :

2
2)(

2
2)(

tty

ttx

xy (c’est l’équation d’une droite) ;

Dans l’intervalle de temps s6,2  :
))2((4)(

))2((4)(

tsinty

tcostx
 ;

1622 xy (c’est l’équation d’un cercle de centre )0,0(O  et de rayon cm4R )

2. La trajectoire du mobile M  durant l’intervalle de temps s6,0  .

Dans l’intervalle de temps s2,0  :

Le mobile M se déplace le long d’une ligne droite à une vitesse constante (
cte)( UtV ), donc son mouvement au cours de l’intervalle s2,0  est rectiligne

uniforme (MRU) ;

Dans l’intervalle de temps s6,2  :
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Le mobile M  se déplace sur une trajectoire circulaire avec une vitesse angulaire
constante ( cte ), donc son mouvement au cours de l’intervalle s6,2  est
circulaire uniforme (MCU) ;

)4,(0

)22,2(2

 UCM

 URM

s0à t

s2à t

s6à t
Mdere trajectoiLa

j

i

O
]m[x

]m[y

)2,2(

EExx.. 22--33

On considère une bille M se déplace en mouvement
rectiligne uniforme, à une vitesse 0v constante, le long d’un
tube rigide (figure ci-contre).
Le tube tourne autour d’un axe passant par son centre O à
une vitesse angulaire  constante.
On  suppose  que  le  tube  tourne  dans  le  plan  horizontal

)( xOy , autour de l’axe vertical Oz, et qu’à l’instant s0t , il
est superposé à l’axe )(Ox  et la bille se trouvée au point O.

1. Déterminer les coordonnées polaires ))(,)(( tt  et
cartésiennes ))(,)(( tytx  de M , et établir l’équation de sa trajectoire dans le plan )( xOy .

2. Exprimer en fonction de 0v  et , les vecteurs vitesse  et accélération de M  dans la base
polaire ),( UU  .

3. Déterminer le  rayon de courbure R  de la trajectoire en utilisant la relation :

R

3
)(

)()(
tV

tatV

4. Trouver les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération.

SSoolluuttiioonn

1.  a)   Les coordonnées polaires ))(,)(( tt  de M à l’instant t  :
(en considération qu’à l’instant s0t , le point M  situé à l’origine O )

- Le point M se déplace le long du tube en MRU tvt)( 0

- Le point M  se tourne avec le tube à la même vitesse angulaire tt)(
Donc, les coordonnées polaires de M  sont :

tt

tvt

)(

)( 0

b) Les coordonnées cartésiennes )(,)( tytx  de M
à l’instant t  :

siny

cosx

)()(

)()(

0

0

tsintvty

tcostvtx
tv0

y

x

y
i

j

x

z

O
k

M

y
i

j

x

z

O
k

M
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c) L’équation  de la trajectoire dans le plan )(xOy :

  Nous avons :

y
tvtsin

x
tvtcos

)(

)(

0

0

22
0

22 tvyx (trajectoire sous forme d'une spirale.).

2. Dans la base polaire ),( UU  :

a) Le vecteur vitesse )(tV  :
t

tOMtV
d

)(d)( UU

00 UtvUv )(0 UtUv

   Son module est : 22
0 1)()( tvtVtv  . (en considération que ’à l’instant 0v  est positive)

b) Le vecteur accélération )(ta  :
2

2

d
)(d

d
)(d)(

t
tOM

t
tVta UU 22

UvUtv 2 0
2

0 )2(0 UUtv

  Son module est : 22
0 4)()( tvtata  .

3. En système de cordonnées intrinsèques :

- La composante tangentielle )(taT  est :
t
tvtaT d
)(d)( 22

0 1
d
d tv
t

22

2

0
1 t

t
v

- La composante normale )(taN  peut être calculée par : 22
NT aaa

222
TN aaa

22

242
02222

0 1
)4(

t
tv

tv

22

222
22

0 1
)2(

t
t

v

Alors :
22

22

0
1

2
)(

t

t
vtaN

4. Le  rayon de courbure R  de la trajectoire :

En utilisant la relation :
R

3
)(

)()(
tV

tatV

Nous avons :

02
01)()()( 00

t
t

kUU
vvtatV ktv 2 222

0

)()(

)(
3

tatV

tV
R

)2(
)1(
22

2
3

22
0

t
tv
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EExx.. 22--44
Un mobile M  d'écrit une hélice circulaire d'axe )(Oz , définie par les coordonnées cartésiennes:

)()( tcosRtx      ; )()( tsinRty    et thtz )(
avec R , h  et  sont des constantes positives.

1. Déterminer, en fonction de R , h  et , les
coordonnées cylindriques ))(,)(,)(( tztt  du mobile
M .

2. Trouver les expressions des vecteurs vitesse et
accélération dans la base cylindrique ),,( kUU .

3. Déterminer les modules des vecteurs vitesse et
accélération du mobile M .

4. Montrer que le vecteur vitesse fait un angle
constant  avec l'axe )(Oz , et le calculer ?

5. Calculer l'abscisse curviligne )(ts  du mobile M ,
sachant qu’à l'instant initial 00t , 0)0(s .

6. Trouver, en système de cordonnées intrinsèques, les
composantes tangentielle )(taT  et normale )(taN  du vecteur accélération de M .

7. Déterminer le rayon de courbure R  de la trajectoire de M .
8. Exprimer dans la base ),,( kUU , les vecteurs de la base de Frenet ),,( BNT UUU .

SSoolluuttiioonn

Les coordonnées cartésiennes du mobile M sont :

thtz
tsinRty
tcosRtx

)(
)()(
)()(
   ,

  avec R , h  et  sont des constantes positives.

1. Les coordonnées cylindriques ))(,)(,)(( tztt  de M :

zz
x
yarctan

yx 22

thtz
tt

Rt

)(
)(

cte)(

2. Dans la base cylindrique ),,( kUU :

a) Le vecteur vitesse )(tV  :

t
tOMtV

d
)(d)( kzUU

)( khURkhUR

b) Le vecteur accélération )(ta  :

2

2

d
)(d

d
)(d)(

t
tOM

t
tVta 2 UR

3. Les modules :     Le module de )(tV  est : cte)()( 22 hRtVtv  .

Le module de )(ta  est : cte)()( 2Rtata

x

y
i j

O

k
M

R

z

UU

kTUvV

 tangenteLa

y
i

x

O
k

M

R

h2

z
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4. L’angle entre le vecteur vitesse )(tV  et l'axe )(Oz :

 l’angle entre )(tV  et le vecteur unitaire k

      D’après la relation :
)(

)(
tV

ktVcos cte
22 hR

h

Calcul de  : Nous avons :

1

1
222

h
RhR

hcos

       Et d’après la relation ;
1

1
2tan

cos  , on conclut que :
h
Rarctan

5. L'abscisse curviligne )(ts  du mobile M :

Nous avons ; )()( tVtv
t
ts

d
)(d thRttvts dd)()(d 22

Par intégration entre 00t  et t :
t

t

ts

s

thRts
0

22
)(

)0(

d)(d

Avec 0)0(s  , donc : thRts )( 22

6. En système de cordonnées intrinsèques :

- La composante tangentielle )(taT  est : 0
d

)(d)(
t
tvtaT

- La composante normale )(taN  est calculée par : 2222 aaaa TN

cte)( 2RtaN

7. Le  rayon de courbure R  de la trajectoire :

En utilisant la relation :
R

2
)(

)(
tV

taN 2

222 )(
R

hR
R

22

R
hR

8. La base de Frenet ),,( BNT UUU :

Nous avons

Le vecteur vitesse :

)()( 22
TT UhRUtvtV   ;

)(1
22

khUR
hR

UT

Le vecteur accélération :

(t)(t))( 2
NTTNN URUaUata ;

Il égal aussi : )( 2 URta UUN

),,( BNT UUU  est une base O.N.D, donc : BNT UUU

yO
R

z

UU

k
TU

NU

BU

x
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001
01

22
hR
kUU

hR
U B )(1

22
kRUh

hR

EExx.. 22--55
On considère un point M  en mouvement dans le plan )( xOy . Il est repéré par ses coordonnées

polaires suivantes : )(1
2

)( 0 cost   et tt)(  ; où 0  et  sont des constantes positives.

1. Exprimer dans la base polaire ),( UU , les vecteurs position, vitesse et accélération de M .

2. Trouver les modules des vecteurs vitesse et accélération de M  en fonction de 0 ,  et .

3. Pour : cm40  et 1-rad.s
3

 :

a) Représenter, sur un repère cartésien ),,( yxO , les positions A, B , C et D  qui
correspondent respectivement aux instants s00t , s11t , s5,12t  et s23t .

b) Trouver l’instant 4t  auquel le point M  passe, pour la première fois, de l'origine O.
c) Calculer les vitesses et les accélérations de M  aux instants 0t  et 4t .

SSoolluuttiioonn

Les coordonnées polaires du point M  sont :
tt

tcoscost

)(

)(1
2

)(1
2

)( 00

1. Dans la base polaire ),( UU :

Le vecteur position : UOM Utcos )(1
2

0 ,

Le vecteur vitesse : UU
t

tOMtV
d

)(d)( )(1
22

00 UtcosUtsin

Le vecteur accélération : UU
t
tVta )2()(

d
)(d)( 2

0)(1
22

2
0

2020 UtsinUtcostcos

)2(1
2

2
0

20 UtsinUtcos

2. Le module du vecteur vitesse : 21
2

)( 0 tcostcostsintv 22

)1(2
2

0 tcos
0

0 22
2

0

Le module du vecteur accélération : 4441
2

)( 20 tsintcostcosta 22

)1(41
2

20 tcos
0

20 81
2

8
2 0

2
0

2
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3. Pour : cm40  et 1-rad.s
3

 :

a) Le mobile M passe à l’instant :

s00t  : la position ),( AA yxA :

0
0

A

A

0)(
)(

0

00

AA

AA

siny
cosx

0
4

A

A

y
x

s11t  : la position ),( BB yxB :

3

4
3

0

B

B

00

00

8
33)(

4
3

8
3)(

4
3

BB

BB

siny

cosx

3
2
3
2
3

B

B

y

x

s5,12t  : la position ),( CC yxC  :

2

2
0

C

C

2
)(

2

0)(
2

00

0

CC

CC

siny

cosx

2
0

C

C

y
x

s23t  : la position ),( DD yxD  :

3
2

4
0

D

D

0
0

00

8
3)(

4

8
)(

4

BD

BD

siny

cosx

2
3
2
1

B

D

y

x

b) Le point M  passe à l’instant 4t , pour la première fois, de l'origine O  :

Donc : 0)(1
2

0
OO cos 1Ocos

Alors, )12(4 ntO , avec 0n   pour le premier passage 4t

s3

c) A l’instant s00t  :

La vitesse est : 00 AAv 1-cm.s
3
4

Av .

L’accélération est : 0
2

0
2
0

2

2
38

2 AAa 2-2 cm.s
3
2

Aa .

A l’instant s34t  :

La vitesse est : OOv 0
-1cm.s0 .

L’accélération est : 0
2

0
2
0

2

2
18

2 OOa 2-2 cm.s
9
2

Oa

(cm)x

(cm)y

O
)0,4(A

).62,5.1(B

)2,0(C

).90,5.0(D

i
j



TTRRAAVVAAUUXX DDIIRRIIGGEESS

DDrr.. KKHHAALLFFAALLLLAAHH FF..

EExx.. SSuupppp.. 22--11

Les coordonnées d’un point matériel M  dans un repère O.N.D ),,,( kjiOR  sont données en fonction du temps

par : 1)( ttx    , 1)( 2tty       et 0)(tz  .

1. Déterminer l’équation de la trajectoire de M .
2. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de M .
3. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M .
4. Déduire le rayon de courbure R  de la trajectoire en fonction du temps.

RRééppoonnsseess
1. xxxy 2)( 2 2. jtitV 2)(  et 41)( 2ttv ; jta 2)(  et 2a

3.
41

4)(
2t

ttaT
 et

41
2)(

2t
taN

4. 2
3

2 )41(
2
1 tR

EExx.. SSuupppp.. 22--22

Un disque de rayon cm20R  et de centre O  effectue un

mouvement de rotation uniforme à une vitesse constante
1min  tr30  (tours par minute), autour d’un axe vertical

passant par son centre. Soit M un point lié au disque, situé sur sa
circonférence (figure ci-contre).

1. Déterminer les coordonnées polaires ))(,)(( tt  et

cartésiennes ))(,)(( tytx  de M à l’instant t .

2. Trouver, en système de cordonnées polaires, les vecteurs vitesse et accélération, et calculer leurs
modules.

3. Trouver les accélérations normale et  tangentielle de M .

RRééppoonnsseess
1. m2,0)( cteRt  et ttt)(  ; )(2,0)( tcostx  et )(2,0)( tsinty

2. 2,0)( UtV  et -1m.s2,0v   ; 2,0)( 2 Uta  et -22 m.s2,0a

3. -2m.s0)(taT  et -22 m.s2,0)(taN

EExx.. SSuupppp.. 22--33

On considère un point M  en mouvement dont les coordonnées cylindriques à chaque instant t  sont :

1)( 2tt       , )12(
2

)( tt       et ttz 2)(

1. Exprimer dans la base cylindrique ),,( kUU , les vecteurs vitesse et accélération de M .

2. Calculer la vitesse et l’accélération de M  à l’instant initial s0t  et à l’instant s1t .

RRééppoonnsseess
1. kUtUttV 2)1(2)( 2       ; 4))1(2()( 22 UtUtta

2. 2
)s0à( 4tv    et 2

)s1à( 22tv    ; 22
)s0à( ta    et 22 2

)s1à( ta

yi
j

x

z

O
k

M
Rrayon
deDisque

R
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CCHHAAPPIITTRREE 33 :: MMoouuvveemmeenntt RReellaattiiff

EExx.. 33--11
Le conducteur d'une voiture observe que les gouttes de
pluie font un angle 30  avec l'horizontale lorsque la
voiture  roule  sur  une  route  droite  à  une  vitesse  de

1m.s301 .
Supposons que la pluie tombe verticalement, calculer sa
vitesse (vecteur et module) :

1. par rapport au sol .
2. par rapport à la voiture en mouvement .

SSoolluuttiioonnss
o Le référentiel absolu ),,;( zyxOR lié au sol

Vitesse de la pluie par rapport au sol aV
o Le référentiel relatif ),,;( zyxOR lié à la voiture

Vitesse de la pluie par rapport à la voiture rV
o La voiture roule sur une route droite )R(  est en translation rectiligne par rapport à (R) ,

c'est-à-dire que ii  , jj et kk  .

Vitesse d'entraînement iiVV ee 310

o L’angle entre aV  et eV égal à :
2

(puisque la pluie tombe verticalement par rapport au sol )

o L’angle entre rV  et eV égal à : 30
(le conducteur observe que la pluie tombe en formant

un angle 30  par rapport à l’horizontale)

La loi de composition des vitesses : era VVV

1. La vitesse de la pluie par rapport au sol : aa VV

Nous avons :
e

a

V
Vtan )( )30()( tanVtanVV eea

3
1310 1m.s01

Alors, jjVV aa 10     (le signe négatif, car la pluie tombe en sens inverse de l'axe )(Oy )

2. La vitesse de la pluie par rapport à la voiture en mouvement : rr VV

Nous avons : 222
ear VVV 22

ear VVV
2

3110 1m.s20

Alors, jijsinicosVV rr 310)()(

EExx.. 33--22
Un pilote veut que son avion se dirige directement vers le nord par
rapport au sol. Toutefois, il y a un vent du nord-est à -1km.h09 par
rapport au sol. Il va donc diriger l’avion un peu à la droite du nord
(direction définie par l’angle sur la figure ci-contre). Supposons
que la vitesse de l’avion par rapport à l'air est de -1km.h200 .

1. Sur un schéma, représenter les vecteurs vitesse et calculer
la valeur d’angle  .

2. Quelle est la vitesse de l'avion par rapport au sol ?
EO

N

S

45 vent

O

y

i

j

xxO

y

rV
j

i

aV

eV

pluiedegoutte

y

xi
j



TTRRAAVVAAUUXX DDIIRRIIGGEESS

DDrr.. KKHHAALLFFAALLLLAAHH FF..

SSoolluuttiioonn

1. La représentation des vecteurs vitesse sur un schéma :

o La vitesse de l’avion par rapport au sol aV

o La vitesse de l’avion par rapport à l’air rV
( -1km.h200rv )

o La vitesse du vent par rapport au sol (Vitesse

d'entraînement) eV ( -1km.h09ev )

Avec l’application de la loi de composition des vitesses :

era VVV
On peut trouver l’angle avec la loi des sinus :

re V
sin

V
sin )4590( )45(cos

V
Vsin

r

e

2
2

200
90 32,0

Alors, )32,0(sinArc 55,18

Donc, le pilote doit prendre la direction Nord 55,18 Est pour que l’avion se dirige
directement vers le nord.

2. La vitesse aV  d’avion par rapport au sol :

D’après la relation : era VVV ,

nous avons : erera VVVVV 2
222

2
aV 2

rV 2
eV )135(2 cosVV er

)55,153(222 cosVVVV erer

Alors : )55,153(222 cosVVVVV erera

Donc : )55,153(902002)90()200( 22 cosVa

-1km.h97,125

EExx.. 33--33
À l’instant 0t , on laisse tomber d’un immeuble de hauteur h  une bille M sans vitesse initiale.
Dans un référentiel fixe ),,,( kjiOR  lié à cet immeuble, la chute
de celle-ci s’effectue verticalement selon un mouvement
uniformément accéléré d’accélération jgaa (voir la figure ci-
contre).
Au moment du lâcher la bille, une voiture déplaçant suivant un
mouvement rectiligne se passe à la verticale de chute.

1. Supposons que le mouvement de la voiture est uniforme
de vitesse ivv 0

a) Déterminer le vecteur position MO  et le vecteur vitesse rV de  la  bille  dans  un

référentiel ),,,( kjiOR lié à la voiture.
b) Déduire l’équation de la trajectoire de la bille dans )R( .

2. On admet que à 0t , la voiture entame du repos un mouvement uniformément accéléré
d’accélération iaae .

O O

a

sol

y

h

y

i
j

M

xx
j

i

rV

9045

aV

eV

rV

EO

N

S

45

aV

eV
4590
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a) Déterminer les vecteurs MO  et rV de la bille dans le référentiel )R( .
b) Déduire l’équation de la trajectoire de la bille dans )R( .

SSoolluuttiioonn
o Le référentiel absolu ),,,( kjiOR

 Mouvement de la bille M  par rapport à (R)  Mouvement absolu

La bille est en mouvement de chute libre, suivant l’axe )(Oy , sans vitesse initiale

Donc, son vecteur position est : jytgjtyOM )
2
1()( 0

2  , avec : hy0

jtghOM )
2
1( 2

o Le référentiel relatif ),,,( kjiOR  lié à la voiture

 Mouvement de M par rapport à )R(  Mouvement relatif

o La voiture roule sur la ligne droite (l’axe )(Ox  )

)R(  est en translation rectiligne par rapport à (R) , c'est-à-dire que ii  , jj et kk .

i
t

tx
t

OOa

i
t

tx
t
OOV

O
e

O
e

d
)(d

d
d

d
)(d

d
d

2

2

)(
2

2

)(

R

R

ntentraînemed'onaccélératiL'

ntentraînemed'vitesseLa

1. Le mouvement de la voiture est uniforme de vitesse : ivv 0 iv
t
OOVe d

d
0

)(R

t
txv O

d
)(d

0

Donc, 00)( xtvtxO  , avec : 00x (à 0t , la voiture est passée par l’axe )(Oy )

itvOO 0

a) D’après la loi de composition des mouvements : MOOOOM

Le vecteur position de M  dans )R(   est : OOOMMO jyix MM

jtghitv )
2
1( 2

0

et son vecteur vitesse relative est :
)(

d
d

R
t
MOVr jtgiv0

(même résultat peut être obtenu d’après la loi : era VVV ear VVV jtgiv0  )

b) L’équation de la trajectoire de la bille dans )R( :

Nous avons :
2

0

2
1 tghy

tvx

M

M

0v
x

t

Donc : hx
v
gy '

2
2

2
0

Alors, la trajectoire de la bille par rapport à la voiture

est une parabole. O

y

x
j

i

hy0

M

MOrV
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2. Le mouvement de la voiture est uniformément accéléré d’accélération : iaae

ia
t
OOae d

d

)(
2

2

R

2

2

d
)(d

t
txa O

Alors : 00
2

2
1)( xtvtatxO  , avec : 00x  et 00v  (à 0t , la voiture a démarré du repos)

itaOO
2
1 2

a) Le vecteur position de M  dans )R(   est : OOOMMO jyix MM

jtghita )
2
1(

2
1 22

et le vecteur vitesse relative est :
)(

d
d

R
t
MOVr jtgita

b) L’équation de la trajectoire dans )R( :
2

2

2
1

2
1

tghy

tax

M

M

a
g

x
hy

Donc : hx
a
gy '

Alors, la trajectoire de la bille par rapport à la voiture accélérée est une droite inclinée.

EExx.. 33--44
On considère le référentiel fixe ),,,( kjiOR . Soit )(P  un plan vertical qui tourne autour de l’axe

)(Oz  avec une vitesse angulaire constante k . Dans ce plan )(P , un anneau M  assimilé à
un point matériel se déplace sans frottement, dans un mouvement circulaire uniforme sur un
cerceau )(C  de centre O  et de rayon R . On désigne par

),,,( kjiOR  un référentiel lié au plan )(P  tel que le

plan )( zOx  reste constamment dans le plan )(P et kk
, comme indiqué sur la figure ci-contre.
Dans )R( , la position de M  est définie par l’angle

tt)(  (  est une constante).
On suppose qu’à l’instant 0t , 0)(t  et la position
initiale de M  est  définie  dans )(R  par les coordonnées

),0,( Rba  ( a  et b  sont des constantes).
1. Exprimer dans )R(  :

a) Le vecteur position MO
b) La vitesse et l’accélération relative de M .

2. Exprimer dans )(R , la vitesse et l’accélération
d'entraînement de )R(  par rapport à )(R

3. Déterminer l'expression de l'accélération de Coriolis ca  exprimée dans la base ),,( kji .

4. Retrouver, par application des lois de composition des mouvements ( era VVV  et

cera aaaa ), les expressions de la vitesse absolue et de l'accélération absolue de M
dans (R) .

SSoolluuttiioonn
o Le référentiel absolu ),,,( kjiOR

)(P

i

x

z

O

t

O

b

a

y

y

z

x

)(C

R

M

j
k i

j
k

O

y

x
j

i

hy0

M

MOrV
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 Mouvement du point M  par rapport à (R)  Mouvement absolu

o Le référentiel relatif ),,,( kjiOR  lié au plan )(P

 Mouvement de M par rapport à )R(  Mouvement relatif
o Le plan )(P  tourne autour de l’axe )(Oz  avec la vitesse angulaire k .

)R(  est en rotation par rapport à (R) , avec :

kk
jtcositsinj

jtsinitcosi

1. Dans )R( , le mouvement de M est circulaire uniforme :

a) A l’instant t  , le vecteur position de M  est : ktzjtyitxtMO )()()()(

Avec :

)((t)
0)(

)()(

tcosRz
ty

tsinRtx

Donc pour : tt)(  ; nous avons :

)()( ktcositsinRtMO

b) Le vitesse relative de M  est :

)(
d

d

R
t
MOVr ktzitx )()(

)( ktsinitcosR

L’accélération relative de M  est :
)(

2

2

d
d

R
t

MOar ktzitx )()(

)(2 ktcositsinR

2. a) Dans (R) , la vitesse d'entraînement de )R(  par rapport à )(R est :

MO
t
OOVe

)(
d

d

R

Avec : kzjyixOO OOO

kbjtsinaitcosa

)(
d

d

)(

jtcositsina
t
OO

R

Dans le référentiel )R( , le produit vectoriel MO  égal à :

jtsinR
tcosRtsinR

kji
MO

0
00

Donc, dans la base ),,( kji : ))()(()( jtcositsintsinRMO

))()(()())()(( jtcositsintsinRjtcositsinaVe

i

x

z

O
t

O

y

Ox

j
k

a

Oy

bz O

)(P

x

z

O

z

Mx

)(C

R

M

k
i

Mz

i
t

j

k

i

j

k

t



TTRRAAVVAAUUXX DDIIRRIIGGEESS

DDrr.. KKHHAALLFFAALLLLAAHH FF..

))()(())(( jtcositsintsinRa

b) L’accélération d'entraînement de )R(  par rapport à )(R  est :

)(
d
d

d
d

)(
2

2

MOMO
tt

OOae

R

Avec :
t

jtcositsina
t

OO
d

)(d
d

d

)(
2

2

R

)(2 jtsinitcosa

Et : 0
d
d MO

t
(puisque la rotation de )R(  par rapport à )(R  est uniforme 0

d

d

t
)

Dans le référentiel )R( , le produit vectoriel )( MO  égal à :

itsinR
tsinR

kji
MO

00
00)( 2

Donc, dans la base ),,( kji : ))()(()()( 2 jtsinitcostsinRMO

))()(()())()(( 22 jtsinitcostsinRjtsinitcosaae

))()(())((2 jtsinitcostsinRa

3. L'accélération de Coriolis est : rc Va 2

Dans le référentiel )R( , le produit vectoriel rV  égal à :

jtcosR
tsinRtcosR

kji
Vr

0
00

Donc, dans la base ),,( kji : ))()(()( jtcositsintcosRVr

))()(()(2 jtcositsintcosRac

4. a) Dans (R) , la vitesse absolue de M  est : era VVV

Avec : )( ktsinitcosRVr

Donc, dans la base ),,( kji : ktsinRjtsinitcostcosRVr )())()(()(

))()(())(()(

))()(()(

jtcositsintsinRaktsinR

jtsinitcostcosRVa

ktsinRjtcostsinRatsintcosR

itsintsinRatcostcosR

)()())(()()(

)())(()()(

b) L'accélération absolue de M  est : cera aaaa
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Avec : )(2 ktcositsinRar

Donc, dans la base ),,( kji : ktcosRjtsinitcostsinRar )())()(()( 22

))()(()(2

))()(())((

)())()(()(

2

22

jtcositsintcosR

jtsinitcostsinRa

ktcosRjtsinitcostsinRaa

ktcosR

jtcostcosRtsintsinRatsinR

itsintcosRtcostsinRatsinR

)(

)()(2)())(()(

)()(2)())(()(

2

22

22

EExx.. 33--55
On considère le référentiel fixe ),,,( kjiOR . Soit )(P  un plan
vertical tourne a la vitesse angulaire constante k  autour de
l'axe )(Oz . Dans le plan )(P , une droite )(  fait un angle constant

 (
2

) avec l’axe )(Oz . On note u  le vecteur unitaire de )( .

Un point matériel M se déplace sur )(  telle qu’à t :

utatOM )(  ( a est une constante).

On désigne par ),,,( kjiOR  un référentiel lié au plan )(P ,
comme indiqué sur la figure ci-contre.
1. Déterminer la vitesse rV   et l’accélération ra  du point matériel

M exprimées dans la base ),,( kji .

2. En déduire aV  et aa   de M exprimées dans la base ),,( kji
3. Retrouver aV  et aa  (exprimées dans la base ),,( kji ) par le calcul direct :

R
dt

tOMdVa
)(  et

R

2

2 )(
dt

tOMdaa

SSoolluuttiioonn
o Le référentiel absolu ),,,( kjiOR

 Mouvement du point M  par rapport à (R)  Mouvement absolu

o Le référentiel relatif ),,,( kjiOR  lié au plan )(P

 Mouvement de M par rapport à )R(  Mouvement relatif

o Le plan )(P  tourne autour de l’axe )(Oz  avec la vitesse angulaire k .

)R(  est en rotation par rapport à (R) , avec :

kk
jtcositsinj

jtsinitcosi

1. Dans )R( , le mouvement de M est rectiligne accéléré :

Le vecteur position de M  est : kcosOMiinsOMtOM )(

i
t

j

k

i

j

k

t

)(P

i

x

z

O

t

y

y

x

M

j

k

i

u
j
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Avec : utatOM )( taOM  (supposons que a  est positive)

)()( kcosisintatOM
a) Le vitesse relative de  est :

)(
d

d

R
t
MOVr )( kcosisina cte

b) L’accélération relative de  est :

)(
2

2

d
d

R
t

MOar

)(
d

d

R
t

Vr 0

2. a) Dans (R) , la vitesse absolue de M  est : era VVV

Avec : )( kcosisinaVr

 Dans la base ),,( kji : kcosajtsinitcossinaVr )())()(()(

Et la vitesse d'entraînement de )R(  par rapport à )(R  est : MO
t
OOVe

)(
d

d

R

Avec : 0OO 0
d

d

)(R
t
OO

Alors : OMMOVe

Dans le référentiel : jtsina
costasinta

kji
OM )(

0
00

 Dans la base : ))()(()( jtcositsintsinaVe

Alors : kcosajtsinitcossinaVa )())()(()(

))()(()( jtcositsintsina

kcosajtcosttsinitsinttcossina )())()(())()(()(

b) L’accélération absolue de  est : cera aaaa ce aa

Avec : ea , l’accélération d'entraînement de  par rapport à :

)(
d
d

d
d

)(
2

2

MOMO
tt

OOae

R

Nous avons :

0
d
d

0

t

OO
, donc : )( OMae

M

M

)R(

),,( kji

M

)R( )(R

)(P x

z

O

z

Mx

M

k

i

Mz
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Dans le référentiel  : itsina
tsina

kji
OM )(

0)(0
00)( 2

Dans la base ),,( kji : ))()(()(2 jtsinitcostsinaae

Et : ca , l'accélération de Coriolis : rc Va 2

Dans le référentiel )R( : jsina
cosasina

kji
Vr

0
00

Dans la base : ))()(()(2 jtcositsinsinaac

Alors : ))()(()(2 jtsinitcostsinaaa

))()(()(2 jtcositsinsina

jtcostsintitsintcostsina ))(2)(())(2)(()(

3. Par un calcul direct :

Pour : utatOM )(

Avec, la projection du vecteur unitaire u sur la base  qui

nous donne : kcosjtsinitcossinu )())()(()(

kcostajtsintitcostsinatOM )())()(()()(

a) La vitesse absolue de M  est :

R
dt

tOMdVa
)(

kcosajtcosttsinitsinttcossina )())()(())()(()(

b) L’accélération absolue de M  est :

RR
dt
Vd

dt
tOMda a

a 2

2 )(

jtcostsintitsintcostsina ))(2)(())(2)(()(

EExx.. SSuupppp.. 33--11

Le conducteur d'une voiture roulant sur une route droite à une vitesse de 1m.s351 , observe que la neige

tombe en formant un angle 60  par rapport à la verticale. Mais lorsque la voiture s'arrête, il remarque que

la neige tombe verticalement.
Calculer la vitesse de la neige par rapport au sol puis par rapport à la voiture lorsque elle était roulée à

1m.s351 .

)R(

),,( kji

),,( kji
u

i
t

j

k
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RRééppoonnsseess

eV Vitesse de la voiture iiVV ee 315
1. La vitesse de la neige par rapport au sol :

)(tan
VVV e

aa 3
315 1m.s51

Et : jjVV aa 15

2. La vitesse de la neige par rapport à la voiture lorsque elle était roulée :

22
earr VVVV 1m.s30

Et : jijcosisinVV rr 315)()(

EExx.. SSuupppp.. 33--22
Un nageur part d’un point A  situé sur la rive d'une rivière de largeur  et veut atteindre l’autre rive au point

B qui est directement en face de A . Pour cela, il nage avec une vitesse constante v  par rapport à l'eau et

suivant une direction faisant un angle  avec le segment ][AB .

Si l'eau se déplace avec un courant de vitesse constante u  ( vu ).

1. Sur un schéma, représenter les vecteurs vitesse et déterminer l’angle
 en fonction de v  et u .

2. Exprimer, en fonction de  , v  et u , le temps t  mis par le nageur pour

traverser la rivière (temps de traversée).

RRééppoonnsseess

1.
v
usin )(

v
uArcsin

2. tuvtVa
22

22 uv
t

EExx.. SSuupppp.. 33--33

On considère un point matériel M suspendu à un fil inextensible de longueur . Le mouvement de M  a lieu

dans le plan )(xOy  d’un référentiel fixe ),,;( zyxOR  et le point de suspension O est en mouvement le long de

l’axe )(Ox (figure ci-contre). Dans )(R ,  la  position de O est repérée à

l’instant t  par 2)( tbt (b  est une constante positive).

Soit ),,;( zyxOR  le référentiel d’origine O  et dont les axes restent

constamment parallèles à ceux de )(R . Dans )R( , la position de M
est définie par l’angle tt)(  (  est une constante).

1. Exprimer dans )(R , la vitesse et l’accélération d’entrainement

du mouvement de )R(  par rapport à )(R .

2. Dans la base ),( ji , calculer en fonction de b ,  et  :

a) La vitesse relative et l’accélération relative de M .

b) La vitesse absolue et l’accélération absolue de M .

RRééppoonnsseess

1. itbit
t
OOVe 2)(

d
d

)(R

    ; ibit
t
OOae 2)(

d
d

)(
2

2

R

M

xx
i

j

y

O O

y

i
j

)(t

)(t

A

B
u

v
aV

A

B

u

O

y

i

j

xxO

y

rV
j

i

aV

eV

neigedeflocon
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2. a) jtcositsin
t
MOVr )()(

d
d

)(R

   et jtsinitcos
t

Va r
r )()(

d
d 2

)(R

b) jtcositbtsinVVV era )(2)(    et

jtsinibtcosaaaa cera )(2)( 22

EExx.. SSuupppp.. 33--44

On considère un référentiel ),;( yxOR  lié  au centre O d'un disque de rayon R .

L'axe )( yO passe par un point matériel M  fixé sur la circonférence du

disque, et l'axe )( xO  tourne avec une vitesse angulaire constante

autour d'un référentiel fixe ),;( yxOR . On suppose que la distance OO

reste constante : dOO  .

En utilisant  les lois de composition des vitesses et des accélérations,

trouver en fonction de d  ,  et R  :

1. Le vecteur vitesse absolue de M  dans )(R .

2. Le vecteur l’accélération absolue de M  dans )(R .

RRééppoonnsseess

1. jtsinRtcosditcosRtsindVV ea )()()()(

2. jtcosRtsinditsinRtcosdaa ea )()()()( 2222

CCHHAAPPIITTRREE 44 :: DDyynnaammiiqquuee dduu PPooiinntt MMaattéérriieell

EExx.. 44--11
On considère le système illustré dans la figure ci-contre.
Les masses des corps A  et B  sont respectivement Kg11m  et

g1102m . Au repos, le corps B se trouve à une hauteur
cm24,39h par rapport au sol, et la table exerce sur le corps

A  un frottement statique de coefficient s .
Pour empêche le mouvement spontané de A  (ou B ), un
troisième corps C , de masse 3m , est placé sur le corps A .
En supposant que les masses de la poulie et du fil sont
négligeables, et que le fil est inextensible.

1. Représenter les forces agissant sur le système.
2. En appliquant le principe fondamental de la dynamique

(PFD) :
a) Trouver, en fonction de s , la valeur minimale de 3m  qui empêche le corps A  de

déplacer.
b) Calculer la valeur de 3m , en prenant 1,0s .

3. A l’instant 0t , on soulève le corps C , et après s2  le corps B  atteint le sol.
a) Refaire la question (1).
b) En appliquant le PFD, calculer le coefficient de frottement cinétique c  de la table.

Remarque : On prend la valeur de l’accélération gravitationnelle -2sm81,9g .

Table

0à t
B

Sol

A
C

h

i

j

y

O
tt)(

x

M

O

y

ij

R

x
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SSoolluuttiioonn

1. Le corps A  ne déplace pas  le système est au repos.
On peut remplacer les deux corps A  et C  par un seul corps de masse 31 mm  , et puis on
représente toutes les forces agissant sur le nouveau système.

Au repos, les forces agissant sur le système sont :

sur le corps CA :   –    Le poids : 31 PPP                  (module g)( 3131 mmPPP  )

– La réaction normale : N           (module N  )
– La tension du fil : T                  (module T  )
– Le frottement statique : sf         (module Nf ss  )

sur le corps B :        –    Le poids : 2P                             (module gmP 22  )

– La tension du fil : 2T                  (module 2T  )

sur la poulie :          –    La tension T   ( réaction due à T TT )      (module T  )

– La tension 2T   ( réaction due à 2T 22 TT )   (module 2T  )

filleavecfrottementsanset

masse,sansestpoulieLa
2TT   ; et par conséquence : 2TT

Les expressions des vecteurs forces par rapport au repère choisi sont :

sur le corps CA : jPP    ; jNN    ; iTT     ; iff ss

sur le corps B : jPP 22    ; jTT 22

Au repos (c'est-à-dire à l’équilibre), le PFD s’écrit : 0extF

sur le corps CA : 0extF 0sfTNP …………..Eq
La projection de l’équation  sur le repère choisi, nous donne :

0

0

:)(axel'sur

:)(axel'sur s

PN

fT

y

x
      ;  avec : Nf ss

PN

NT s )( 31ss mmgPT …………..Eq

sur le corps B : 0extF 022 TP …………..Eq

B
31 PPP

2P

N

sf

2T

T

2T

T x
i

j

y

CA

B

A
C
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La projection de l’équation  sur le repère choisi, nous donne :

0

00

:)(axel'sur

:)(axel'sur

22 PTy

x
      ;  avec : TT2

gmPT 22 …………..Eq

En remplaçant par l’équation  dans l’équation  , on trouve : )( 31s2 mmggm
Cette équation représente la relation entres les masses des corps au repos,

Donc, la condition au repos est :
1

s

2
3 mmm

Cette valeur de 3m est la masse minimale qui doit être placée au dessus du corps A pour
assurer le repos du système.

AApppplliiccaattiioonn NNuumméérriiqquuee :: Pour : Kg11m , Kg11,0g1102m  et 1,0s ,

La valeur minimale de 3m est : g100Kg1,01
1,0
11,0

3m

2. Lorsque on soulève le corps C , les deux corps A  et B  commencent à se déplacer
spontanément, de sorte que le corps A avance suivant l'horizon ( )(axel' x  choisi ) et le
corps B  tombe suivant la verticale ( )(axel' y choisi )

a) Les forces agissant sur les corps A  et B   sont :

sur le corps A :   –    Le poids : 1P (module gmP 11 )

– La réaction normale : 1N (module 1N )

– La tension du fil : 1T (module 1T )

– Le frottement cinétique : sf (module 1cc Nf )
–

sur le corps B :  –     Le poids : 2P (module gmP 22  )

– La tension du fil : 3T        (module 13 TT , à cause de la poulie)

Les expressions des vecteurs forces par rapport au repère choisi sont :

sur le corps A : jPP 11     ; jNN 11  ; iTT 11    ; iNiff 1ccc

sur le corps B : jPP 22   ; jTjTT 133

Les accélérations des corps A  et B   sont :

B
0à t

A

1P

2P

1N

cf

3T

1T

3T

tà

1T

ah
2
1 2

solLe

1a

2a

x
i

j

y
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le corps A : 1a    (module 1a )
le corps B : 2a    (module 2a )

  ( leinextensibestfilLe aaa 21  )

Donc, Les expressions des vecteurs accélération par rapport au repère choisi sont :

iaa1     et jaa2

b) En mouvement, le PFD s’écrit : amFext

sur le corps A : 11ext amF 11c111 amfTNP …………..Eq

La projection de l’équation  sur le repère choisi, nous donne :

0:)(axel'sur

:)(axel'sur

11

11c1

PN

amNT

y

x
1c11 PamT )( c1 gam ……...Eq

sur le corps B : 22ext amF 2232 amTP …………..Eq

La projection de l’équation  sur le repère choisi, nous donne :

amPTy

x 00

:)(axel'sur

:)(axel'sur

221

)(21 gamT …………..Eq

En remplaçant par l’équation  dans l’équation  , on trouve :

)()( 2c1 gamgam

Donc, l’expression de l’accélération est : g
mm

mma
21

1c2

 L’expression du coefficient de frottement cinétique c   est :
1

2

1

21
c m

m
m

mm
g
a

CCaallccuull ddee ll’’aaccccéélléérraattiioonn aa àà ppaarrttiirr dduu mmoouuvveemmeenntt dduu ccoorrppss BB

LLee mmoouuvveemmeenntt BB ssuuiivvaanntt ll’’aaxxee )( y eesstt uunniiffoorrmméémmeenntt aaccccéélléérréé ((ssaannss vviitteessssee iinniittiiaallee)),,

ddoonncc ssoonn ééqquuaattiioonn hhoorraaiirree eesstt :: 2
0 2

1)( tayty (( 0y eesstt ssaa ppoossiittiioonn àà 0t ))

LLee ccoorrppss BB ppaarrccoouurruuee llaa ddiissttaannccee jjuussqquu’’aauu ssooll ppeennddaanntt uunnee dduurrééee :: s2
2

0sol 2
1 ahyy 2

2 ha

AApppplliiccaattiioonn NNuumméérriiqquuee :: Pour : m1024,39cm24,39 2h et -2sm81,9g

La valeur de l’accélération est :

2-2
2

2

sm1062,19
2

1024,392a

La valeur du coefficient de frottement cinétique est :

09,0
1
11,0

1
11,01

81,9
1062,19 2

c



TTRRAAVVAAUUXX DDIIRRIIGGEESS

DDrr.. KKHHAALLFFAALLLLAAHH FF..

EExx.. 44--22
On considère un point matériel M , de masse g200m ,
suspendu à l'extrémité d’un fil inextensible de longueur

cm20 . Le fil est mis en rotation à une vitesse constante
-1rad.s10 , ce qui le fait s'étirer et décrit ainsi un cône d'axe

vertical et d'angle au sommet 2 , comme le montre la figure ci-
contre.
En utilisant le système des coordonnées intrinsèques muni de la
base de Frenet )( ,, BNT UUU .

1. Représenter les forces agissant sur le point M .
2. En appliquant le PFD, et en prenant -2sm10g .

a) Calculer la valeur de l'angle
b) Calculer la tension T  du fil.

SSoolluuttiioonn

1. Représentation des forces :
Les forces agissant sur M  sont : -   Le poids : P

- La tension du fil : T

En système des coordonnées intrinsèques muni de la

base de Frenet )( ,, BNT UUU , les expressions des

forces sont : BUgmP

BN UcosTUsinTT

Et l’expression d’accélération est : NNTT UaUaa

NT U
b
vU

t
v

d
d 2

NT U
b

bU
t

b
d

)d( 22

Et tandis que la vitesse  est constante NN UsinUba 22

2. L’application du PFD : amFext amTP

La projection de cette équation sur la base de Frenet, nous donne :

:suivant

:suivant

:suivant

B

N

T

U

U

U

0

0

000

2

cosTgm

sinmsinT

cos
gmT

mT 2

(à condition que
2

0  )

Donc :
2m

gmcos     l’angle  est :
2

gcosArc

Et la tension du fil est : 2mT

AApppplliiccaattiioonn NNuumméérriiqquuee :: Pour : Kg2,0g200m , m2,0cm20 , -1rad.s10  et

-2sm10g 60
2
1

100,2
10

2 cosArccosArc

N4102,02,0 2T

P

T

M

TU

NU

BU

b

m
M

Moteur

b

V
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EExx.. 44--33
Sous l'effet d'une force )(tF , une petite particule M , de masse
m , est entraînée sans frottement vers le sommet d'un demi-
cercle, de centre O et de rayon R , et ça au moyen d'une corde de
masse négligeable passant sur le cercle (figure ci-contre).
En supposant que se déplace à une vitesse constante v .

1. Ecrire O/L , le moment cinétique de la particule M par
rapport au point O .

2. Représenter les forces agissant sur M à l’instant t .
3. En appliquant le théorème du moment cinétique, déterminer en fonction de v , l’expression

de la force de F  appliquée à l'extrémité de la corde.
4. En appliquant le PFD, trouver l’expression de la réaction normale N  .

SSoolluuttiioonn
a) Le moment cinétique de M par rapport au point O :

pOMO/L

Avec : p  est la quantité de mouvement de M  :

Vmp
d

d
t

OMm

D’après la figure, le vecteur position de M , à l’instant t  est : jsinRicosROM

d
d jcosRisinR

t
OMV

Avec :  la vitesse v  égale à Rv )( jcosisinvV

Donc : jcosisinvmp

Le moment cinétique de M par rapport au point O :

0
0/

cosvmsinvm
sinRcosR

kji
pOMOL kRvm cte

b) Représentation des forces :
Les forces agissant sur M  sont :

- Le poids : P

- La réaction normale : N
- La force appliquée à l'extrémité de la corde : F

Les expressions de ces forces par rapport au repère
indiqué sont : jgmP

jsinNicosNN
jcosFisinFF

c) L’application du théorème de moment cinétique : )(
d

d
ext/

/ F
t

O
O ML

)()()( /// FNP OOO MMM

Avec : cteO/L 0
d

d /

t
OL

0)()()( /// FNP OOO MMM

M

O

F F

x

y

P

M

N

O

M

R OM

x

y

O

m

t
R

M

)(tF V

x

y
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Calcul des moments de forces : Nous avons :

00
0)(/

gm
sinRcosR

kji
POMPOM kcosRgm

0
0)(/

sinNcosN
sinRcosR

kji
NOMNOM 0

0
0)(/

cosFsinF
sinRcosR

kji
FOMFOM kRF

Alors : 0kRFkcosRgm cosgmF

Avec : t
R
vt L’expression de F  est : t

R
vcosgmF

d) L’application du PFD : amFext amFNP

Avec :
d

d 22
2

2

jsinRicosR
t
OMa ( avec ctev cte )

)(
2

jsinicos
R
v

La projection de l’équation des forces sur l’axe )( x  , nous donne :

2

cos
R
vmsinFcosN ( avec cosgmF )

 La réaction normale est :
2

R
vmsingmN

2

R
vt

R
vsintgm

EExx.. 44--44

Dans un repère galiléen ),( zyxOR , la position à l’instant t  d’un point matériel M , de masse

Kg1m , est donnée par le vecteur : ktjtitttOM )23()63()( 3

Trouver à l’instant t   :
1. La force )(tF agissant à l’instant sur le point M .

2. Le moment )(/ FOM  par rapport à l’origine O .

3. La quantité de mouvement )(tp  du corps, et vérifier que
t
tptF

d
)(d)(   .

4. Le moment cinétique O/L  par rapport à l’origine O , et vérifier que
t

O
O F

d
d)( /

/
L

M .

SSoolluuttiioonn
Le vecteur  d’un mobile M de masse m , est: ktjtitttOM )23()63()( 3

1. La force )(tF agissant sur le point M , à l’instant t  est :

D’après le PFD : amFtF )( ext d
)(d

2

2

t
tOMm ( avec Kg1m )

jtitF 66)(
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2. Le moment )(/ FOM  par rapport à l’origine O :

FOMFO )(/M

066
)23()63( 32

t
tttt
kji

kttjtitt )3612()1218()1218( 232

3. La quantité de mouvement )(tp  du corps :

Vmtp )(
d

)(d
t

tOMm ( avec Kg1m )

kjtittp 3)3()66()( 2

Théorème de la quantité de mouvement :
t
tptF

d
)(d)(

Nous avons : jti
t
tp 66

d
)(d )(tF

4. Le moment cinétique O/L  par rapport à l’origine O :

pOMO/L

33)66(
)23()63(

2

32

tt
tttt
kji

kttjttitt )123()12129()66( 34223

Théorème du moment cinétique :
t

O
O F

d
d)( /

/
L

M

Nous avons : kttjtitt
t

O )3612()1218()1218(
d

d 232/L )(/ FOM

EExx.. SSuupppp.. 44--11

Un chariot A , de masse Kg101m , roule sur une voie rectiligne horizontale à la vitesse -1
1 sm5v . Sur la

même voie mais en sens inverse, un autre chariot B  se déplace à la vitesse -1
2 sm2v  et heurte le chariot

A  .
Supposant que les deux chariots s’immobilisent après le choc. Calculer la masse 2m  du chariot B .

RRééppoonnsseess

Conservation de la quantité de mouvement : 22112211 VmVmVmVm

Les chariots s’immobilisent après le choc : 02211 VmVm

02211 vmvm (chariot B se rouler en sens opposé)

Alors :
2

1
12 v

vmm Kg25

EExx.. SSuupppp.. 44--22
Un chariot A , de masse 1m , se déplace sur un plan incliné d’un angle  par rapport à l'horizontale. Le

chariot est attaché à un corps B  de masse 2m  par un fil inextensible glisse, sans frottement, sur une poulie

(figure ci-dessous).
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On néglige les masses du fil et de la poulie et on suppose que le
chariot A  est soumis, au cours de son mouvement sur le plan
incliné, à une force de frottement de valeur constante cf .

1. Représenter les forces agissant sur le chariot A  et sur le
corps B .

2. Si c est le coefficient de frottement cinétique du plan incliné,

trouver l’expression de l’accélération a  du chariot.

RRééppoonnsseess

2. g
mm

cosmma c sin

21

12

EExx.. SSuupppp.. 44--33
On considère un hémisphère de rayon m1R et de centre O , placé
 sur un plan horizontal.

Une particule de masse m  glisse sans frottement sur la surface

extérieure de l'hémisphère (figure ci-contre). A l'instant 0t , la

particule entame son mouvement sans vitesse initiale à partir de la
position 0M  située en haut de l'hémisphère, et à l’instant t  sa

position quelconque M est définie par l’angle  (l’angle entre les

vecteurs position 0OM  et OM ).

1. Représenter les forces agissant sur le chariot.

2. Si le coefficient de frottement cinétique du plan incliné est
32

1
c

.

a) Déterminer  l’accélération a du chariot .

b) Calculer la distance d  que parcourra le chariot avant de s’arrêter.

RRééppoonnsseess

2. a) sm5,7 -2cossinga c

b) m5
22

2
0

2
0

cossing
v

a
vd

c

EExx.. SSuupppp.. 44--44
On considère un hémisphère de rayon m1R et de centre O , placé

sur un plan horizontal. Une particule de masse m  glisse sans
frottement sur la surface extérieure de l'hémisphère (figure ci-contre).
A l'instant 0t , la particule entame son mouvement sans vitesse

initiale à partir de la position 0M  située en haut de l'hémisphère, et à

l’instant t  sa position quelconque M est définie par l’angle  (l’angle

entre les vecteurs position 0OM  et OM ).

²

En utilisant le système des coordonnées intrinsèques muni de la base de Frenet )( , TN UU  :

1. Trouver en fonction de  :
a) La vitesse v de la particule, à la position M .

b) L’expression de la réaction normale N , à la position M .

2. Déduire l’angle sous lequel la particule quitte la surface de l’hémisphère.

0M

O

M
m

R

a x

O

y

cf

N

P

0V

x

O

y

1P

A
B

2P

1T

Aa

Ba
cf

N

x

y

2T

B
A
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RRééppoonnsseess

1. a)
d
d

t
vsing

d
d

d
d v

t
sing

dd v
R
vsing

Par intégration entre : )0,0(0 vM  et ),( vM

la vitesse à la position M  est : )(12 cosgRv

b) 2)3( cosgmN

2. la particule quitte la surface de l’hémisphère 0)(àN
3
2Arccos 2,48

CCHHAAPPIITTRREE 55 :: TTrraavvaaiill && EEnneerrggiiee

EExx.. 55--11
Dans le plan )(xOy , un champ vectoriel ),( yxF  est définie par : jyxixyyxF )(3)(3),( 22

1. Démonter que le champ F  est dérivé d’une fonction scalaire ),( yxf .

2. Trouver l’expression de ),( yxf , sachant que 0)0,0(f .

SSoolluuttiioonn
Dans le plan )(xOy , un champ vectoriel ),( yxF  est définie par : jyxixyyxF )(3)(3),( 22

1. F  est dérivé d’une fonction scalaire ),( yxf 0)(FRot

Avec : FF)(Rot

zyx FFF
zyx

kji
k

y
F

x
F

j
z
F

x
Fi

z
F

y
F xyxzyz

Pour :

0

)(3

)(3

2

2

z

y

x

F

yxF

xyF

)(FRot kji 330000 0

  Le champ jyxixyyxF )(3)(3),( 22   est dérivé d’une fonction scalaire ),( yxf
.

2. L’expression de ),( yxf :

F est dérivé de ),( yxf )( fF grad )( f

kFjFiF zyx k
z
fj

y
fi

x
f

(3)Eq

(2)Eq

(1)Eq

...........................

.............

.............

0

)(3

)(3

2

2

z
f

yx
y
f

xy
x
f

Etape  : D’après l’équation (1) : )(3 2xy
x
f xxyf )(3 2

Par intégration, on trouve : xxyff )(3 2

N0M

O

M

R
P

NU

TU

V
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L’intégrale est par rapport à ""x , donc : xxxyf 233

),(3 1
3 zyCxyx

Tels que : ),(1 zyC  est la constante de l’intégrale par rapport à ""x , donc elle est
indépendante de "" x  mais variable en fonction de "" y et "" z .
Alors, pour déterminer la fonction ),,( zyxf , on doit chercher l’expression de la
fonction ),(1 zyC

Etape : En remplaçant par l’expression ),(3 1
3 zyCyxxf  dans l’équation (2) :

)(3 2yx
y
f 21 333 yx

y
Cx

21 3y
y
C

yyC 3 2
1

 Par intégration, on trouve : yyCC 2
11 3

L’intégrale est par rapport à "" y , donc : )(2
3

1 zCyC
Tels que : )(2 zC  est la constante de l’intégrale par rapport à "" y , donc elle est
indépendante de ""x  et  de "" y mais variable en fonction de ""z .

Etape  : En remplaçant par l’expression )(3 2
33 zCyyxxf  dans l’équation (3) :

0
z
f 02

z
C

CctezC )(2

Tels que : C  est une constante indépendante de ""x , de "" y et  de "" z .

l’expression de la fonction f  est Cyxyxyxf 3),( 33

La constante C  peut être déterminée à partir de la condition initiale : 0)0,0(f 0C

Alors : le champ jyxixyyxF )(3)(3),( 22   est dérivé de la fonction scalaire :

yxyxyxf 3),( 33

EExx.. 55--22
Une masse ponctuelle m est lancée vers le haut depuis le point A  avec une
vitesse initiale Av , comme le montre la figure ci-contre.
En supposant que la force de frottement de l'air est verticale et de valeur
constante f .

En utilisant le théorème de l’énergie cinétique )( extFWEC , calculer :

1. La hauteur ( ABh ) atteinte par la masse m .

2. La vitesse ( Av )  de  la  masse m  lorsqu'elle repasse par le point de
lancement.

On donne : -2sm10g , g200m , -1m.s10Av , N5,0f

SSoolluuttiioonn
Une masse ponctuelle m est lancée vers le haut depuis le point A  avec une vitesse initiale Av .
Le mouvement de m se déroule en trois phase :

Mouvement ascendant : dirigé vers le haut ( de A  vers B )
Repos momentané : au point B ( 0Bv  )

Mouvement descendant : dirigé vers le bas ( de B  vers )A

)( AzA

0Bv

AV

z

)( BzB

AV
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1. Au cours du mouvement ascendant ( de A  vers B ) :
La masse m est soumise aux forces suivantes :

– Le poids : kgmP

– La force de frottement de l'air : kff

En utilisant le théorème de l’énergie cinétique )( extFWEC  :

)()( AB CCC EEE 22

2
1

2
1

AB vmvm

      Avec : 0Bv )()(
2
1 2 fWPWvmE BABAAC

– Le travail de P  : ABPlPPW
B

A
BA d)(

)( AB zzgm

– Le travail de f  : ABflffW
B

A
BA d)(

)( AB zzf

Avec :
AB zzABh

)(

)(

:

:

0)()(

0)()(

résistanteest

résistanteest

ffWhffW

PPWhgmPW

BABA

BABA

Donc : )(
2
1 2 fgmhvm A )(2

2

fgm
vmh A

AApppplliiccaattiioonn NNuumméérriiqquuee :: Pour : -2sm10g , g200m , -1m.s10Av , N5,0f

)( 5,010),20(2
(100),20h m4

2. Au cours du mouvement descendant ( de B  vers A ) :
La masse m est soumise aux forces suivantes :

– Le poids : kgmP

– La force de frottement de l'air : kff

En utilisant le théorème de l’énergie cinétique )( extFWEC  :

)()( BA CCC EEE 22

2
1

2
1

BA vmvm

      Avec : 0Bv )()(
2
1 2 fWPWvmE ABABAC

– Le travail de P  : BAPlPPW
A

B
AB d)(

)( BA zzgm

)(0 motriceestPhgm

– Le travail de f  : BAflffW
A

B
AB d)(

)( BA zzf

)(0 résistanteestfhf

Donc : )(
2
1 2 fgmhvm A

P

f

)( AzA

0Bv

z

)( BzB

k

Av

P
f

)( AzA

0Bv

z

)( BzB

k

Av
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Avec :
)(2

2

fgm
vmh A 22

)(
)(

AA v
fgm
fgmv

Alors :
)(
)(

fgm
fgmvv AA

AApppplliiccaattiioonn NNuumméérriiqquuee ::
5,010),20(
5,010),20(10 )(
)(

Av -1m.s7,7

EExx.. 55--33
Une bille, de masse m , se déplace sans frottement sur
une trajectoire ABC  formée de deux parties. La partie
BC  est un demi-cercle de centre O  et  de  rayon R
(figure ci-contre).
À l’instant 0t , la bille est lancée en A  avec une
vitesse initiale horizontale de valeur 0v . À l’intérieur
du demi-cercle, la position M  de la bille est repérée
par l’angle , qui est l’angle entre les vecteurs OB  et
OM .

1. Représenter en position M , les forces agissant sur la bille.
2. En utilisant le principe de conservation de l’énergie mécanique 0TE , déterminer, en

fonction de g , 0v , R  et , la vitesse de la bille à la position M .
3. En utilisant le P.F.D, trouver, en fonction de g , 0v , R  et , l’expression du module N de

la réaction normale appliquée sur la bille en position M .
4. Déterminer, en fonction de g  et R , la valeur de 0v pour laquelle la bille peut quitter la

surface du demi-cercle à un point D  de hauteur
3

5 RhD     .

SSoolluuttiioonn
1. A la position M , la bille est soumise aux

forces suivantes :
– Le poids : P

– La réaction normale : N

2. En  absence  de  frottement  (forces  non
conservatives sont nulles), on peut
utiliser le principe de conservation de
l’énergie mécanique : 0TE
Donc, entre la position A et la position M :

0)()( AM TT EE )()( MA TT EE
)()()()( MMAA PCPC EEEE

A la position A  :  l’énergie cinétique est : 2
02

1
)( vmE AC

 l’énergie potentielle gravitationnelle est : 0)( AP hgmE A (puisque :

0Ah ) ;

A la position M :  l’énergie cinétique est : 2

2
1

)( MC vmE M (avec : MM Vv ) ;

     l’énergie potentielle gravitationnelle est : MP hgmE M )(

                                     Avec : )1( cosRhM )1()( cosRgmE MP

A

0V P

O

B

C

R

N
M

Mh

cosR

0PE

0Niveau PE

M

O

A B

C

D

R
0V

Dh
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Alors : 0TE )1(
2
1

2
1 22

0 cosRgmvmvm M

)1(
2
1

2
1 2

0
2 cosRgmvmvm M

 la vitesse de la bille à la position M  est : )(122
0 cosRgvvM

3. En appliquant le P.F.D, à la position M : amFext amNP

La projection sur la base de Frenet )( , NT UU , nous donne :

(2)Eq.........

(1)Eq.................

sur

sur

N

T

N

T

amNcosP

amsinP

U

U

D’après l’équation (2), l’expression du module N est :

cosgmamN N

Avec :
2

R
va M

N R
cosRgv )(122

0

)(12
2
0 cosg

R
v

Donc : )1(2
2
0 cosgmcosgm

R
vmN

32
2
0 cos
Rg

vgm

4. La bille quitte la surface du demi-cercle la réaction normale N est nulle : 0N

Donc, au point D  :

032
2
0

Dcos
Rg

vgm )32(2
0 DcosRgv

Avec : 1
R
h

R
hRcos DD

D (d’après le résultat : )1( MM cosRh )

312
0 R

hRgv D

Pour :
3

5 RhD la vitesse initiale 0v doit être : Rgv 20

EExx.. 55--44
A l'instant 0t , un corps ponctuel, de masse m , est libéré du repos au point A , et se déplace le
long du chemin ABCDE  (figure ci-contre).

1. Entre les positions A  et B , le corps est
en chute libre, puis se déplace sans
frottement le long d’un quart de cercle
BC de rayon R .
a) En utilisant le principe de

conservation de l’énergie
mécanique, déterminer, en fonction
de g , R  et , la vitesse du corps à
la position 1M .

b) Déduire la vitesse ( ) du corps au
point .

Cv
C

O

B

C

R

?D

D

3
5 RhD

P

NU TUN

a

0PE

x

y

i

j

0Av

R

R

C

A

L

1M

D E

k

O

x

B

0Ev2M
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2. Sur la piste horizontale CD , de longueur RL
2
3 ,  le  corps  est  soumis  à  une  force  de

frottement ( cf ) qui fait diminuer progressivement sa vitesse jusqu’à
2
C

D
vv  au point D .

a) Représenter en position 2M , les forces agissant sur le corps.
b) En utilisant le P.F.D, trouver l’expression de cf en fonction du coefficient de

frottement cinétique ( c ) de la piste CD .
c) A l'aide du théorème de l’énergie cinétique, calculer la valeur de c .

3. En fin de la piste CD (au point D ), le corps percute un ressort horizontal libre de raideur

k  et le comprime d'une contraction
4
Rx .

a) Représenter en position E , les forces agissant sur le corps.
b) Si le corps arrive au point E  avec une vitesse nulle ( -1sm0Ev ), déterminer en

fonction de m et g ,  la constante de raideur k  du ressort.

SSoolluuttiioonn

1. Mouvement du corps sur la partie du chemin ABC :
a) En absence de frottement, on peut utiliser le principe de conservation de l’énergie

mécanique : 0TE :

Alors, entre la position A et la position 1M  : 0)()( AM TT EE )()( 1MA TT EE

Avec , AAPCT hgmvmEEE AAA
2
1 2)()()(

)2(0 Rgm Rgm2

Et :
112

1 2
111 )()()( MMPCT hgmvmEEE MMM

)1(
2
1 2

1
sinRgmvm M

Donc : 0TE )1(2
2
1 2

1
sinRgmRgmvm M

)1( sinRgm

)(12
1

sinRgvM

b) La vitesse du corps au point C  : )
2

(
1

àMC vv 2 RgvC

2. Mouvement du corps sur la piste horizontale CD :

a) Entre la position C et la position D :

Le corps est soumis aux forces suivantes :

– Le poids P
– La normale de la réaction N
– La force de frottement cf

Selon le repère choisi, les forces s’écrivent :

P
P

0
;

N
N

0
;

0
c

c

f
f

b) En appliquant le P.F.D, à la position 2M : amFext amfNP c

La projection sur le repère choisi, nous donne :

a

C

m
x

y

N

P 0
L

CD
cf D

DV

2M
CV

0PE

0Av

C

A

1M

O

CV

RhA 2

sinRR

1Mh
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0 (2)Eq..............

(1)Eq.................

)(axel'sur

)(axel'sur

NP

amfc

y

x

D’après l’équation (2) : gmPN
Alors, la force de frottement est : Nf cc gmc

c) En utilisant le théorème de l’énergie cinétique :

Entre C  et D  : )( extFWEC )()()( c)()( fWNWPWEE DCDCDCCC CD

)()()(
2
1

2
1

c
22 fWNWPWvmvm DCDCDCCD

– Le travail de P  : CDPlPPW
D

C
DC d)(

0 ( P est perpendiculaire au déplacement CD )

– Le travail de N  : CDNlNNW
D

C
DC d)(

0 ( N est perpendiculaire au déplacement CD )

– Le travail de cf  : CDflffW
D

C
DC d)( ccc

Lfc ( avec RL
2
3 )

Rgmc2
3

Alors : Rgmvmvm cCD 2
3

2
1

2
1 22 ( avec 2 RgvC   et

2
Rgvv C

D
)

Donc, le coefficient de frottement cinétique de la piste CD  est : 1
3
3

c Rgm
Rgm

3. Mouvement du système corps + ressort entre les positions D et E :

a) En position E , le corps est soumis aux forces suivantes :

– Le poids P
– La normale de la réaction N
– La force de rappel du ressort rF

Selon le repère choisi, les forces s’écrivent :

P
P

0
;

N
N

0
;

0r

k
F

b) En utilisant le théorème de l’énergie cinétique :

Entre D  et E  : )( extFWEC )()()( r)()( FWNWPWEE EDEDEDCC DE

)()()(
2
1

2
1

r
22 FWNWPWvmvm EDEDEDDE

– Les travaux de P  et de N sont nuls : 0)(PW ED  et 0)(NW ED

( P et sont perpendiculaires au déplacement DE )N

x

y

N

P

rF

D E

k

)0;( EE vxx

x

);0( Rgvx DD
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– Le travail de rF  : d)( crr

E

D
ED lFFW

        Le déplacement élémentaire du trajet de D à E  est :
0

d
d

x
l

d)(
0

r

xx

x
ED

E

D

xxkFW 2

2
1 xk

Alors : 222

2
1

2
1

2
1 xkvmvm DE ( avec 0Ev ) 2

2
1)(

2
1 xkRgm

Donc, la constante de raideur du ressort est :
2x
Rgmk

Pour une contraction finale du ressort :
4
Rx

la constante de raideur, en fonction de m et g , est :
R
gmk 16

EExx.. SSuupppp.. 55--11

Une particule est soumise à une force F définie en coordonnées cartésiennes par :

kzycxjzyxbizayxzyxF )24()3()2(),,( ( a , b  et c  sont des constantes)

1. Trouver les valeurs de a , b  et c  pour que F dérive d’un potentiel ),,( zyxEP .

2. Trouver l’expression du potentiel ),,( zyxEP , sachant que 0)0,0,0(PE .

RRééppoonnsseess

1. 0)(FRot

1
2
4

c
b
a

kzyxjzyxizyxzyxF )24()32()42(),,(

2. )( PEF grad yzxzxyzyxzyxEP 42
2
3

2
1),,( 222

EExx.. SSuupppp.. 55--22

Un ressort de constante de raideur -1N.m1000k , est solidement

fixé en bas d'un plan lisse incliné d'un angle . Sur ce même plan et à

une distance m1d  de l'extrémité libre du ressort, un bloc de masse

Kg1m commence à glisser vers le bas avec une vitesse initiale

-1
0 sm1v  en direction du ressort (figure ci contre).

En utilisant le principe de conservation de l’énergie mécanique 0TE , calculer la contraction maximale ( x )

du ressort lorsque le bloc s'arrête momentanément.  On prend : -2sm10g .

RRééppoonnsseess

0)()( initialepsoitionTfinalepsoitionTT EEE

)()()()( finalePfinaleCinitialePinitialeC EEEE

)()()()( initialePfinalePfinaleCinitialeC EEEE

d
0V

k

x

m

initialeh

finaleh

finaleinitiale hh

d
0V

30

k

x

m
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2

2
0

2
1

0

2
1

)(

)(

)(

)(

xkhgmE

E

hgmE

vmE

finalefinaleP

finaleC

initialeinitialeP

initialeC

22
0 2

1)(
2
1 xkhhgmvm finaleinitiale

Avec : )( sinxdhh finaleinitiale 0
2
1)(

2
1 2

0
2 vmsinxdgmxk

(1)Eq.........0)2()2 2
0

2 ( )( vmdsingmxsingmxk

Pour : 30 , Kg1m , -1N.m1000k , m1d , -2s.m10g et -1
0 m.s1v :

Nous avons : (1)Eq (2)Eq.........011101000 2 xx

L’équation (2) admet deux solutions :

)(

)(

011,0
2000

21010

01,0
2000

21010

2

1

acceptéevaleur

refuséevaleur

x

x

 La contraction maximale du ressort est : cm11x

EExx.. SSuupppp.. 55--33
On considère un chariot (ponctuel), de masse Kg1m , se déplace
sans frottement sur un rail ABCD situé dans le plan vertical (figure
ci-contre). Le rail est constitué de trois parties :

Une partie rectiligne AB  de longueur L  et d’un angle
d’inclinaison 60 ;

Une portion de cercle BC  de rayon
3

LR et de centre O ;

Un demi cercle CD   de rayon R  et de centre O  (les points C
et D sont situés sur la même ligne verticale).

A l'instant 0t , on lâche le chariot sans vitesse initiale à partir du point A , et on étudie son mouvement dans
le référentiel terrestre (supposé galiléen).

1. En utilisant le théorème de l’énergie cinétique )( extFWEC . Donner, en fonction de g  et R  ,

l’expression de la vitesse ( Bv ) du chariot au point B .

2. En utilisant le principe de conservation de l’énergie mécanique 0TE :

a) Déterminer, en fonction de g   , R  et  , la vitesse ( Mv ) du chariot à son passage en point M
repéré par l’angle  .

b) Calculer la vitesse ( Dv ) du chariot lorsqu’il arrive au point D  ( D ) .

c) Quel est le mouvement du chariot au delà du point D  ?

RRééppoonnsseess

1. )( ext)()( FWEEE AB CCC RgvB 3

2.  a) 0)()( AM TTT EEE ))(1(2 cosRgvM

b) 0Dv

c) Chute libre suivant la verticale CD

M
O

A

B

C

D

60

0C

D

0PE

R

0Av


