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TRAVAUX DIRIGES

CHAPITRE 1 : Rappel Mathématique

Ex.1-1

La resistance R equivalente a un ensemble de deux résistances R, et R, montées en dérivation

(en parallele) a pour valeur : R:M. Apreés avoir effectué des mesures, on obtient
R +R,

R=1+£001QetR,=2 0,01 Q.
1. Calculer la valeur de la résistance équivalente R .

2. Trouver l'incertitude absolue AR et I'incertitude relative ¢, :A_; .
Solution
1. Nousavons: R = R R, ,avec R =1 QetR,=2 QO = R:lX2 zgzo,e‘,e? Q
R +R, 1+2 3
2. L'incertitude absolue : AR = 6_R AR, + 6_R ‘AR,
oR, R,
R,-(R, +R,)-R,-R R,
Calcul des dérivées partielles : R _R (R +R,)-R: R, = 2
R, (R, +R,)’ R +R,
2
ot R _R-(R+R)-RR, [ R
2R, (R, +R,) R +R,

2 2 2 2
= AR= R, AR, + Ry AR, :(E) ><0,01+(l) x 0,01
R +R, R +R, 3 3

:gx 0,01 ~0,006 O

Donc, la résistance équivalente s’écrit: R=R*AR =0,667 + 0,006 Q

L'incertitude relative : ¢ = AR :EXO,O]_X% ~ 0,008
R

=0,8 %
Ex. 1-2
Une bille est lachée d’'une hauteur h, a son arrivée au sol elle avait une vitesse v = \/m . Sila
hauteur h =53,6 m, mesurée avec une incertitude Ah=1cm, et l'accélération gravitationnelle
g =981 ms*, donnée avec une précision ¢, =01 % .
Calculer la vitesse de la bille & I'arrivée au sol, et estimer l'incertitude absolue Av ?

Solution
1. Lavitesse de la bille a l'arrivée au sol : v=,/2-g-h

=4/2x9,81x536 ~3243 m.s™

2. L’incertitude absolue : AV = ﬂ -Ag + ﬂ‘-Ah
09 oh
Calcul des dérivées partielles : ﬂ:L:E et QZLZE
09 +2-g-h v oh 2-g-h v

= av="(gee) e oan = 338 00010y [+ 28 [ L
v v 32,43 32,43 100

~0,02 ms™

Donc, la vitesse a I'arrivée au sol s’écrit: v=v+Av =32,43+0,02 ms*
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Ex. 1-3
Dans le plan (xOy) muni de la base vectorielle (i, ), on considére les points : A(-3,2), B (3,5)et
C(-1,-2).

1. Représenter les points A, Bet C.
. Calculer les composantes et les modules des vecteurs AB et AC.

2
3. Déterminer les vecteurs unitaires des vecteurs AB et AC .
4. Déterminer un point D, du plan (xOy), tel que ABCD soit un parallélogramme.

Solution
Dans le plan (xOy) muni de la base vectorielle (i, j), /.
on considere les points: A(-3,2), B(3,5)et 5 .B
C(-1,-2). 4. /
(-1.-2) B~ DA
: | é
1. Représentation des points A, Bet C. LA ” | I
Les composantes des bipoints AB et AC : - B : ‘;D
- - - Ia = L T
AB =(Xg =X) 1 +(Yg = Ya) ] 171 | l‘ “““““““ L
—(3-(3)i+(5-2)] =67+3] 83\ O .73
A_/ “‘.,¢¢¢:
—_— i e d et 2
AC = (Xc =Xa) i +(Yc = Ya) ] C
=(D-(3)i+((-2-2) ) =2i-4] ‘
Les modules : HEH:J(GZ)JF(Q,Z) —.J45 =35
|ac| =@+ =20 =215
o AB 61+3] 1, - -
3. Les vecteurs unitaires : = = =—— (27 +
uAB A_B, 3\/5 \/g( J)
_ AC 2i-4]j 1, o
U_. =7— = =—(1-2
e =T e ~e(-2D
4. Un point D (x, y), tel que ABCD soit un parallelogramme < AB=CD (ou AC=BD)
Alors, 6T+3]=(x=x)T+(y-Yo)]=(X+D)i+(y+2) = {XJF;:E;
ytze=

Donc, les coordonnées du point D sont: (5,1)

Ex. 1-4
Dans un repére orthonormé direct (O.N.D) R (O, 1, j, IZ) , on considére les vecteurs :
V,=37+3] ; V,=i+3j+k ; V,=ai-j+bk et V,=2i-k
1. Représenter les vecteurs V, et V, .
2. Calculer les modules : H\71 ” et ” v, H
3. Calculer le produit scalaire \71 .\72 et les composantes du produit vectoriel \71 /\\72.
4. Calculer par deux méthodes différentes l'angle « formé par les vecteurs \71 et \72 (

a=W,,V,))

Calculer, en fonction de a et b, les composantes du double produit vectoriel V, A (V, AV,) .

o

6. Trouver a et b pour que le vecteur \73 est perpendiculaire au plan (P) formé par les
vecteurs V, et V,.
7. Calculer le produit mixte (V,,V,,V,) et montrer que le vecteur V, appartient au plan (P).
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Solution
Dans un repére O.N.D R (O, IZ) on considere les Z,
vecteurs : V,=37+3] et \7 =7 +3]+k 1
1. Représenter les vecteurs V, et V, . 1 .

2. Les modules : ”\71 ” :W =32 71 I;
V|- @ = L "V/
T 1
X

3. Le produit scalaire : V, .V, = (3x1) + (3x3) + (0x1)

=12
ik
Le Droduitvectoriel:\7l/\\72= 330 ZTB ﬂ_][i (1)}42[:13 2}
1 31
=(3-0)1 -(3-0)j+(9-3)k
=37 -3]+6k

4. L'angle « formé par les vecteurs \71 et \72 :

Méthode 1 : D'aprés le produit scalaire : V, oV, = |V, | |V, |-cosa = cosa = E 2” ( |
Alors, cos o =ﬁ 2 31 ~085 = o ~3148°

Méthode 2 : D'aprés le produit vectoriel : |V, AV, | = |V, ||V, | sina |
= Jsinal W
Alors, [sine | < @) )6 36 3 com st

W21 3/2xa11

5. Soit le vecteur : V, =ai — j +bk

—)

Le double produit vectoriel : \73/\ (\71/\\72) =

D
|
-
o T~

3 -3
=(-6+3b)i —(6a-3b)j+(-3a+3)k
6. Le vecteur \73 est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs \71 et \72

et \73/\(\71/\\72)=6

-6+3b=0
Alors, (-6+3b)i—(6a—3b)j+(-3a+3)k=0 = Jga_3p=0
-3a+3=0
Donc, les valeurs de a et b sont: {a:l
b=2

Dr. KHALFALLAH F.



TRAVAUX DIRIGES

7. Soit le vecteur : V, = 2i —
Le produit mixte : (V,,V,,V,)=(, AV,).V,=6-6 =0

[ER

Le produit mixte (V,,V,,V,) est nul, donc les vecteurs V, , V, et V, sont coplanaires
(appartiennent au méme plan (P))

Ex. 1-5
Soit le repére R (O, x, y, z) muni de la base O.N.D (i, j,k). On considére, dans le plan (xOy), deux
vecteurs unitaires perpendiculaires U et V tournant autour de l'axe (Oz), avec O =wt l'angle
formé par les vecteurs U et i (o est une constante).

1. Exprimer les vecteurs (0 et V dans la base (i, j, k).

2. Déterminer un vecteur unitaire W, tel que (i, V, W) constitue une base O.N.D.
3. Exprimer la base (i, J, IZ) dans la base (4, v, w) .
4. Calculer dans la base (i, j,k) les dérivées : C:j_u et C:j_v
t
R

t .
Soient le vecteur : F =cos (bt) i +sin (bt) j +t> k et la fonction scalaire A(t)=e ' (a et b sont des
constantes).

d(AT)| ot J@AF)

5. Calculer dans la base (i, j, k) les dérivées : | .
dt |, dt |

Solution

Soit le repére R (O, x, y, z) muni de la base O.N.D (i, j,k). On considére, dans le plan (xOy), deux
vecteurs unitaires perpendiculaires U et V tournant autour de l'axe (Oz), avec 0 =wt l'angle
formé par les vecteurs U et i (o est une constante).

1. D’apres le produit scalaire (ou par projection) :

W#IH =1xcos 6 = cos(w t)

1) 1xcos(E-0)=sin(wt)
i 2

U-K _1xcos =0
k 2

Alors, le vecteur (i = cos(wt) i +sin(ot) j

Vel _1xcos (£ +0) = —sin(wt) AN, 1

Ve 5 ot
"J _1xcos(6) = cos(wt) o+ 2l x
J |

Ve K T
—=1xcos () =0
: (2)

Donc, le vecteur vV = —sin(w t) i +cos(wt) |
2. Soit un vecteur unitaire : W= xi+y j+zk (c.ad: (x> +y?+z%>=1)

Les vecteurs (i, V, W) constituent une base O.N.D
< Le produit mixte 1 (G,V,W)=(GAV).w =1
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i ik
Avec : i aV=| cos(wt) sin(wt) 0| =K
—sin(wt) cos(wt) O

Donc, (i,V,wW) = (iAV).w=2Z=1, et par conséquent: x=0et y=0

Alors, le 3¢me vecteur de la base O.N.D (U, Vv, w) cest le vecteur unitaire : w=Kk
.Labase (i, J,k) en fonction de la base (d,V, W)

i =cos(wt)i +sin(wt) j i =cos(wt)i—sin(wt)V

D’apres les relations : )y — —sin(wt) 7 +cos(wt) j »NOUSAVONS : ! = sin(ewt) U +cos(wt) V

=
Il
=~
~1
Il
=

. Le calcul, dans la base (7, j, k), des dérivées

. KHALFALLAH F.

dd =—dcos(wt)i*+cos(aot)d—I , Gsin(@t) ]+s.in(aot)d—J (avec: dil G e d =0)
dt, dt |, dt dt|, dt|_ dt|,
N R R d i
Alors, d_u =—sin(ot)i +owcos(wt) j=wV (avec : a)=—93d—u :d—9\7
t, dt  dt|, dt
— i . . . . do
etaussi: V| __0i@Y , de0s@Y) 5 ooty wsint) = —0i  =—o
dt |, dt dt dt
. Soient le vecteur : F = cos (bt) i +sin(bt) j +t2 k et la fonction A(t)=e™* .
Le calcul, dans la base (i, j, k), des dérivées :
9| o, 00
dt |, dt dt|,
=—ae*' (cos(bt) T +sin (bt) j +t2 k) +e 2 (=bsin (bt) T +bcos (bt) j + 2t k)
— 7! ((~a cos (bt) — sin (bt)) T + (~a sin (bt) +cos (bt)) J +(—at’+21)K)
et : dUAT) _duj o . dr]
dt |, dtl, dt|,
i i i k
Avec : d—‘t’ AF=|—wsin(@t) wcos(@t) 0
R cos (bt) sin(bt)  t?
=wt? (cos(wt) i +sin(wt) J)— o (sin(ewt) sin (bt) + cos(w ) cos (bt))k
=wt?(cos(wt) T +sin(wt) ) — o cos(w—b)tk
5
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i i k
=| cos(wt) sinfwt) O
R |-bsin(bt) bcos(bt) 2t

Et: U/\E

=2t (sin(@t) i —cos(wt) J) +b (cos(ewt) cos (bt) + sin(w t) sin (bt)) k
=2t (sin(wt) i —cos(wt) ) +bcos(w—b)tk
Donc :

d(G A T)

) = (@12 (cos(wt) + 2t sin(@ 1) )i + (@12 sin(@t) - 2t cos(w 1)) j + (b - ») cos(w —b) tk

R

Ex. 1-6
Soient les vecteurs OM et ON illustrés a la figure ci-contre,

avec ”W“:4 et “ﬁi”:5 :
1. Calculer les coordonnées polaires (p,0) et cartésiennes

(x,y) despoints M et N.
2. Déterminer et représenter, dans le plan (xOy), les bases

vectorielles (U, ,U,) associées aux points M et N .

> X
Solution
1. Les coordonnées polaires de : Ya
M : {pM ZHOM H=4 NP Y,
9M :600 : yM ______ M
' 30° | —— '
— = oM/ 1
N pN=HON H:s ON ;
0, =90° +30° =120° : ' ‘&30
) Xy 0] X >X
Les coordonnées cartésiennes de :
M - )M =P -cos(6,,) =2
Yu = Pu -sin(Oy) = 2\/§
u Yy
N : Xy = py -€0s(0y) =-2,5 S y F - U’
" lyy = py sin(B,) =253 . .N ------ M Ugny £ 200)
2 L i T . UB(N) ' Yl - M
. La base vectorielle (U ,U,) de: ! o
e 0 - = 1 0 g E pN S S p'Y'
M - UP(M)ZCOS(QM)-I+SIn(9M)-J=§(|+ 3.1) : ] '
U’ . . 9 - 9 = l( \/g - __.) : J . M:
ooy = —SiN(@y ) -1 +cos( M)-]—E— A+ % 2 o > X
U, =cos(9N)-T+sin(9N)-T:l(—f+ 3])
N 2

Lje(N) = —Sin(QN)-T+cos(9N)-]:%(_\/5.?_ ])

Dr. KHALFALLAH E. 6
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Ex. 1-7

Soient les points P et P, définis par les coordonnées cartésiennes, respectivement, (1,2,2) et
(-1,-2, 2) . Calculer leurs coordonnees cylindriques (p, 0, z) et sphériques (r, 0, ¢) .

Solution

1. Systéme cartésien — Systéeme cylindrique :
P=sz+y2 P=VX2+YZ

9=arctan(1) si:x>0 =+ ou 9=arctan(l)+7r si:x<0
X X

1=1 1=1
P =+ X2 +yE ~ 224
= Le point P, (1,2,2) : 0, _arctan(yl} 63,43°
Xl
2,=2,=2
24y2 ~224

= Lepoint P,(-1,-2,2) = g, —arctan( }+180°z243,34°

2. Systéme cartésien — Systéme sphérique :

r=yx>+y?+1z° r=yx?+y’+z°
z - z
0 = arccos| ———————|  OY g =arccos| ————
X2 +y?+z? JX2+y?4z?
go:arctan(l) si:x>0 go:arctan(l)wr si:x<0
X X

= Le point P, (1,2,2) : 0, = arccos[#] ~ 4819

VXYL 2

@, = arctan (ﬁj ~ 63,43
Xl

r, =X, +y>+2.=3

0, = arccos 2 |s 4819
VX; Y+
Yo

X,

= Le point P, (-1,-2,2) :

P, = arctan( J +180° ~ 243,34°

Dr. KHALFALLAH F. 1
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Ex. Supp. 1-1
On considere un cylindre de béton de diamétre d =15,8 + 0,1 cm et de hauteur h =32 + 0,1 cm . La masse

du cylindre est m =15,2 + 0,1 kg . Déterminer la masse volumique p du béton en précisant I'incertitude
absolue Ap etl'incertitude relative €,

Réponses
4 m 4] Am mAh 2mAd
1. p=—. =242387 Kg-m™@ ;2. Ap=— + + =542 Kg-m~ ;
P ha? > v n[hdz h? @ hds} .
3.6,=22%
Ex. Supp. 1-2

Dans un repére O.N.DR (O, 1, j, k), soitles vecteurs U =3 [+K et V =] +2K.
1. Représenter les vecteurs UetV.
. Calculer les modules H L] “ et “\7 H .

N

. Calculer le produit scalaire Uu.Vv.

AW

. Calculer les composantes du produit vectoriel W=UAnrV ; puis son module “VV “ .

5. Déterminer le vecteur unitaire de W .

Réponses
2. ”U”:\/E et“\7”=\/§ -3.U.V =5 ;4. W =UAV =57 et ”WHzS;

5. Vecteur unitairede W : W=1i

Ex. Supp. 1-3
Dans un repére O.N.D R (O,1i, ], k), on considére deux vecteurs 0 et V définis a tout instant t par :
0 =sin(t)i+cos(2t) j+t>k et Vv=e'i—2cos(3t)]+sin(3t)k

1. Déterminer les dérivées : d_u et (;_V
t
R

dt

2. Déterminer I'instant 7 ot le vecteur : W =e® [ +cos(3t) j—2sin(3t) k est perpendiculaire & V .

alinstant t =0.
R

Réponses
dU 0 o g . dU -
1. —| =cos(t)i—-2sin(2t) j+2tk = — =i
R dt R (& t=0)
d\7 it T o = g d\7 g 5
—| =—e'i+6sin@3t) j+3cos(Bt)k = — =—i+3k
dt R dt R (& t=0)
2. W estperpendiculaire a V allinstant: 7 : We V=0 = T=@
2
Ex. Supp. 1-4
1. Déterminer les coordonnées cartésiennes d’'un point M défini par ses coordonnées cylindriques
(3,30°,2).
2. Déterminer les coordonnées cartésiennes d’un point N défini par ses coordonnées sphériques
(2, 45°,60°) .
Réponses
1. Coordonnées cartésiennesde M: (2.6,1.5,2) ;

2. Coordonnées cartésiennesde N: (0.71,1.22,1.41)
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CHAPITRE 2 : Cinématique du Point Matériel

Ex. 2-1
Un point matériel M se déplace dans le plan ( xOy ) suivant les équations horaires suivantes :

x(t) =t ; y(t)=t(4-1)
Déterminer I'équation y = f (x) et la forme de la trajectoire suivie par le point M .
2. Tracer la trajectoire de M sur un repére cartésien (O,i,]) et préciser les positions
correspondantes les instants t,=0s, t,=2set t,=4s.
3. Déterminer, en fonction du temps t :

a) Les composantes et le module v(t) du vecteur vitesse V(t) de M .
b) Les composantes et le module a(t) du vecteur accélération a(t) de M.

Solution
X(t) =t

Les coordonnées cartésiennes du point M sont : {
y(t) =t (4-1)

1. L'équation de la trajectoire : Xx=t = y=f(X)=x(4-X)=—x*+4x
La trajectoire suivie par M a une forme parabolique.

2. Représentation de la trajectoire y

3. a) Le vecteur vitesses est :

dm(t) _dx(t) T dy(t) ~ La trajectoire de M
dt ot at
(ou V(1) =x®)T+y(®) J)

V(t) =

at,=4s

= V({t)=i+(2-2t)]

Q.
OH
Il
Olo -

Et le module de V(t) est:

v(t) = H\7(t) H =1+ (2-21)?

b) Le vecteur accélération est :
_oodvi)  dx() - d?y(t) -
at) = = 1+

® dt dt? da

(ou a(t) =X +y) )

= aM=-2j
Le module de a(t) est: a(t) =| a(t) | =2

Ex. 2-2
Un mobile M est repéré par ses coordonnées polaires PO
(p(),0(t)) dont les variations en fonction du temps sont
données par les graphes ci-contre : 4
On divise le mouvement de M en deux phases, la phase | 3_/
durant l'intervalle de temps [0,25], et la phase Il durant
I'intervalle [23,65]. ?
1. Pour chaque phase du mouvement, 1
a) Déterminer les équations horaires p(t) et 9(t). A I I
b) Ecrire, en systéme de coordonnées polaires, les °o 1 2 3 4 5 6

Dr. KHALFALLAH E. 9
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vecteurs vitesse et accélération, et déduire leurs o(t)[rad]
modules.
c) Ecrire, en systéeme de coordonnées cartésiennes, le

vecteur position OM(t), et etablir I'equation de la ?
trajectoire dans le plan (xOy).
2. Dans un repére cartésien (O,x,y), représenter la 4

trajectoire  du mobile M durant lintervalle de
temps [0, 65] . 0 tIs]

Solution

1. a) I. Laphase [0,2s]

p(t) m] o frad]
Unedroite: p(t) = o -t+ S
T
4 at=0:p(0)=p=2 2
at=2:p(=2-a+p=4
2
a=1 T
=
2 g2 4
1 Donc, p(t)=t+2
. L] ] 0 tl
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

La cordonnée radiale p(t) se variée selon une droite inclinée = p(t) = -t+ B =t+2

La cordonnee orthoradiale 9(t) est constante = 4(t) :%

1. La phase [2,65]

p(t) [m] o(t)[rad] Une droite: O(t) = -t +
Fat=2:0)=2-a+p=2
4
4 %"ét=6:9(6)=6~a+[1=%
T
3 T_J=%
2 =%
1 Donc, 9(t)=%~(t+2)
: \ L w
0 1 2 3 4 5 &6 0 1 2 3 4 5 &6
La cordonnee radiale p(t) est constante = p(t) =4
La cordonnée orthoradiale 9(t) se variée selon une droite inclinée
V4
=0(t) =at+ﬂ=1—6(t+2)
Donc, les équations horaires du mouvement sont :
pt)=t+2
Dans l'intervalle de temps [0,25] : ;
V4
o) =—
©=7
p(t)=4
Dans l'intervalle de temps [2,65] :
/4 V4
Ot)=—(t+2)=w(t+2) ,avec.w=—
(®) 16( )=o(t+2) 16

b) Dans le systeme des coordonnées polaires (UP,UG):

Vecteur position : OM (t) = pU,

Dr. KHALFALLAH E. 10
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Dans lintervalle de temps [0, 2s] : OT\/[(t)=(t+2)Uj, ;
Dans l'intervalle de temps [2,65s] : OM (t) =4U

Vecteur vitesse : V/(t) = dOS/I ® _ plTp +p6U,

t
Dans l'intervalle de temps [0,25] SV (1) :LTP (puisque (t) =%=cte = 0(t)=0)
Le module est : v(t) = V(t) | =1 m.s™

Dans lintervalle de temps [2,6s] : V(t)=4w U;:EUB’

Le module est : v(t) =“\7(t) ” =% m.s*

Vi Z—> _— .. . —_—
Vecteur accélération : F(t) = d\(/jt(t) _d ?j'tvzl ® :[/‘j—p 9'2] U, + [p9+2p9] U,

Dans l'intervalle de temps [0,25] a(t)=0
Le module est : a(t) =| &(t) [ =0 m.s?

Dans l'intervalle de temps [2,65] DA(t) = 4’ Lsz—ﬂ U

— M.S

Le module est : a(t) =| a(t) | = Z;r ’

c) Dans le systéme des coordonnées cartésiennes (i, j):
Vecteur position : OM (t) = x(t) i + y(t) ] = p (c059 i+sing ])

Dans l'intervalle de temps [0, 2s] :W(t):(t+2)(g T+g ]J: (tj;) (EHE

Dans l'intervalle de temps [2,6s] :W(t)=4(cos(a) t+2) i +sin(@t+2) j) -

d) L'équation de la trajectoire y= f(x) :

t+2

_ X(t)=—=

Dans l'intervalle de temps [0,25] : t\/EZ
+

y(t) =ﬁ

= y=X (c’est I'équation d’une droite) ;

Dans l'intervalle de temps [2,65] :{ X(t) = 4cos (o (t+2)) :
y(t)=4sin(w (t +2))

= y2 +x2 =16 (clest I'squation d'un cercle de centre 0(0,0) et de rayon R=4 cm)
2. La trajectoire du mobile M durant l'intervalle de temps [0,63] .

Dans l'intervalle de temps [0,25] :

Le mobile Mse déplace le long d'une ligne droite a une vitesse constante (

V(t)=U, =cte), donc son mouvement au cours de lintervalle [0,2s] est rectiligne
uniforme (MRU) ;

Dans l'intervalle de temps [2,65] :
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Le mobile M se déplace sur une trajectoire circulaire avec une vitesse angulaire
constante (w =60 =cte), donc son mouvement au cours de l'intervalle [2,65] est

circulaire uniforme (MCU) ;

yLm]
La trajectoire de M
at=6s
04)
at=2s
(N2.242)
MRU

Ex. 2-3

On considére une bille M se déplace en mouvement
rectiligne uniforme, a une vitesse v,constante, le long d’'un
tube rigide (figure ci-contre).
Le tube tourne autour d'un axe passant par son centre O a
une vitesse angulaire @ constante.
On suppose que le tube tourne dans le plan horizontal
(xOy ), autour de I'axe vertical Oz, et qu’a l'instant t=0s, il
est superposé a I'axe (Ox) et la bille se trouvée au point O.

1. Déterminer les coordonnées polaires (p(t),0(t)) et X

cartésiennes (x(t), y(t)) de M, et établir I'équation de sa trajectoire dans le plan (xOy).

2. Exprimer en fonction de vy, et o, les vecteurs vitesse et accélération de M dans la base
polaire (U ,,U,) -

3. Déterminer le rayon de courbure R de la trajectoire en utilisant la relation :

Vol
R

4. Trouver les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération.

“\7 (t) A A(t) H -

Solution

1. a) Les coordonneées polaires(p(t),o(t)) de Malinstant t :
(en considération qu'a linstant t=0s, le point M situé a l'origine O)

- Le point M se déplace le long du tube en MRU = p(t) = v, t
- Le point M se tourne avec le tube & la méme vitesse angulaire o = 0(t) =o't
Donc, les coordonnées polaires de M sont :

pt) =Vt
o) =wt
b) Les coordonnées cartésiennes (x(t), y(t)) de M
alinstant t :
X=pCcosf X(t) =v, tcos(ot)
=
y(t) =v, tsin(wt)

y=psinf
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c) L’équation de la trajectoire dans le plan (xOy):

cos(wt) _Yt

X
Nous avons : /\
sin(ot) =2t (-
y k_/
2 2 2

= X +Y =V t2 (trajectoire sous forme d'une spirale.).

2. Dans la base polaire (U, ,U,) :

a) Le vecteur vitesse V(t) : V(t) :% =pU_p> +p9U7
=V, U, +v, 0t U, = VU, +otU))
Son module est : v(t) = “ \7('[) “ =V, 1+ w’t? . (en considération que 'a l'instant v, est positive)

dv() d?OM(t)
dt dt?
=V, 0t U—p + 2V, 0 Ué = Vyo(-otU, +2U,)

Son module est : a(t) = &(t) |=v, @ 4+ 0’ t* .

3. En systéeme de cordonnées intrinseques :

=[5-062]0, + [p6+26]0,

b) Le vecteur accélération a(t) : a(t) =

- La composante tangentielle a(t) est: a, (t):? = di(v0 1+ a)ztz)
t t

ot

- 1l1+a)2 t?

- La composante normale a,(t) peut étre calculée par : a=,/a’+a;

2 442
= aj=a’-a’ = (v5w2(4+a)2t2))—@/122;}
L, Q)
Bk verroy
2+w*t?

Alors : a,(t)=v, ®

A1+ o’ t?

4. Le rayon de courbure R de la trajectoire :

— 3
En utilisant la relation : “\7('[)/\5('[) ” zw
U, U, K
Nous avons : V(t) nd(t)=v, (v, )| 1 ot 0 =v§a)(2+a)2t2)lz
-ot 2 0
. Vol _ v, L+ 0" )7
H\7(t)/\§(t)“ o2+’ t?)
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Ex. 2-4
Un mobile M d'écrit une hélice circulaire d'axe (Oz), définie par les coordonnées cartésiennes:
x(t)=Rcos (wt) ; y(t)=Rsin (ot) et z)=hot
avec R, h et » sont des constantes positives.
1. Déterminer, en fonction de R, hetw, les ZA
coordonnées cylindriques (p(t),0(t), z(t)) du mobile |
M

2. Trouver les expressions des vecteurs vitesse et
accélération dans la base cylindrique (U ,U,,k)-
3. Déterminer les modules des vecteurs vitesse et

accélération du mobile M.
4. Montrer que le vecteur vitesse fait un angle «
constant avec l'axe (Oz), et le calculer ?

5. Calculer l'abscisse curviligne s(t) du mobile M,
sachant qu’a l'instant initial t, =0, s(0)=0.

6. Trouver, en systéme de cordonnées intrinséques, les x&
composantes tangentielle a, (t) et normale a, (t) du vecteur accélération de M.

7. Déterminer le rayon de courbure R de la trajectoire de M.
8. Exprimer dans la base (UP,UB, k), les vecteurs de la base de Frenet (U,,U,,U,).

Solution
X(t)=Rcos (ot)
Les coordonnées cartésiennes du mobile M sont : y(t)=Rsin(ot)
zt)=hot
avec R, h et » sont des constantes positives.

1. Les coordonnées cylindriques (p(t),8(t), z(t)) de M :

p=Ax"+y? p(t)=R = cte
0 = arctan (1) = Ot)=wt
X

L, 2(t)=hwt

2. Dans la base cylindrique (U,,U,,K):

Zy La tangente
a) Le vecteur vitesse V(t) : T
V=vU, .
_ k
V(1) =_d0('j\f(t) —pU_ +p0U, +2k

=Ro U, +hok= o (R U, +hk)

b) Le vecteur accélération a(t) :

- 2 e . i —
dv(t) _d"OM(t) R U, e -
dt dt?

at) =

3. Les modules: ¢ Le module de V(t) est: v(t):”\7(t) “:a) IR2+h? = cte .

e Le module de &(t) est: a(t)=||a(t) |=Rw? =cte
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4. Langle o entre le vecteur vitesse V(t) et l'axe (0z) :

—

= « = langle entre V(t) et le vecteur unitaire k

Vi).k _  ho
ol ol

: . h 1
Calcul de a _: Nous avons: gy = -
JR? +h? (RJZ
—| +1
h
1

—___~— ____ ,onconclutque: ¢ =arctan (B)
vtan? a +1 h

5. L'abscisse curviligne s(t) du mobile M :

D’apres la relation : cosa =

Et d’aprés la relation ; cos g =

Nous avons ; v(t):H\7(t) ” =% = ds(t) =v(t) dt =w,/R*+h? dt

s(t) t
Par intégration entre t, =0 et t: Ids(t) =w /R? +h? Idt

5(0) t=0

Avec s(0)=0 ,donc: s(t)=w.,R?+h? t

6. En systeme de cordonnées intrinseques :

- La composante tangentielle a(t) est: a,(t) :mzo

dt
- La composante normale &, (t) est calculée par: a%=a’-a’=a’

= a,(t)= Rw® = cte
7. Le rayon de courbure R de la trajectoire :

- 2
. ) HV(t)H o? (R +h?) R? +h?
En utilisant la relation : at)=—— =R= =

R Rw? R

8. La base de Frenet (U;,U,,U,) : Z,

Nous avons

e Le vecteur vitesse :

V(t)=v(t) U; =0 R +h*> U,

= 0, =—~ (R U, +hk)
R2 +h?

e |e vecteur accélération :

dt)=ay(t) Uy +a, () U; =Rw? Uy

e (U;,U,,U,) estunebase O.N.D, donc: U; AU, =U
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_— —

) . u, U, k B L
= §,=——— |0 R h| = —=——(hU,-RK)
R? +h? 1 0 0 R? +h’

Ex. 2-5
On considére un point M en mouvement dans le plan ( xOy ). Il est repéré par ses coordonnées

polaires suivantes : p(t) :%(1+ cosf) eto(t)=wt ;ou p, et @ sont des constantes positives.
1. Exprimer dans la base polaire (UP,UQ), les vecteurs position, vitesse et accélération de M.
2. Trouver les modules des vecteurs vitesse et accelération de M en fonction de p,, » et p.
3. Pour: p, =4 cm et w:% rad.s® :

a) Représenter, sur un repére cartésien (O,x,y), les positions A, B, C et D qui
correspondent respectivement aux instants t,=0s, t =1s, t,=15set t;,=25s.

b) Trouver linstant t, auquel le point M passe, pour la premiére fois, de I'origine O.

c) Calculer les vitesses et les accelérations de M aux instants t; et t,.

Solution
pt)= ) (1+cosO) = P (1+cosmt)
Les coordonnées polaires du point M sont : 2 2
o(t) =ot
1. Dans la base polaire (U,,U,) :

Le vecteur position : OM = pUp = %(1+Cosa)t)ﬂp,

Le vecteur vitesse : V(t):%:pljpﬂ)éﬁg = —%Oa)sina)tljp +%a)(1+cosa)t)ﬁe
Le vecteur accélération : 3(t _d\7(t) =(p-p0HU +(2060+p0)U
-a()—?—(p—p U, +(2p0+p0)U,

:{—% w* coswt—% w* (1+cosa)t)}ljp +[—p0 w®sinot +0]Ue

:—%a)z (1+2coswt)U, - p, 0* sinwtU,

2. Le module du vecteur vitesse :  v(t) =%@ \/sinza) t+1+2coswt+cos’mt

:%w1/2(1+cosa)t) =%a) 2><2—p

Po

=0 Py P

Le module du vecteur accélération : a(t) :%@2 \/1+4cos ot+4cos’ot+4sin‘mt

_Po 2 i d@rooswt)  =Pe? 1482
2 2 Po

2

0]
=5 VP 8o p
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3. Pour: p, =4 cm et @ =% rad.s? : y,(cm) __'I§£1.5,2.6)
a) Le mobile M passe a l'instant : C(O’Z’)} - e .
e t,=0s :laposition A(X,,Y,): D(—0.5,o.9).: 15
Pa=Po Xa = Py €08 (0,) = py \‘3 i 1A(4,0)
= : — 71 S0 T T T " & | |x(cm)
0,=0 Ya=p,sin(0,)=0 g :
yA = 0 ] ......
e t =1s:laposition B(X;,Ys):
3 3 3 3
Ps =~ Po Xg =— o €08 (05) =— py Xg =7
4 = 4 8\/_ = éz
_r 3 . 33 _
GB_E yszzpo Sm(es)z?po yB_Eﬁ
e t, =155 :laposition C(x.,Y.) :
_FPo _ P _
Pc‘z - X = 2COS(9C)—O N {XCZO
V4 . =2
OC:E Ye =%sm(96)=% Ye
e t, =25 :laposition D(X;,Yp) :
pD:& XDZ&COS(GB)Z_& XDZ_l
_r . 3 3
6o _? yDz%Sln(QB)z?po yB:7
b) Le point M passe a I'instant t,, pour la premiére fois, de I'origine O :
Donc : p, :%(1“;0300) =0 = cosf,=-1
Alors, O,=o0t,=@2n+)z ,avec n=0 pour le premier passage = t, _F -
®

3s
c) Alinstant t,=0s :

. 4 :
La vitesse est: v, =@ +/p, pp =@ p, = V, =37 cm.st.

2

L'accélération est : a, =%1/P§+8Po Pa zng P = a, =§7r2 cm.s”.
Alinstant t,=3s:

La vitesseest: v, =w4p, o, = 0 cms™.

2
L'accelération est : a, :% PE+8p, Po = %wz P = &g =§7r2 cm.s™
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Ex. Supp. 2-1
Les coordonnées d’un point matériel M dans un repére O.N.D R (O, i, T, ﬂ) sont données en fonction du temps
par : x(t)=t-1 , yt)=—t>+1 et  z(t)=0 .
1. Déterminer I’équation de la trajectoire de M .
2. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de M .
3. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M .
4. Déduire le rayon de courbure R de la trajectoire en fonction du temps.
Réponses
1. y(x)=—-x*+2x 2. V(@t)=i-2t]et v(t)=v1+4t* ; dt)=—2]eta=2
4t 2 1 3
3. a()=————— et a () =—— 4. R==(1+412)?
T N
V1+4t2 V1+4t2 2
Ex. Supp. 2-2

Do
e

Un disque de rayon R =20 cm et de centre O effectue un

mouvement de rotation uniforme a une vitesse constante

1

o =30 tr-min~ (tours par minute), autour d’'un axe vertical

passant par son centre. Soit M un point lié au disque, situé sur sa
circonférence (figure ci-contre).
1. Déterminer les coordonnées polaires (p(t),0(t)) et

cartésiennes (x(t), y(t)) de Marinstant t.

2. Trouver, en systeme de cordonnées polaires, les vecteurs vitesse et accélération, et calculer leurs
modules.

3. Trouver les accélérations normale et tangentielle de M.

Réponses
1. p(t)=R=cte=0,2 metd(t)=wt=nt;: x(t)=0,2-cos(x-t) et y(t)=0,2-sin(x -t)

2. V({t)=027 U, etv=02z ms*; at)=-027°U, eta=02z> ms®
3. a(t)=0ms’et a,(t)=027> ms?
Ex. Supp. 2-3
On considére un point M en mouvement dont les coordonnées cylindriques & chaque instant t sont:
pt)=t2+1 . o) =%(2t+1) et z(t)= -2t
1. Exprimer dans la base cylindrique (UP, Uel k). les vecteurs vitesse et accélération de M.

2. Calculer la vitesse et 'accélération de M a I'instant initial t =0 S eta l'instant t=1S§.

Réponses
1. V@) =2tU, +7® +) U, -2k ; dt)=Q-2>*+D))U,+4xtU,

2. Vat-o)=vVA4+7% et Vat-19=242+7° ; a@i-o0y=m"—2 et a@at-19=2+27"
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CHAPITRE 3 : Mouvement Relatif

Ex. 3-1

Le conducteur d'une voiture observe que les gouttes de
pluie font un angle « =30° avec I'horizontale lorsque la
voiture roule sur une route droite a une vitesse de
1043 m.s™.

Supposons que la pluie tombe verticalement, calculer sa

vitesse (vecteur et module) :
1. par rapport au sol .

2. par rapport a la voiture en mouvement .

Solutions
o Le référentiel absolu R(O; x,y,z) = lié au sol

—

= Vitesse de la pluie par rapport au sol =V,

o Le référentiel relatif R'(O; X, V', z") = lié a la voiture
y

= Vitesse de la pluie par rapport a la voiture =V,

0 Lavoiture roule sur une route droite = (R) est en translation rectiligne par rapport a (R),

c'est-a-dire que | =i’ , ]:T’ et K=k .
= Vitesse d'entrainement = V_ =V, -1 =104/3-7 y y"
A

e

o0 Langleentre V, etV, égal a: %

goutte de pluie

(puisque la pluie tombe verticalement par rapport au sol ) _)\a """"
— — - - \Y .
o LangleentreV, etV, égala: o =30° g [ﬁ a Va
(le conducteur observe que la pluie tombe en formant 0 Tﬁ‘ o = = >
i

un angle ¢ = 30° par rapport a I'’horizontale)

La loi de composition des vitesses : \Ta =\7r +\7;

1. Lavitesse de la pluie par rapport au sol : Vv, :H\Ta

Nous avons : tan(«) :ﬁ
Ve
J

NE

Alors, V., =-V, j =10
2. Lavitesse de la pluie par rapport a la voiture en mouvement : V, = “\7;
Nous avons : V? =V?+V? = V, =V2+V/} =10\ll+(\/§)2 =20 ms™

Alors, V, = -V, [cos(a) T +sin(a) j]=-10 [\/5 i+ ]J

Ex. 3-2
Un pilote veut que son avion se dirige directement vers le nord par
rapport au sol. Toutefois, il y a un vent du nord-est & 90 km.h * par
rapport au sol. Il va donc diriger I'avion un peu a la droite du nord
(direction définie par I'angle « sur la figure ci-contre). Supposons
gue la vitesse de I'avion par rapport a I'air est de 200 km.h™.

1. Sur un schéma, représenter les vecteurs vitesse et calculer

la valeur d’'angle ¢ .

= V, =V, tan(@) =V, tan(30°) —10V3x -~ 10 ms"

(le signe négatif, car la pluie tombe en sens inverse de I'axe (Oy))

2. Quelle est la vitesse de I'avion par rapport au sol ?

Dr. KHALFALLAH F.
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Solution

1. Lareprésentation des vecteurs vitesse sur un schéma :

—

V

0 Lavitesse de l'avion par rapport au sol A

—

0 La vitesse de lI'avion par rapport a l'air = V

(v, =200 km.h™)
0 Lavitesse du vent par rapport au sol (Vitesse

r

—

d'entrainement) = V, (v, =90 km.h™)

O E
Avec I'application de la loi de composition des vitesses : < =
. - y
V.=V +V, S
On peut trouver I'angle avec la loi des sinus :
i i ° ° . V 90 2
Slna:SIH(QO +45) = 5|na=—ecos(45°)=—x£z0,32
\Y, \Y, \Y, 200 2

e r r

Alors, o = Arcsin (0,32) ~18,55°

Donc, le pilote doit prendre la direction Nord 18,55° Est pour que l'avion se dirige
directement vers le nord.

2. Lavitesse V, davion par rapport au sol :

D’apres la relation : V, =V, +V, , v
2
+

2 —  —

+2V, .V

r e

—

V

e

— |2 —
nous avons : H Va = “ Vr

= V2= V> + V2 + 2V V cos(35°+a)

r e

=V2+V2+2 V.V, cos (15355°)

Alors : V, =,VZ+V2+2 V, V, cos (15355°)
45° +90°

Donc : V, =+/(200)? +(90)% + 2x 200x 90 x cos (153,55°)
=12597 km.h'! Ve

Ex. 3-3
A linstant t =0, on laisse tomber d’'un immeuble de hauteur h une bille M sans vitesse initiale.
Dans un référentiel fixe R (O, T, J,k) lié & cet immeuble, la chute
de celle-ci s’effectue verticalement selon un mouvement
uniformément accéléré d'accélération & =—g ] (voir la figure ci-
contre).
Au moment du lacher la bille, une voiture déplacant suivant un
mouvement rectiligne se passe a la verticale de chute.

1. Supposons que le mouvement de la voiture est uniforme

de vitesse V =v, i

’

o/

a) Déterminer le vecteur position O'M et le vecteur vitesse V, de la bille dans un
référentiel R'(O',i",]’,Kk’) lié & la voiture.
b) Déduire I'équation de la trajectoire de la bille dans (R)).
2. On admet que a t=0, la voiture entame du repos un mouvement uniformément accéléré

d’accélération d, =a i .
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a) Déterminer les vecteurs O'M et V. de la bille dans le référentiel (R).

b) Déduire I'équation de la trajectoire de la bille dans (R) .

Solution
Le référentiel absolu R (O, T, j, k)

0
= Mouvement de la bille M par rapport a (R) = Mouvement absolu
La bille est en mouvement de chute libre, suivant I'axe (Oy), sans vitesse initiale

Donc, son vecteur position est : OM = y(t) | = (_% gt’+y,) ] .avec: y,=h

:Wz(h—%gtz)]
Le référentiel relatif R'(0',i", j',k’) = lié a la voiture

o
= Mouvement de M par rapporta (R) = Mouvement relatif
o Lavoiture roule sur la ligne droite ('axe (Ox) )
= (R) esten translation rectiligne par rapport a R), c'est-a-dire que T:f' , ]z_'; et K=k'.

- _do0| _d(;
dt

La vitesse d'entrainement = V, at |
(R)

_—
—_d00| _d%0;
dt?

L'accélération d'entrainement = a, = e |
(R)

1. Le mouvement de la voiture est uniforme de vitesse : V =y, i

S dx, (t)
dt
Donc, X, (t)=v,t+X, ,avec: x,=0 (@ t=0, lavoiture est passée par I'axe (Oy))

= 00" =Vt i
a) D’apres la loi de composition des mouvements : OM =00 +O'M

= Le vecteur position de M dans (R) est: O'M =OM —-00' =X, i'+Yy |’
—yt T+(h—%gt2)i

et son vecteur vitesse relative est : \/, :dO_M =V, i—-gt]
dt
(R)
(méme résultat peut &tre obtenu d'aprés laloi : V. =V +V, < V. =V, -V, =—v, i —gt] )
b) L’équation de la trajectoire de la bille dans (R') ,
y
r. _h
Xy ==V, t NG %=
Nous avons : J 1 ., = t=—— M, -~
yu =h 5 gt Vo v -
< \O'M
Donc: y' = — gz X2+ h B
2 VO ! T
II [ I ~
L [
[} -

Alors, la trajectoire de la bille par rapport a la voiture

est une parabole.
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2. Le mouvement de la voiture est uniformément accéléré d'accélération : & =a i

2AA
_, 5 %00

2

dt?

(R)

Alors : x ,(t):lat2+v t+x, ,avec: x,=0etv,=0 (&dt=0, lavoiture a démarré du repos)
o 5 0 0 0 0

= O—O’zéat2 i

a) Le vecteur position de M dans (R) est: OM =OM —-00" =x,, i'+VY, ]’

——at“i+(h—-=gt
5 ( 29 )]

et le vecteur vitesse relative est : \7; :d?j_M ——ati-gt]
t
(R)
, . . . R’ X;\/l = _latz y» '
b) L’équation de la trajectoire dans R). 2 1 AYo=h
’ — h _ = t2 /’/
Ywm 5 g M.
= Yy-h g V. /NoM
X' a d =
//, ‘J ~
0 i/ \X'
o’ i

Donc : y’ =9 x4n
a

Alors, la trajectoire de la bille par rapport a la voiture accélérée est une droite inclinée.

Ex. 3-4

On considére le référentiel fixe R (O, 1, J,k). Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de I'axe

(0z) avec une vitesse angulaire constante Q=Q k. Dans ce plan (P), un anneau M assimilé a
un point matériel se déplace sans frottement, dans un mouvement circulaire uniforme sur un

cerceau (C) de centre O’ et de rayon R. On désigne par

R'(O,i",] k) un référentiel li¢ au plan (P) tel que le
plan (x'0'z") reste constamment dans le plan (P)et k' =k
, comme indiqué sur la figure ci-contre.
Dans (R'), la position de M est définie par l'angle
Ot)=wt (o est une constante).
On suppose qu’a linstant t=0, 9(t)=0 et la position
initiale de M est définie dans (R ) par les coordonnées
(a,0,b+R) (a et b sont des constantes).
1. Exprimer dans (R') :
a) Le vecteur position oM
b) La vitesse et I'accélération relative de M .
2. Exprimer dans (R), la vitesse et l'accélération
d'entrainement de (R') par rapporta (R )

X

<

Déterminer I'expression de I'accélération de Coriolis &, exprimée dans la base (i, j, K).

4. Retrouver, par application des lois de composition des mouvements (Va =\7r +\7e et

a,=d +4d,+4d.), les expressions de la vitesse absolue et de I'accélération absolue de M

dans (R).

Solution
o Le référentiel absolu R (O, T, j, k)
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= Mouvement du point M par rapport & (R) = Mouvement absolu

o Le référentiel relatif R'(0’,i’,]', k") = lié au plan (P)

= Mouvement de M par rapporta (R) = Mouvement relatif
o Le plan (P) tourne autour de I'axe (0z) avec la vitesse angulaire Q=0 K.

= (R) esten rotation par rapport a (R), avec:
i"=cosQt i +sinQt j
j'=-sinQt i +cosQt j

k'=k

1. Dans (R), le mouvement de M est circulaire uniforme :

a) Alinstantt , le vecteur position de M est: O'M (t) = x'(t) i'+Vy'(t) J'+ 2’ (t) k'

X'(t) = Rsino(t)
Avec : y'(t)=0
Z'(t) = Rcos 6(t)
Donc pour : 9(t) = wt ; NOUs avons :

OM(t)=R(sinot i'+cosmtk)
b) Le vitesse relative de M est :

\Z:""?j_t'\" —X() 42 (0K

(R)

=Row(coswt i'—sinwtk) E ®)

2N
L'accélération relative de M est: 3 = d’0'M

=gz X0 "+ @)k

R)
=—Ro?(sihot i'+coswtk)

2. a) Dans (R), la vitesse d'entrainement de (R') par rapporta (R )est:

. 00’ R )
V. _4o0Y . & oM
dt
(R)
Avec: OO0 =Xy i +Yy J+25 K 2o =D
- - _ “IQO'
=acosQt i +asinQt j+bk 7 S
i Q ] Yor Y
== oty
— 40O’ =aQ(-sinQt i +cosQt ) Xo /T 4
dt X
(R)
Dans le référentiel (R'), le produit vectoriel QAO'M égal & :
7K
QAOM=| 0 0 Q |=RQsinwt '
Rsinot 0 Rcoswt
Donc, dans labase (i,],k) : QAOM =RQsin(wt) (-sin(Qt) i +cos(Qt) j)

=V, =aQ(=sin(Qt) i +cos(Qt) j)+RQsin(wt) (-sin (Qt) i +cos(Qt) ])
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=Q(a+Rsin(ot)) (-sin(Qt) i +cos(Qt) )

b) L'accélération d'entrainement de (R') par rapporta (R ) est:

2A07 >
a, :dLZO +d—Q/\O'M + QA (QAO'M)
dt dt
(R)
2~~~ . = - . .
Avec : 9 OZO _aqdlsinQt 'd+C°SQt 1) — _aq?(cosQt T +sinQt ])
t
(R)

Et: cij—Q/\O’M =0 (puisque la rotation de (R') par rapport & (R ) est uniforme = d
t

fell

-0)

o

t

Dans le référentiel (R'), le produit vectoriel QA (QAO'M) égal & :
i’ j’ k
QA(QAOM)=|0 0 Q|=-RQ?sinwt i’
0 RQsinot 0

Donc, dans la base (i, ],K) : QA (QAOM)=-RQ?sin(wt) (cos(Qt)T +sin(Qt) j)

=a, =-a0?(cos (Qt) i +sin(Qt) j)—RQ?sin(wt) (cos(Qt) i +sin(Qt) ])

=-0’ (a+Rsin(@t)) (cos(Qt) T +sin(Qt) )

- —_—

3. L'accélération de Coriolisest: a, =2Q AV,

Dans le référentiel (R'), le produit vectoriel AV, égal & :
i’ Ik k
QAV = 0 0 Q =RQocosot J’
Rocosot 0 —-Rosinot

Donc, dans labase (i,],k) : QAV. = RQw cos(wt) (-sin(Qt) T +cos(Qt) ])

=a, =2RQwcos(wt) (-sin(Qt) T +cos(Qt) ])

4. a) Dans (R), la vitesse absolue de M est: V, =V +V,

Avec: V. =Rw (coswt I’ —sinotk)
Donc, dans la base (i,],k) : V. = Rwcos (wt) (cos(Qt) T +sin(Qt) )-Resin(ot)k
=V, =Rwcos(ot) (cos(Qt) i +sin(Qt) j) -

Rosin(wt)k + Q@+Rsin(wt)) (=sin(Qt) i +cos(Qt) j)

=(Rwcos(ot)cos(Qt)— Q(a+Rsin(ot)sin(Qt) ) i +

(Ra)cos(a)t) sin(Qt)+ Q(a+Rsin(a)t))cos(Qt)) i —Rwsin(ot)k
b) L'accélération absolue de M est: & =3 +4,+4d,
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Avec : @ =-R o’ (sinwt i"'+cos o tk)

Donc, dans la base (i,],k): @ =-Rw?sin(wt) (cos(Qt) T +sin(Qt) j)—Rw?cos(wt)k
= &, =—Ro?sin(ot) (cos(Qt) T +sin(Qt) )-Rw?cos(wt)k —
Q? (a+Rsin (o)) (cos(Qt) T +sin(Qt) J) +
2RQwcos (wt) (-sin (Qt) i +cos(Qt) j)
—((-Rw?sin(0t)-Q? (a+Rsin (ot)) )cos (Qt) -2R Qo cos (wt) sin (Qt) ) T +
((=Rw?sin(wt)-Q? (a+Rsin(ot)) )sin (Qt) + 2R Qo cos (o t) cos (Qt) ) |

Rw? cos(wt)k
Ex. 3-5
On considére le référentiel fixe R (O,7,],k). Soit (P) un plan
vertical tourne a la vitesse angulaire constante Q=0 k autour de
I'axe (Oz). Dans le plan (P), une droite (A) fait un angle constant
a (<%) avec l'axe (Oz). On note U le vecteur unitaire de (A).

Un point matériel M se déplace sur (A) tellequat :

OM (t) = atU (aest une constante).

On désigne par R'(0',i’,]’,k’) un référentiel li¢ au plan (P),
comme indiqué sur la figure ci-contre.
1. Déterminer la vitesse Vet l'accélération & du point matériel

M exprimées dans la base (i’, ]’ k).

En déduire V, et 4, de M exprimées dans la base (1, j,k)
Retrouver V, et d, (exprimées dans la base (T, j,k)) par le calcul direct :
7 - dOM (t) _d?’OM (1)

- et 3 —
2 dt 2 dt?

Solution
o Le référentiel absolu R (O, T, J,k)

= Mouvement du point M par rapport & (R) = Mouvement absolu

0 Le référentiel relatif R'(0',i", j = lié au plan (P)

k")
= Mouvement de M par rapporta (R) = Mouvement relatif

o

Le plan (P) tourne autour de I'axe (Oz) avec la vitesse angulaire Q=Q K.
= (R) esten rotation par rapport a (R), avec:
i"=cosQt i+sinQt j
J'=-sinQt i +cosQt j
k' =k

1. Dans (R), le mouvement de M est rectiligne accéléré :

= Le vecteur position de M est: OM (t) = H oM ” sin o T’+“ oM ” cos a k'
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Avec: OM (t)=atl = H oM H =at (supposons que a est positive)

= OM(t)=at(sina i’+cosa k)
a) Le vitesse relative de M est:

ZALZ
_ ' ~ . — M
VrdeM =a(sina i'+cosa k) =cte Zyit -
(R)
b) L’accélération relative de M est:
o
Py~ Vi K1 .
é = d O M | = dVr 26 i (p) !
Coodt |, dt  — 2
(R) (R) 0 i X,

2. a) Dans (R), la vitesse absolue de M est: V, =V +V.

r e

Avec : V, =a(sina i'+cosa k)

= Dans labase (i, ],k) : V. =asin(x) (cos(Qt) i +sin(Qt) j)+acos(x)k

Et la vitesse d'entrainement de (R') par rapporta (R ) est:y = doo’ ®

.=——1 +QAO0M
dt
(R)
Avec : (TO':@ = doo’ =0
dt
(R)
Alors: V, =QAOM = QAOM
A ™
Dans le référentiel (R') : OAOM = 0 0 [9) =aQsin(a)t j’

atsina 0 atcosa

— Dans labase (T,7,K) : V. =aQsin(a)t(-sin(Qt) i +cos(Qt) ])

Alors : V., =asin(xr) (cos(Qt) T +sin(Qt) j)+acos(a)k
+aQsin(a)t (=sin (Qt) T +cos(Qt) )
= asin(a) ((cos(Qt) - Qtsin (Q1)) T +(sin(Qt) + Qt cos (Q1)) ] )+acos(a) K
b) L'accéleration absolue de M est: g =4 +4a,+4a,=4a,+4,

Avec : 5; I'accélération d'entrainement de (R') par rapporta (R ):

207 o
e:dLZO +d—Q/\O'M + QA (QAO'M)
dt dt
(R)
00’ =0
Nous avons : , donc : 5; = QA(QAW)

=0

o
&|:Ol
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I/ j/ IZ.
Dans le référentiel (R') : QA (QAOM)=|0 0 Ql=-aQ?sin(a)t i’
0 aQsin(a)t 0

—Dans labase (i, j,k) : a, =-aQ?sin(a)t(cos (Qt) 7 +sin(Qt) j)
Et: a; , l'accélération de Coriolis: a, =2Q AV,

i’/ ]’/ Iz
Dans le référentiel (R'): Q/\\Z ) 0 Q |=aQsinaj’
asina 0 acosa

= Dans labase (i,],Kk) : a =2aQsin(a) (-sin(Qt) i +cos(Qt) j)

Alors : a, =-aQ?sin(a)t (cos (Qt) T +sin(Qt) })
+2aQsin(a) (-sin(Qt) i +cos(Qt) j)

= aQsin(@)((-Q tcos (Qt)-25sin (Q1) T +(-Q tsin (Qt)+2cos (Q)) ])

3. Par un calcul direct : IZA
Pour: OM (t) =atd \ T
Avec, la projection du vecteur unitaire i sur labase (i, ], k) qui j
- - ~ o
nous donne : U =sin(a) (cos(Qt) I +sin(Qt) j)+cos(a)k ]
= OM (t) = asin(ar) (tcos(Qt) i +tsin(Qt) j)+atcos(a)k = QL

a) Lavitesse absolue de M est :

V- dOM (t)
dt o
=asin(a) ((cos(Qt) —Qtsin (Qt)) T +(sin(Qt)+Qtcos (Qt)) ])+ acos(a)k

b) L'accélération absolue de M est:

__d?om@)| _av,
3 = =
ot dt |,

K

=aQsin(a)((-Q tcos (Qt)—2sin (Q1) T +(-Q tsin (Qt)+2cos(Qt) )

Ex. Supp. 3-1

Le conducteur d'une voiture roulant sur une route droite & une vitesse de 15«/1_3 m.s™, observe gue la neige

tombe en formant un angle o =60° par rapport a la verticale. Mais lorsque la voiture s'arréte, il remarque que
la neige tombe verticalement.
Calculer la vitesse de la neige par rapport au sol puis par rapport a la voiture lorsque elle était roulée a

153 m.st.
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Réponses

—

V,

e

=Vitesse de la voiture = \7; =V, i=15/3 7

1. Lavitesse de la neige par rapport au sol : flocon de neige

- Ve :@ =15 m.s*
tan(a) /3

Et: V,=-V, J=-15] - T

—

v,-[¥;

2. Lavitesse de la neige par rapport a la voiture lorsque elle était roulée :

v, =|Vi | = Vi +v2 =30 ms?

Et: V. =-V. [sin(a) i —cos(a) T]:—lS[«@ i+ ]]

Ex. Supp. 3-2
Un nageur part d’'un point A situé sur la rive d'une riviére de largeur ¢ et veut atteindre I'autre rive au point

B qui est directement en face de A . Pour cela, il nage avec une vitesse constante V par rapport a l'eau et

suivant une direction faisant un angle o avec le segment [AB]. A
—~—————————+«+—"
’
Si I'eau se déplace avec un courant de vitesse constante U (U <V). ,L
’
1. Sur un schéma, représenter les vecteurs vitesse et déterminer I'angle T» R
a en fonctionde v et u . ’ J—
B

2. Exprimer, en fonctionde ¢ , v et u, le temps t mis par le nageur pour

traverser la riviere (temps de traversée).

Réponses

1. sin(oz):E = a:Arcsin(EJ
v v

2. (=Vt=AV -U’t = t=—non-«T—
V2 —u?

Ex. Supp. 3-3
On considére un point matériel M suspendu a un fil inextensible de longueur ¢ . Le mouvement de M a lieu

dans le plan (xOy) d’un référentiel fixe R (O; x, y, z) et le point de suspension O’est en mouvement le long de

I'axe (Ox) (figure ci-contre). Dans (R ), la position de O'est repérée a x (1) ,
O —

linstant t par y(t) =bt?(b estune constante positive). f i - i - _>X
Soit R'(Q'; X, y',Z) le référentiel d’origine O’ et dont les axes restent L J
constamment paralléles & ceux de (R ). Dans (R'), la position de M 6O\
est définie par I'angle (t) = ot (@ estune constante). M
1. Exprimer dans (R ), la vitesse et 'accélération d’entrainement
du mouvementde (R') par rapporta (R ). y ‘g/'

2. Danslabase (i,]),calculerenfonctionde b, o et / :

a) Lavitesse relative et I’accélération relative de M .

b) Lavitesse absolue et I’accélération absolue de M .

Réponses
YaY 20
1. ve=dfj’—to — AT =2t 7 aﬁ% ST =2

(R) (R)
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=t o[-sin(ot) T+cos(@t) j] et 5[:02? =10 [cos(wt) T +sin(ot) ]
(R") (R)

2. a \7:@
' dt

b V.=V, +V. =[-twsin(@t)+2bt] T + o cos(wt) et

a, =a +a, +a, :[—éa)z cos(a)t)+2b] i~/ w?sin(wt) ]

a

Ex. Supp. 3-4
On considere un référentiel R'(0’; X', y') lié au centre O’ d'un disque de rayon R.

L'axe (O'y') passe par un point matériel M fixé sur la circonférence du Y,

disque, et I'axe (O'x’) tourne avec une vitesse angulaire constante o

autour d'un référentiel fixe R(O;x, y). On suppose que la distance OO’

reste constante : OO0’ =d .

En utilisant les lois de composition des vitesses et des accélérations, -

trouver en fonctionde d , w et R : 0
1. Le vecteur vitesse absolue de M dans (R ).

2. Le vecteur I'accélération absolue de M dans (R ).

Réponses

1. V, =V, =[-dosin@t)-R ocos@t)] i +[d o cos(@t)-R o sin(@t)] ]

—_—  —

2. a =a =|-do’cost)+R o’ sin(@t)] i +[-d w2 sin(@t) - R cos(@t)] j

a e

CHAPITRE 4 : Dynamique du Point Matériel

Ex. 4-1
On consideére le systéme illustré dans la figure ci-contre.
Les masses des corps A et B sont respectivement m, =1 Kg et

m, =110 g. Au repos, le corps B se trouve a une hauteur

h=39,24 cm par rapport au sol, et la table exerce sur le corps "Taple
A un frottement statique de coefficient .
Pour empéche le mouvement spontané de A (ou B), un R
troisieme corps C, de masse m,, est placé sur le corps A. E
En supposant que les masses de la poulie et du fil sont at=0--
négligeables, et que le fil est inextensible. 1\
1. Représenter les forces agissant sur le systeme. h
2. En appliguant le principe fondamental de la dynamique \l/
. Sol
(PFD) :
a) Trouver, en fonction de p_, la valeur minimale de m, qui empéche le corps A de
déplacer.

b) Calculer la valeur de m,, en prenant u =01.

3. Alinstant t =0, on souléve le corps C, et aprés 2 s le corps B atteint le sol.
a) Refaire la question (1).
b) En appliquant le PFD, calculer le coefficient de frottement cinétique y_  de la table.

Remarque : On prend la valeur de I'accélération gravitationnelle g =9,81 m-s™.
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Solution

1. Lecorps A ne déplace pas = le systéme est au repos.
On peut remplacer les deux corps A et C par un seul corps de masse m, +m, , et puis on
représente toutes les forces agissant sur le nouveau systeme.

N
fEH A+C )
A T
J ; -
(& § Y
'3 P=F+B
P,
Au repos, les forces agissant sur le systéme sont :
o surlecorps A+C: - Lepoids: P=P +P, (module P=PR +P,=(m +m,)g )
- Laréaction normale : N (module N )
- Latensiondufil : T (module T )
- Le frottement statique : fs (module f,=u N )
e surle corps B: - Le poids: I32 (module P,=m, g )
- Latension du fil : T, (module T, )
e sur la poulie : - Latension T’ (réactiondueaT =T'=-T) (module T')

- Latension T, (réactionduea T, = T,=-T,) (module T, )

La poulie est sans masse, ,
P T'=T, ;etparconséquence: T =T,
et sans frottement avec le fil

Les expressions des vecteurs forces par rapport au repére choisi sont :

T=Ti ; f=-f

S

=z

e surlecorps A+C: P=-Pj ; N=Nj
e surlecorps B: P=-P, ] ; T,=T,]

2 2

Au repos (c'est-a-dire a I'équilibre), le PFD s'écrit: ) F, =0

e surlecorps A+C: Y F, =0 < P+N+T+f =0 Eq @D
La projection de I'’équation (1) sur le repére choisi, nous donne :

surl'axe (x) : ([T—f,=0
; avec: f.=pu N

surl'axe (y) : | N—P=0
T=u N
= o T=pP=pg(m+m)............. Eq @
N=P
e surlecorps B: Y F, =0 & B+T,=0...cccoe. Eq(3®
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La projection de I'’équation (3) sur le repére choisi, nous donne :

surl'axe (x) : [0=0
v avec: T,=T

surl'axe (y) : | T,-P,=0

= T=R,=m,g.ccccceerrs Eq @

En remplacant par I'équation (4) dans I'équation (2) , on trouve : m, g=u, g(m+m,)
Cette équation représente la relation entres les masses des corps au repos,
Donc, la condition au repos est : m, zﬂ_ml
us
Cette valeur de m, est la masse minimale qui doit étre placée au dessus du corps A pour
assurer le repos du systéeme.

Application Numérique : Pour : m, =1 Kg, m, =110 g=0,11 Kg et M =01,

La valeur minimale de m, est : m, :0’_11_1=0,1 Kg=100g

2. Lorsque on souléve le corps C, les deux corps A et B commencent & se déplacer
spontanément, de sorte que le corps A avance suivant I'horizon (I'axe (x) choisi ) et le

corps B tombe suivant la verticale (I'axe (y) choisi)

a) Les forces agissant sur les corps A et B sont:

at
e a
2

/]\2
)

Le sol <

e surlecorps A: - Lepoids: P,

(module P=m, g)
- Laréaction normale : N (module N,)

- Latension du fil : T, (module T))

1

- Le frottement cinétique : fs

(module f, =pu N,)

e surlecorps B: - Le poids: P

x (module P,=m, g )

- Latensiondu fil : T, (module T, =T,, a cause de la poulie)
Les expressions des vecteurs forces par rapport au repére choisi sont :

e surlecorps A: T=Ti ; f

e surlecorps B: P, =-P

Les accélérations des corps A et B sont:
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e lecorps A: & (module a)

Lefilestinextensible — a =a,=a
e lecorps B: & (module a,) ( =& )

Donc, Les expressions des vecteurs accélération par rapport au repére choisi sont :

d=ai et &=-a]
b) En mouvement, le PFD s'écrit : Z F,=ma
o surlecorps A: Y F,=md o PB+N+T+f=mé. ..o Eq ®

La projection de I'équation (5) sur le repére choisi, nous donne :

surl'axe (x) : [T,—p¢, N,=m a
l 1 >T=ma+u P =m@+g9) ... Eq (6)
surl'axe (y) : | N,-RB =0
* surlecorps B: Z Ifext =m, gz = |32 +-|:.3 =m, éz .............. Eq @

La projection de I'’équation (7) sur le repére choisi, nous donne :

surl'axe (X) : { 0=0

surlaxe (y) : | T,-P,=-m,a

En remplacant par I'équation dans I'équation (6) , on trouve :

m (a+u, 9)=-m, (a-g)
Donc, I'expression de l'accélération est : g = my = pe My
m, +m,

= L’expression du coefficient de frottement cinétique u, est: ;. __a (Mj_{ﬂj

g m, m,
Calcul de I'accélération a a partir du mouvement du corps B

Le mouvement B suivant I'axe (y) est uniformément accéléré (sans vitesse initiale),
donc son équation horaire est : y(t)— Yo =%a_t2 (Y, estsa position a t = 0)

Le corps B parcourue la distance jusqu'au sol pendant une durée : 7 =2 S

_2h

2

1_,
= ysol_yO:h:EaT < a -

Application Numérique : Pour :h=3924 cm=39,24x102 met 0=981 m-s*

e La valeur de l'accélération est :

-2
a=—2X39'2fX10 ~19,62x102 m-s?

o Lavaleur du coefficient de frottement cinétique est :

K=" 9g1

-2
1962x10 .(1+f,11)+(0,T11)z0,09
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Ex. 4-2

On considére un point matériel M, de masse m=200 g,

suspendu a l'extrémité d'un fil inextensible de longueur

£=20 cm. Le fil est mis en rotation a une vitesse constante

o =10 rad.s™, ce qui le fait s'étirer et décrit ainsi un cone d'axe

vertical et d'angle au sommet 2« , comme le montre la figure ci-

contre.

En utilisant le systéme des coordonnées intrinseques muni de la "

base de Frenet (U, ,U, ,Uy) .
1. Représenter les forces agissant sur le point M . J——
2. En appliquant le PFD, et en prenant g =10 m-s2.

a) Calculer la valeur de lI'angle «

b) Calculer la tension T du fil.

Solution

1. Représentation des forces :
Les forces agissant sur M sont: - Le poids : P

- Latensiondufil : T

En systeme des coordonnées intrinseques muni de la

base de Frenet (U;,U,,U,), les expressions des .

. . —b
forcessont: P =-mg U,

T =T sina U, +T cosa U,

Et I'expression d'accélération est: a=a, U; +a, U,

Et tandis que la vitesse » est constante = d=bw’ U, =/sina o’ U,
2. Lapplication du PFD : " F,=md = P+T=ma

La projection de cette équation sur la base de Frenet, nous donne :

suivantU, : [0+0=0
- T =m/ o’ . N i
suivantU, :  10+T sing =m/ @’ sing = (& condition que 0 <o <= )
T _.Mmg 2
suivantU,: |-mg+T cosa =0 cosct
Donc : cosx = mgz —  langle o est: a:Arccos( gz)

Et latension du filest : T =m ( o?

Application Numérique : Pour: m=2009g=0,2 Kg, (=20cm=02m, o=10rads™ et

g=10 m-s? *  o=Arccos LZ ~ Arccos| 1 | = 60°
0,2x10 2

e T =02x02x102=4 N
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Ex. 4-3
Sous l'effet d'une force F(t), une petite particule M , de masse
m, est entrainée sans frottement vers le sommet d'un demi-

cercle, de centre O et de rayon R, et ca au moyen d'une corde de
masse négligeable passant sur le cercle (figure ci-contre).
En supposant que M se déplace & une vitesse constante v .

1. Ecrire I:,o, le moment cinétique de la particule M par

rapport au point O. R O
2. Représenter les forces agissant sur M a l'instant t.
3. En appliguant le théoréme du moment cinétique, déterminer en fonction de v, I'expression
de la force de F appliquée a I'extrémité de la corde.
4. En appliquant le PFD, trouver I'expression de la réaction normale N

Solution
a) Le moment cinétique de M par rapport au point O : Ya

E,O:O_M'/\r;

Avec : p est la quantité de mouvementde M :

dt
D’aprés la figure, le vecteur position de M , a l'instant t est: OM =Rcosé i +Rsiné j
- dOM

=V =T=—Ré sinf i +ROcosO |

Avec : lavitesse v égalea v=R6 =  V=v(-sin@ i +cosd ])
Donc : p=mv|-sind 7+cosé ]

= Le moment cinétique de M par rapport au point O :
i ik
L,=OMAp=| Rcos# Rsing 0 =mvRk =ct
—mvsind mvcosf 0

— _—

V<

b) Représentation des forces : YA
Les forces agissant sur M sont : E ; -
- Le poids : |3 @ """:_':'_'_é_-:-\.\,l.: N
- Laréaction normale : N N A6
- Laforce appliquée a I'extrémité de la corde : F \‘M
Les expressions de ces forces par rapport au repére ," WQ IS\\ X
indiqué sont : P=-mg ] Y © [ e
N=Ncos@ i +Nsind j
F=—Fsin@ i+FcosO |
S - o dL —
c) L'application du théoréeme de moment cinétique : d_/o = ZM/O(FM)
t
= Mo (P)+M,o(N) +Mjo(F)
Avec: L, =cte = %zﬁ
& Mo (P)+Mio(N)+Mo(F)=0
34
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Calcul des moments de forces : Nous avons :

i j
* Mio(P) =OM AP =|Rcos® Rsing
0 -mg

—mgRcosd k

o o i
Il

i ik
* Mio(N)=OMAN =|Rcos® Rsing 0| =0
Ncos@® Nsing 0

i i K
* Moo(F) =OMAE =| Rcos® Rsing 0| =FRKk
—FsinG Fcos6 O

Alors: —-mgRcosd k+FRKk=0 < F=mgcosd

Avec: 9=0t zlt = L'expressionde F est: F=mg cos(%t)
R

d) L'application duPFD: Y F

—
Avec : 3= d’oM
dt?

=ma = P+N+F=ma

ext

=—R6#%?cos® i —RO%sin0 j (avecv=cte = O=cte )
v2 - .

=—E(cose i +sind j)

La projection de I'équation des forces sur lI'axe (x) , nous donne :

2
Ncos@—FsinO:—mVEcose (avec F =mgcosd )

2
= Lareaction normale est :N =mgsin@ —mv—
R

ol

Dans un repére galiléen R (O, x y z), la position & I'instant t d'un point matériel M , de masse

m=1 Kg, est donnée par le vecteur : OM ()=t (3t—6) i —t° j+(3t+2) k
Trouver a l'instant t :

EX. 4-4

1. Laforce I_f(t) agissant a l'instant sur le point M .

2. Le moment M,O(F‘) par rapport a l'origine O.

3. Laquantité de mouvement p(t) du corps, et verifier que E(t) :%
t

dL,,

4. Le moment cinétique I:,O par rapport a l'origine O, et vérifier que m,o(ﬁ) = g
t

Solution
Le vecteur d’'un mobile M de masse m, est: OM(t)=t(3t-6) i —t* j+(3t+2) k
1. Laforce E(t) agissant sur le point M , a I'instant t est :
d?0OM (1)
2

(avec m=1 Kg)
dt J

D’apres le PFD : E(t):Z:IEext =ma=m

= F({t)=6i-6t]
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2. Le moment m/o(ﬁ) par rapport a l'origine O :

— —

i j K
Mio(F)=OM AF  —|3t?-61) -t* (3t+2)
6 -6t 0

=(18t2 +12t) i + (18t +12) j+(-12t> +36t%) k
3. Laquantité de mouvement p(t) du corps :
59 =m-V - . SOM©

= Pt)=(6t-6) i —(3t?) j+3 Kk

(avec m=1 Kg)

Théoréme de la quantité de mouvement : l_f(t) =$
t

Nous avons : $=6 i -6t j=F()
t

4. Le moment cinétique I:/o par rapport a l'origine O :

i i K
(3t°—6t) -t (3t+2)
(6t-6) —3t° 3

(6% +6t2) T +(9t2 +12t-12) j+ (-3t* +121%) k

Théoréme du moment cinétique : m/o(lf) = dbo
. dl:/o 2 e H 3 AN M (E
Nous avons : T:(18t +12t) i +(18t+12) j+(-12t° +36t°) k =Moo (F)

Ex. Supp. 4-1
Un chariot A , de masse m, =10 Kg, roule sur une voie rectiligne horizontale a la vitesse v, =5m .s?. Sur la

méme voie mais en sens inverse, un autre chariot B se déplace a la vitesse v, =2 m-s™? et heurte le chariot

A .
Supposant que les deux chariots s’immobilisent apres le choc. Calculer la masse m, du chariot B .
Réponses
Conservation de la quantité de mouvement: m, \71 +m, -\72 =m -\71’+ m, -\72'
Les chariots s’immobilisent aprés le choc: m, \71 +m, -\72 =0
= m-v,-m,-v, =0 (chariot B se rouler en sens opposé)

V.
Alors: m,=m - =25 Kg
vV,

Ex. Supp. 4-2
Un chariot A, de masse m,, se déplace sur un plan incliné d'un angle o par rapport a I'norizontale. Le
chariot est attaché a un corps B de masse m, par un fil inextensible glisse, sans frottement, sur une poulie

(figure ci-dessous).
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On néglige les masses du fil et de la poulie et on suppose que le
chariot A est soumis, au cours de son mouvement sur le plan
incliné, a une force de frottement de valeur constante f, -

1. Représenter les forces agissant sur le chariot A et sur le
corps B .
2. Si p_ est le coefficient de frottement cinétique du plan incling,

trouver I’expression de I’accélération a du chariot.

Réponses
2. g Mmm (11, cos o +sina)
m, +m,
Ex. Supp. 4-3

On considére un hémisphére de rayon R =1 m etde centre O, placé
sur un plan horizontal.

Une particule de masse m glisse sans frottement sur la surface .
v

extérieure de I'hémisphére (figure ci-contre). A linstant t=0, la

particule entame son mouvement sans vitesse initiale a partir de la

position M, située en haut de I'hémisphere, et a l'instant t sa

Vg
position quelconque M est définie par I'angle @ (I’angle entre les O/
vecteurs position OM, et OM). &

1. Représenter les forces agissant sur le chariot.

2. Sile coefficient de frottement cinétique du plan incliné est U, = L .
C]

2+/3

a) Déterminer I'accélération a du chariot.

b) Calculer la distance d que parcourra le chariot avant de s’arréter.

Réponses

2. a) a=-g(sina+u, cosa) =75 m-s?
4=V _ Yo
2a  2g(sina+ u, cosa)

b) =5m

Ex. Supp. 4-4

On considére un hémisphére de rayon R =1 m et de centre O, placé
sur un plan horizontal. Une particule de masse m glisse sans
frottement sur la surface extérieure de I'hémisphere (figure ci-contre).

A linstant t =0, la particule entame son mouvement sans vitesse

initiale a partir de la position M située en haut de I'némisphere, et a

I'instant t sa position quelconque M est définie par 'angle 6 (I’angle

entre les vecteurs position OM, et OM).

En utilisant le systeme des coordonnées intrinséques muni de la base de Frenet (UN ,UT) :

1. Trouver en fonction de @ :
a) Lavitesse vde la particule, & la position M .
b) L’expression de la réaction normale N , a la position M .

2. Déduire I'angle @' sous lequel la particule quitte la surface de I’hnémisphére.
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Réponses
_do dv

. dv .
1. sinf=— < gsinf=—
» 0 dt ¢ dt do

=_gsinf dez%dv

Par intégrationentre : M, (0 =0,v=0) et M (0,V)

= la vitesse a la position M est: v=,/2R g (1-cosd)

b) N==mg(3cos0-2)

2. laparticule quitte la surface de I’hémisphére < N -0 = 0= Arccos(%) ~ 48,2°

@ 0=0"

CHAPITRE 5 : Travail & Energie

Ex. 5-1

Dans le plan (xOy), un champ vectoriel F(x,y) est définie par : F(x,y)=3(y—x?) i +3(x-y?) |
1. Démonter que le champ F est dérivé d’une fonction scalaire f(x,y).
2. Trouver I'expression de f(x,y),sachantque f(0,0)=0.

Solution
Dans le plan (xOy), un champ vectoriel F(x,y) est définie par : F(x,y)=3(y—x?) i +3(x-y?) |
1. F est dérivé d’'une fonction scalaire f(x,y) < Rot(F)=0

i K
L = . [oF .
Avec : Rot(F)=VAF _ 0 8 9. E_ﬁ A _[GFZ_GFX]“_ &_GFX -k
ox oy oz oy oz ox oz ox oy

F,=3(y—x)
Pour: JE _3(x—y?) = Rot (F) =[0-0]-T —[0-0]- ] +[3-3] K =0
F,=0

= Le champ F(x,y)=3(y—x?)-i +3(x—y?)-] estdérivé d’'une fonction scalaire f(x,y)

2. L'expression de f(x,y) :

F estdérivé de f(x,y) < F =grad (f)=V(f)

of

—=3(y—X?) v Eq(1)
- = O af - af - 6f e g

= Fx"+Fy'J+Fz‘k=&"+5'J+E'k < 5:3(x—y2) ............. Eq(2)
of

=0 e e Eq(3

po a@)

Etape (1) : D’aprés I'équation (1) : g—fzg(y_xz) = of =3(y—x*)ox
X
Par intégration, on trouve : jaf =f zjs(y_xz)ax
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L'intégrale est par rapport a "x", donc: f =3 yjaX_J3X2 ox

=3yx—x*+C,(y,2)
Tels que : C/(y,z) est la constante de I'intégrale par rapport a "x", donc elle est
indépendante de " X" mais variable en fonction de "y" et "z".
Alors, pour déterminer la fonction f(x,y,z), on doit chercher I'expression de la

fonction C,(y,z)

Etape (2) : En remplagant par I'expression f =x*-3yx+C,(y,z) dans I'équation (2) :

of oC
—=3(x—-y?) = 3x+—2L=3x-3y’
oy oy
= ﬂz—3y2
oy
— aC,=-3y* 3y

Par intégration, on trouve : jacl =C, = _J‘3y2 oy

L'intégrale est par rapport & "y, donc : C, =—y*+C,(z)
Tels que : C,(z) est la constante de l'intégrale par rapport a "y", donc elle est

indépendante de "x" et de "y" mais variable en fonction de "z".

Etape (3 : En remplagant par I'expression f =—x>+3yx—y’+C,(z) dans I'équation (3) :
A _g o G
oz oz

= C,(z)=cte=C

Tels que : C est une constante indépendante de "x", de "y" et de "z" .

0

= I'expression de la fonction f est f(x,y)=-x*-y’+3yx+C

La constante C peut étre déterminée & partir de la condition initiale : f(0,0)=0 = C=0
Alors : le champ F(x,y)=3(y—x%)-1 +3(x—-y?)-] est dérivé de la fonction scalaire :

f(x,y)=-x*-y*+3yx

Ex. 5-2 Z
Une masse ponctuelle m est lancée vers le haut depuis le point A avec une =0 +B(Zy)
vitesse initiale v,, comme le montre la figure ci-contre. b
En supposant que la force de frottement de l'air est verticale et de valeur
constante f.
En utilisant le théoreme de I'énergie cinétique AE. =Y W(F,,), calculer : “

1. Lahauteur (h = H AB H) atteinte par la masse m . 7 !

2. La vitesse (v,) de la masse m lorsqu'elle repasse par le point de AIl rA(z2,)

lancement. A

Ondonne: g =10 m-s?, m=200g, v,=10 ms*, f =05 N |

Solution
Une masse ponctuelle m est lancée vers le haut depuis le point A avec une vitesse initiale v, .
Le mouvement de m se déroule en trois phase :

¢ Mouvement ascendant : dirigé vers le haut (de A vers B)

¢ Repos momentané : au point B (vy=0)

¢ Mouvement descendant : dirigé vers le bas (de B vers A)
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1. Au cours du mouvement ascendant (de A vers B):

La masse m est soumise aux forces suivantes :

- Lepoids: P=-mg k Z
- Laforce de frottement de l'air : f =—f k vy =0¢B(z3)
En utilisant le théoreme de I'énergie cinétique AE. =ZW(IEM) : |
AE. =E.(B)- E.(A) =1mv; —lmvf\
2 2 lT
Avec: vy =0 = AE; z_%mvi =W, s (IS) +WA—>B(F) U 'P
— = B L — [ I
- Letravailde P : w, ,(PF)=[P.di=FP.AB Va tA(Z,)
A —
__mg(ZB _ZA) k
— . B - — 45—
- Letravailde f : WA—>B(f):J‘f «dl=1f.AB
A
=—f (ZB _ZA)
. W, ;(P)=—-mgh (W, o(P)<0: P estresistante )
Avec : h:” AB H:zB_zA =
W, o(f)=—fh (W, 5(f)<0: f estrésistante )
m 2
Donc : —lmvf\ =-h(mg+f) = he—1Va
2 2(mg+f)

Application Numérique : Pour: g =10 m .52, m = 200 g, v,=10 ms™*, f=05 N

~0,2x(100) am
2x((0,2x10) +0,5)

Au cours du mouvement descendant ( de B

vers A):

La masse m est soumise aux forces suivantes :

Le poids : P=-mg k

— Laforce de frottement de l'air: f = f k

En utilisant le théoreme de I'énergie cinétique AE. =ZW(IEM) :

AE. =E_(A)-E;(B) :%mvf —%mvé

Avec: vy =0 = AE, =%mvjf =Wq_,, (P) +Wq,,(f)

~ A
- Letravailde P : WB_>A(|3)=J‘|5.
B

~ A
- Le travail de f :WB_M(F):J‘f.d
B

Donc : %mvjf =h(mg-f)

z
Vg =0¢B(z5)
di-p.BA N
AT
=-Mg(z,—2) ‘T
=mgh >0 (P estmotrice ) T
i=f.BA "
-2 vy tA(z4)
=-fh<0 (1? estrésistante ) k
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2
Avec: h=—mVa ;\z:(mg—f)vz
2(mg+f) (mg+ f)

. [m —f
Alors.\/A =V, ﬁ

Application Numérique : V; =10x\/

((0,2x10)-05)

~7,7 ms?
((0,2x10) +0,5)

Ex. 5-3

Une bille, de masse m, se déplace sans frottement sur
une trajectoire ABC formée de deux parties. La partie
BC est un demi-cercle de centre O et de rayon R
(figure ci-contre).

A linstant t=0, la bille est lancée en A avec une

vitesse initiale horizontale de valeur v,. A l'intérieur

du demi-cercle, la position M de la bille est repérée

par I'angle 8, qui est I'angle entre les vecteurs OB et __ v,
—_— [ —

OM. A'

1. Représenter en position M, les forces agissant sur la bille.
2. En utilisant le principe de conservation de I'énergie mécanique AE; =0, déterminer, en

fonction de g, v,, R et 8, la vitesse de la bille a la position M .

3. En utilisant le P.F.D, trouver, en fonction de g, v,, R et 6, I'expression du module N de
la réaction normale appliquée sur la bille en position M |

4. Determiner, en fonction de g et R, la valeur de v, pour laquelle la bille peut quitter la

surface du demi-cercle a un point D de hauteur h; :%

Solution
1. A la position M, la bille est soumise aux
forces suivantes :
- Lepoids: P

— Laréaction normale : N

2. En absence de frottement (forces non
conservatives sont nulles), on peut
utiliser le principe de conservation de
I’énergie mécanique : AE, =0 A

.

Donc, entre la position A et la position M :
E,(M)-E,(A)=0 & E,(A=E; (M)
& E.(A)+Ey(A) = E.(M)+E (M)

A la position A : I'énergie cinétique est : E_(A) =%mv§
I'énergie potentielle gravitationnelle est : E,(A)=mgh,=0 (puisque :
h,=0);

A la position M : I'énergie cinétique est : EC(M):%mV’a (avec : v,, =” v, ”) ;
I’énergie potentielle gravitationnelle est : E,(M)=mgh,,

Avec : h, =R (l-cos6) = E,(M)=mgR(-cos0)
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Alors : AE; =0 < %mvj:%mvf,, +mgR (1-cos0)

@%va =%mv§—mg R(1-cos0)

= la vitesse de la bille a la position M est: v, = \/voz -2gR(1-cos0)

3. Enappliquant le P.F.D, alapositon M : Y F,=m-d = P+N=m-d
La projection sur la base de Frenet (U, ,U, ), nous donne :
sur U, {—P:sin@:maT ................ Eq (1)

sur U, (-Pcosf@+N=may ... Eq(2)

D’apres I'équation (2), I'expression du module N est:

N =may, +mgcoso

Vi, vi-2gR(1-cos0)

Avec : g =M
R R
VZ
=2-2g(1-cosh)
R
mv;
Donc: N=—2-2mg(l-cosf)+mgcosh

V2
=m g[—°—2+30039}
gR

4. La bille quitte la surface du demi-cercle < la réaction normale N est nulle: N =0

G.
bonc, au pointb: .\ p
2 .
mg[V—OR—2+3coseD}=0 < V2=gR(2-3co0s6,) X
g 7z
R-h h “a,=1 i, -ER
Avec : cos@, = b 1B (d’aprés le résultat: h, =R (l-cos6,,) ) / P 3
R

= v§:gR(—1+3%) N\

SR

Pour : hD

= la vitesse initiale v, doit étre : v, =2,/g R
Ex. 5-4
A l'instant t =0, un corps ponctuel, de masse m , est libéré du repos au point A, et se déplace le

long du chemin ABCDE (figure ci-contre). AT 0
AL = Y

1. Entre les positions A et B, le corps est T P §
en chute libre, puis se déplace sans )

frottement le long d'un quart de cercle R

BC de rayon R. l R 0 i
a) En utilisant le principe de - :
conservation de I'énergie
mécanique, déterminer, en fonction
de g, R et @, la vitesse du corps a K
la position M, . . L g
Pos : B =0 ¢ M, B £, _,
b) Déduire la vitesse (v.) du corps au | | 1 Ve =
R ] L | €<= X—>
point C.
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2. Sur la piste horizontale CD , de longueur L :%R , le corps est soumis a une force de

frottement ( fc ) qui fait diminuer progressivement sa vitesse jusqu'a v _Ve ay point D .
2

a) Représenteren position M,, les forces agissant sur le corps.
b) En utilisant le P.F.D, trouver l'expression de f. en fonction du coefficient de
frottement cinétique (. ) de la piste CD .
c) A l'aide du theoreme de I'énergie cinétique, calculer la valeur de p_ .
3. En fin de la piste CD (au point D), le corps percute un ressort horizontal libre de raideur

k et le comprime d'une contraction x = B
4
a) Représenteren position E, les forces agissant sur le corps.

b) Si le corps arrive au point E avec une vitesse nulle (v =0 m-s*), déterminer en
fonction de m et g, la constante de raideur k du ressort.

Solution

1. Mouvement du corps sur la partie du chemin ABC :
a) En absence de frottement, on peut utiliser le principe de conservation de I'énergie
mecanique : AE, =0 :

Alors, entre la position A et la position M, : EE(M)-E; (A =0 < E(A=EM)

Avec , ET(A)=EC(A)+EP(A)=%mVi+mghA """ Aeva=0

=0+mg(2R)=2mgR

. 1
Et: E (M)= EC(M1)+EP(M1)=§meA1 +mgh,,
1 "
=5 mvy, +mg R (1-sin0)

Donc: AE, =0 < %mvf,h:ngR—ng(l—sinG)

=mg R (L+sing)

=Vy, =429 R (1+sin0)

b) La vitesse du corps au point C : v, :VMl(agzg) = V.=2,0gR

2. Mouvement du corps sur la piste horizontale CD :

a) Entre la position C et la position D : y
Le corps est soumis aux forces suivantes :
- Le poids P

— La normale de la réaction N

- Laforce de frottement fc

Selon le repére choisi, les forces s’écrivent :
(0 (0 = (=T,
P ;N .
-P N 0

b) En appliquant le P.F.D, alapositon M, : Y F,=m-d = P+N+f =m-a

La projection sur le repére choisi, nous donne :
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sur I'axe(x) {— f.=ma......... Eq (1)

sur l'axe(y) |[-P+N=0............. Eq(2)

D’aprés I'équation (2) : N=P=mg
Alors, la force de frottementest: f =y N =y mg

c) En utilisant le théoréme de I'énergie cinétique :

Entre C et D : AE, ZZWUE ) < EC(D)_EC(C):WC—>D(I5)+WC—>D(N.)+WC—>D(E.C)
1

ext
1 _ _ _
:Emvé _EmVé =We 5 (P) +We o (N) +We 5 (f,)
D
- Letravailde P : WC%D(ﬁ):jﬁ.m: P.CD
C

=0 (IS est perpendiculaire au déplacement cﬁ)

l

—

— = DQ .
— Letravail de N ZWC%D(N):JN-dlzN-CD
C

=0 ( N est perpendiculaire au déplacement ﬁ)’)

— - DQ - _—
- Le travail de f, :WC%D(fC):ij.dI:f .CD
C

Alors:%mvé_%mvé:_g%ng (‘avec v, =2,/gR etvD:V?C: [gR )

Donc, le coefficient de frottement cinétique de la piste CD est: g :m =1

° _3mgR

3. Mouvement du systéme corps + ressort entre les positions D et E :

a) En position E , le corps est soumis aux forces suivantes : y Al =X

- Le poids P
— La normale de la réaction N

— Laforce de rappel du ressort Ifr

Selon le repére choisi, les forces s’écrivent :
(0 (0 . (—kAL
P ;N R
-P N 0

b) En utilisant le théoréme de I'énergie cinétique :
Entre D et E : AE, ZZW(E ) & Ec(®)-Ec(0)=Wp e (P)+Wp e (N)+Wp e (F)

Xt

1 1 — — —
= Emvé _Emvé =Wp e (P) +Wp e (N) +Wp e (F)

- Lestravauxde P etde N sontnuls: W, (P)=0 et W, (N)=0

(I3 et N sont perpendiculaires au déplacement ﬁ)
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E
- Letravailde F, :w, _(F) :jlfrc odi
D
Le déplacement élémentaire du trajetde D a E est: (] (d X]
0
L 1 .,
= W e (F)= [-kxdx =—kx
Xp=0

1 1 1 1 1
Alors : ZmvZ—=mv2 =—=k x? avec V. =0 = Zm(g R) ==k x?
2 f 2P 2 ( £ ) 2 @R 2

mgR

X2

Donc, la constante de raideur du ressort est : k =

. . R
Pour une contraction finale du ressort: x = —

4

= la constante de raideur, en fonction de m et g, est: k :16m

Ex. Supp. 5-1

Une particule est soumise a une force F définie en coordonnées cartésiennes par :
F(x,y,z)=(x+2y+az) i +(bx-3y—z) j+(4x+cy+2z) kK (a, b et c sontdes constantes)
1. Trouver lesvaleurs de a, b et ¢ pour que F dérive d’un potentiel E (x,Y,z)-

2. Trouver I’expression du potentiel E_ (X, y,z), sachantque E;(0,0,0)=0.

Réponses
a=4
1. Rot(F)=0 = lp=2 — FX,y,2)=(x+2y+42)i+(@2x-3y-2) j+(@x-y+22) K
c=-1

2. F=-grad (E,) — Ep(x,y,z)=—%x2+%y2—22—2xy—4xz+yz

Ex. Supp. 5-2

Un ressort de constante de raideur k =1000 N.m*, est solidement
fixé en bas d'un plan lisse incliné d'un angle « . Sur ce méme plan et a
une distance d =1 m de lI'extrémité libre du ressort, un bloc de masse

m=1 Kg commence a glisser vers le bas avec une vitesse initiale

Vo=1m .s en direction du ressort (figure ci contre).
En utilisant le principe de conservation de I’énergie mécanique AE, =0, calculer la contraction maximale (X )

du ressort lorsque le bloc s'arréte momentanément. Onprend: g =10 m-s™.

Réponses

AET = ET (psoition finale) — ET (psoition initiale) = 0
— E¢ (initiate) + E, (initiate) = E, (finale) + E, (finale) Piniiate = N

& E (initiate) — E. (finale) = E ( finate) — E, (initiate)
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1
E_ (initiate) =5 mv;
E. (initial) =mg h. .
p (i) 9 Micat = % MVg =-M g (Niate ~ Niinate) +% k x?
EC (finale) =0
1.2
Ep(finale) =mg hfinale +§ k x

Avec: h oo —Npae=(d+X)sina = %kxz—mg(d+x)sina—%mv§=0
o kx*-@mgsina)x-((2mgsina)d +mvZ)=0 ......... Eq (1)

Pour : ¢ =30°, m=1Kg, k=1000 Nm ™, d=1m, g =10 ms?et v,=1 ms™:

Nous avons: Eq(l) < 1000 x*-10x—11=0 ......... Eq (2)
X = 10-210 =-01<0 (valeurrefusée )
L’équation (2) admet deux solutions : 2000
10+ 210 )
X, =———=011>0 (valeur acceptée )
2000

— La contraction maximale du ressortest: x =11 cm

Ex. Supp. 5-3
On considére un chariot (ponctuel), de masse m =1 Kg , se déplace A

sans frottement sur un rail ABCD situé dans le plan vertical (figure
ci-contre). Le rail est constitué de trois parties :

e Une partie rectiligne AB de longueur L et d'un angle
d’inclinaison o = 60°;

e Une portion de cercle BC de rayon R = L etde centre 0;

e Un demi cercle CD de rayon R et de centre O (les points C
et D sontsitués sur la méme ligne verticale).

A l'instant t = 0, on lache le chariot sans vitesse initiale a partir du point A, et on étudie son mouvement dans
le référentiel terrestre (supposeé galiléen).

1. En utilisant le théoreme de I’énergie cinétique AE, :ZW(IEM). Donner, en fonction de g et R ,
I’expression de la vitesse (v,) du chariot au point B .
2. Enutilisant le principe de conservation de I’énergie mécanique AE, =0 :
a) Determiner, en fonctionde g , R et @, la vitesse (v,, ) du chariot & son passage en point M
repéré par I'angle 9 .
b) Calculer la vitesse (v, ) du chariot lorsqu’il arrive au point D (6, =7) .

c) Quel estle mouvement du chariot au dela du point D ?

Réponses

1. AE.=E.B)-E.w=YW(F,) = V5=+30R

2. a) AE, =E;(M)-E;(A)=0= vV, =4/2-7g-R(L+cos(9))

b) v,=0

c) Chute libre suivant la verticale CD
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