
Année universitaire 2022/2023

RRééppuubblliiqquuee AAllggéérriieennnnee DDéémmooccrraattiiqquuee eett PPooppuullaaiirree

MMiinniissttèèrree ddee ll''EEnnsseeiiggnneemmeenntt SSuuppéérriieeuurr eett ddee llaa RReecchheerrcchhee SScciieennttiiffiiqquuee

UUnniivveerrssiittéé MMoohhaammeedd BBoouuddiiaaff –– MM’’ssiillaa

FFaaccuullttéé DDeess SScciieenncceess

SSooccllee ccoommmmuunn sscciieenncceess ddee llaa mmaattiièèrree ((SSMM))

1ère année LMD – Semestre (1) –

Polycopié de cours :

Préparé par : DDrr.. KKHHAALLFFAALLLLAAHH FFaarreess



ii

Sommaire

Chapitre I : Rappel mathématique

I.1- Analyse dimensionnelle 1

I.1-1. Grandeurs physiques 1

I.1-2. Dimensions et unités de mesure 1

I.2- Fonctions à plusieurs variables ),,( zyxf 3

I.2-1. Dérivées partielles d’une fonction à plusieurs variables 3

I.2-2. Différentielle totale d’une fonction à plusieurs variables 3

I.3- Mesures et calcul d’erreurs 3

I.3-1. Mesures physiques 3

1.3-2. Calcul d’Erreurs 4

I.4- Calcul vectoriel 5

1.4-1. Définitions 5

1.4-2. Vecteurs 6

I.4-3. Système de coordonnées cartésiennes 7

I.4-5. Opération sur les vecteurs 8

I.5- Systèmes de coordonnées 16

1.5-1. Coordonnées cartésiennes 16

I.5-2. Coordonnées polaires 18

I.5-3. Coordonnées cylindriques 19

I.5-4. Coordonnées sphériques 20

Chapitre II : Cinématique du point matériel

II.1- Introduction 24

II.2- Définitions 24

II.3- Mouvement d’un point matériel 24

II.3-1. Vecteur position 24

II.3-2.  Vecteur déplacement 26

II.3-3.  Vecteur vitesse 27

II.3-4. Vecteur accélération 28

II.4- Vecteur position, vecteur vitesse et vecteur accélération dans les différents
systèmes de coordonnées

29

II.4-1.  Système de coordonnées cartésiennes 29

II.4-2.  Système de coordonnées polaires 30

II.4-3.  Système de coordonnées cylindrique 32

II.4-4.  Système de coordonnées sphériques 33



iii

II.5- Types de mouvements 35

II.5-1.  Le mouvement rectiligne 35

I.5-2.  Le mouvement curviligne 39

Chapitre III : Mouvement relatif

III.1- Introduction 46

III.2- Définitions 46

III.3- Relations entre le mouvement absolu et le mouvement relatif d’un point 47

III.3-1. Relation des vecteurs position 47

III.3-2. Relation des vecteurs vitesse 47

III.3-2. Relation des vecteurs accélération 49

Chapitre IV : Dynamique du point matériel

IV.1- Introduction 51

IV.2- Définitions 51

IV.3- Principe d’inertie 52

IV.3-1.  Enoncé du principe 52

IV.3-2.  Référentiel d’inertie (ou référentiel galiléen) 52

IV.4- Quantité de mouvement et centre de masse 53

IV.4-1.  Vecteur quantité de mouvement d’un point matériel 53

IV.4-2. Centre de masse (ou d’inertie) d’un système matériel 53

IV.4-3.  Vecteur quantité de mouvement d’un système matériel 54

IV.4-4.  Principe de conservation de la quantité de mouvement 55

IV.5- Les lois de Newton 56

IV.5-1.  La 1ère loi (principe d’inertie) 56

IV.5-2.  La 2ème loi 57

IV.5-3.  La 3ème loi (principe d’action–réaction) 57

IV.6- Le principe fondamental de la dynamique en translation  (PFD) 57

IV.6-1.  Formule du PFD 58

IV.6-2. Théorème de la quantité de mouvement 58

IV.6-3. Méthodologie pour résoudre un problème de dynamique 58

IV.7- Quelques types des forces 58

IV.7-1.  La force de gravité (ou le poids) 58

IV.7-2.  La force normale 60

IV.7-3.  La force de frottement sec 61

IV.7-4.  La tension 61

IV.7-5.  La poussée d'Archimède 62

IV.7-6.  La force de frottement fluide (ou visqueux) Ff 62



iv

IV.7-7.  La force de rappel d’un ressort (force élastique) 62

IV.8- Quelques exemples sur l’application de PFD 63

IV.8-1. Le mouvement de projectile 63

IV.8-2. Le mouvement d’une bille qui tombe dans un fluide visqueux 64

IV.8-3. Le mouvement d’un pendule élastique 64

IV.9- Dynamique de rotation 66

IV.9-1. Moment d’une force 66

IV.9-2.  Moment cinétique (ou moment angulaire) 67

IV.9-3.  Théorème du moment cinétique 68

Chapitre V : Travail et énergie

V.1- Introduction 71

V.2- Définitions 71

V.2- Travail et puissance d’une force 72

V.2-1.  Travail élémentaire d’une force 72

V.2-2.  Travail d’une force 72

V.2-3.  Puissance d’une force 73

V.3- Energie d’un système matériel 74

V. 3.-1. Energie cinétique 74

V. 3-2. Energie potentielle 74

V. 3-3. Energie mécanique 77

V.4- Conditions de stabilité d’un équilibre de système 77

V.4-1.  Equilibre et condition d'équilibre 77

V.4-2.  Stabilité d’un équilibre 78

V.4-3. Condition de stabilité d’un équilibre 78



1
RRRaaappppppeeelll MMMaaattthhhééémmmaaattt iiiqqquuueee

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Savoir les grandeurs physiques et leurs unités.

Apprendre à utiliser l’analyse dimensionnelle et le calcul d’erreur.

Comprendre la notion de vecteur et ses propriétés.

Assimiler les notions du produit scalaire et vectoriel.

Apprendre à utiliser les différents systèmes de coordonnées
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I.1- Analyse dimensionnelle

I.1-1. Grandeurs physiques

Une grandeur physique '' G '' est toute caractéristique d'un objet que l'on peut mesurer ou
calculer.

1- Grandeurs fondamentales (ou de base)

La longueur
La masse
Le temps
L’intensité du courant électrique
La température  thermodynamique
La quantité de matière
L’intensité lumineuse

2- Grandeurs dérivées

Les autres grandeurs physiques sont des dérivées de grandeurs fondamentales.

I.1-2. Dimensions et unités de mesure

a. Définitions

La nature physique d’une grandeur G est caractérisée par sa dimension [G]  .
L'unité de mesure d’une grandeur physique est l'expression de sa dimension.

b. Système international d’unités (SI)

Grandeur de base Dimension Unités de base du SI
Nom Symbole

Longueur L mètre m
Masse M kilogramme Kg
Temps T seconde s
Intensité du courant électrique I ampère A
Température
thermodynamique

kelvin K
Quantité de matière N mole mol
Intensité lumineuse J candela Cd

Remarques :

1- Seules des grandeurs physiques de mêmes dimensions peuvent être additionnées ou
soustraites les unes des autres.

2- Avant l'adoption du SI d'unités, d'autres systèmes d'unités ont été utilisés, par exemple :

Le système d'unités CGS (centimètre ( m10cm1 2 ) ; gramme ( Kg10g1 3 ) ; seconde ) .
Le système MKSA (mètre, kilogramme, seconde, ampère).

3- On peut associer aux sept unités de bases les deux unités d’angle suivantes :

Définition Symbole Dimension
radian unité d’angle plan rad Sans dimension
stéradian unité d’angle solide sr Sans dimension

4- Il existe d’autres unités de temps en usage avec le SI, qu’on utilise de façon courante, comme :

Symbole Valeur
minute min s60min1
heure h s3600min60h1
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c. Equation aux dimensions

En générale, la dimension de toute grandeur physique (fondamentale ou dérivée) G  peut être
exprimée par une combinaison des sept dimensions de base. Cette combinaison est appelée
équation aux dimensions et formulée comme suivant : hfedcba JNITLM[G]

Où : a, b, c, d, e, f et h  sont des nombres réels.

Le tableau ci-dessous montre les dimensions de quelques grandeurs drivées avec leurs unités
dérivées du SI

Grandeur dérivée Dimension Unité
Nom Symbole Expression

Surface (aire) 2L 2m 2m
Volume 3L 3m 3m
Masse volumique 3LM 3Kg/m 3mKg
Vitesse 1TL m/s 1sm
Vitesse angulaire 1T rad/s 1srad
Fréquence 1T Hertz Hz 1s
Accélération 2TL 2m/s 2sm
Quantité de mouvement 1TLM m/sKg 1smKg
Moment d'inertie 2LM 2mKg 2mKg
Moment  cinétique 12 TLM /smKg 2 12 smKg
Force 2TLM Newton N 2smKg
Moment de force 22 TLM mN 22 smKg
Energie ou travail 22 TLM Joule mNJ 22 smKg
Puissance 32 TLM Watt J/sW 32 smKg
Pression 21 TLM Pascal 2N/mPa 21 smKg
Viscosité dynamique d’un fluide 11 TLM sPa 11 smKg
Viscosité cinématique d’un fluide 12 TL /sm2 12 sm
Raideur d’un ressort (constante d’élasticité) 2TLM mN / 2smKg
Charge électrique IT Coulomb C As

Potentiel électrique (tension) 132 ITLM Volt W/AV 132 AsmKg
Capacité électrique 221 4 ITLM Farad C/VF 2421 AsmKg
Résistance électrique 232 ITLM Ohm V/A 232 AsmKg
Température Celsius Degré Celsius C K

d. Homogénéité d’une formule (ou une loi physique)

Une formule : HF  est dite homogène si les deux membres F  et H  ont les mêmes
dimensions.

Remarque : Il ne suffit pas qu’une formule soit homogène pour qu’elle soit juste.

Vérifier que l’expression : vr   , est bien homogène à une force.

Avec :  : une viscosité dynamique ; r  : un rayon ; v  : une vitesse.

Corrigé : Nous avons : ][]r[][][]r[ vv

)TL()L()TLM(1 -1-1-1

-2TLM ]force[

Application
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I.2- Fonctions à plusieurs variables ),,( zyxf

I.2-1. Dérivées partielles d’une fonction à plusieurs variables

C’est la dérivée simple d'une fonction ),,( zyxf  par rapport à une seule de ses variables, et
toutes les autres étant supposées constantes :

ctezctey
x x

zyxf
x
ff

,d
),,(d

 ,
ctezctex

y y
zyxf

y
ff

,d
),,(d  et

cteyctex
z z

zyxf
z
ff

,d
),,(d

I.2-2. Différentielle totale d’une fonction à plusieurs variables

La différentielle totale de la fonction ),,( zyxf  est une combinaison linéaire des dérivées
partielles de f :

),,( zyxf zfyfxfz
z
fy

y
fx

x
ff zyx ddddddd

Calculer les dérivées partielles et la différentielle totale de la fonction :

xzzyyxzyxf ),,(

Corrigé : Les dérivées partielles de f  sont :

zyx
ff x ; zxy

ff y     et xyz
ff z

La  différentielle totale f est : zz
fyy

fxx
ff dddd

zxyyzxxzy ddd

I.3- Mesures et calcul d’erreurs

I.3-1. Mesures physiques

La mesure physique est la détermination de la valeur d'une grandeur en la comparant à une
grandeur constante de même espèce prise comme étalon (ou unité).

Il ya deux types de mesures physiques :

1- Mesure directe : elle s’effectue directement par la lecture ou l’observation, à l'aide d'un
instrument de mesure.

La masure de la longueur, de la masse, du temps,  …etc.

2- Mesure indirecte : Dans ce type, la grandeur à mesurer est exprimée mathématiquement
en fonction d'autres grandeurs directement mesurées.

La masure de la surface, du volume, de la densité,  …etc.

Exemple

Exemple

Application



CCHHAAPPIITTRREE II CCOOUURRSS RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

4

1.3-2. Calcul d’Erreurs

L’erreur est la différence entre la valeur réelle (ou vraie) rx  et la valeur mesurée mx de la

grandeur à mesurer : mr xxe

Remarque : L'erreur e  peut-être négative ou positive, sa valeur absolue est dite l'erreur absolue :

mr xxex

a. L’incertitude absolue

 L'incertitude absolue est l'erreur maximale que l'on est susceptible de commettre dans la
mesure : )max( xx

Le résultat de la mesure (ou la valeur de la grandeur à mesurer) s’écrit  :

xxX r

Et cela signifie que : xxXxx rr

Remarques :

1- L'incertitude absolue s'exprime dans la même unité que la grandeur mesurée.

2- Si la valeur X  d’une grandeur dépend des valeurs a , b , c  , …,d'autres grandeurs :

,..),,( cbafX (la mesure de X  est indirecte)

Où : ,..),,( cbaf est une fonction à plusieurs variables

Donc l’incertitude absolue x sera donnée par la relation :

...cc
Xbb

Xaa
XX

Avec : a, b, c , …  sont les incertitudes des mesures de a , b , c  , …

a
X ,

b
X ,

c
X

 sont les dérivées partielles de la fonction ,..),,( cbafX

b. L’incertitude relative (

L’incertitude relative est le rapport entre l'incertitude absolue et la valeur réelle :
rx
x

.

L’incertitude relative indique la précision du résultat obtenu, et il s’exprime généralement
en pour cent (%).

Un étudiant veut déterminer la masse volumique  d'une bille sphérique en
acier,  pour  cela  :  Il  mesure  le  diamètre  et  il  trouve cm6d  à mm,20  prés
(c'est-à-dire m102mm2,0 4d ) . Ensuite, il mesure la masse de la bille et il
trouve g885m  à g,10  prés (c'est-à-dire Kg10g1,0 4m ).

        Calculer la valeur de  et déterminer l'incertitude correspondante.

Application



CCHHAAPPIITTRREE II CCOOUURRSS RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

5

Corrigé : Nous avons :
V
m       ;

Où : V  est le volume de la bille sphérique, c'est-à-dire : 3

6
dV

3
33 mKg1,7829

)06,0(
885,0

14,3
66

d
m

L’incertitude absolue : ddmm ;

Avec :

4

3

18

6

d
m

d

dm
d

d
mm

d
186

43

Alors : d
d

m
m

d
m

d
dm

d
m 36186

343

d
d

m
m 3

3
44

mKg2,7906,0
1023885,0

101,7829

                                Donc, la masse volumique de la bille s’écrit : 3mKg2,791,7829

I.4- Calcul vectoriel

Le calcul vectoriel est un outil mathématique, très utilisé en physique. En fait, Il existe en
physique deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les grandeurs vectorielles.

1.4-1. Définitions

a. Grandeur scalaire

C’est une grandeur physique décrite par un nombre (scalaire) et une unité.

le volume, la masse, la température, la longueur, le temps, …etc.

b. Grandeur vectorielle

C’est toute grandeur dont la détermination nécessite un sens, une direction, un point
d’application et une valeur (ou intensité).

le déplacement, la vitesse, l’accélération, la force, le champ électrique,… etc.

c. Coordonnées d’un point

Dans l’espace,  un point A est défini par des nombres (ou scalaires) 1a  , 2a , 3a , .. na , appelés les

coordonnées de A , et il s’écrit : ),....,,,( 321 naaaaA .

Exemple

Exemple
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1.4-2. Vecteurs

a. Définition

Un vecteur (nommé par exemple V ) est une grandeur définie par :

Une direction :  c’est  la  droite  qui
porte le vecteur.

Un sens : représente l’orientation du
vecteur (symbolisé par une flèche )

Un module V (ou simplement V ) :

représente la valeur de la grandeur

mesurée par le vecteur V .

Graphiquement, le module correspond à la longueur du vecteur.

Un point d’application : c’est le point qui sert d’origine à la représentation du vecteur.

Remarques :

1- Le module d’un vecteur (appelée également la norme ou l’intensité) est un scalaire toujours
positif 0V   .

2- Un vecteur est dit unitaire si son module égal à 1
(ou unité).

3- Deux vecteurs 1V   et 2V  sont égaux 21 VV  ,  s’ils
ont le même module et le même ses.

4- L’opposé d’un vecteur V  noté V  est un vecteur
ayant le même module et la même direction, mais avec un sens opposé.

b. Types des vecteurs

1- Vecteur lié

Un vecteur V  est dit lié (ou bipoint), si son point
d'application est fixe.

Un vecteur lié est un couple ordonné de 2 points -

par exemple- A  et B  : ABV

Où : A  est le point d’application du vecteur V .

2- Vecteur libre

Un vecteur V  est dit libre, si son point
d'application peut être transféré à n'importe quel point
de l'espace.

3- Vecteur glissant

Un vecteur V  est dit glissant, si son point
d'application peut se déplacer le long d’une ligne
d'action (la direction )(  ).

V
1A

2A V

)(

V

1A V

V2A

3A

ABVbipoint

fixenapplicatiod'
Point

A

B

12 VV1V 1V

VVecteur

napplicatiod'
Point

Sens
DirectionVV ouModule
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I.4-3. Système de coordonnées cartésiennes

a. Repère cartésien

Dans un espace tridimensionnel, le repère cartésien se compose d'une origine (point O ) et des
axes orientés et orthogonaux (perpendiculaires entre eux) passant par cet origine.

Axe des abscisses  (noté Ox) ;

Axe des ordonnées (noté Oy) ;

Axe des cotes (noté Oz) ;

b. Base cartésienne orthonormée

Dans un espace tridimensionnel, le repère cartésien est muni d'une base vectorielle
orthonormée constituée de trois vecteurs unitaires et orthogonaux deux à deux notés comme
suivant :

i  : porté par l’axe Ox et orienté selon son orientation.

j  : porté par l’axe Oy et orienté selon son orientation.

k  : porté par l’axe Oz et orienté selon son orientation.

c. Coordonnées cartésiennes d’un point

Dans un repère cartésien, chaque point est défini par ses coordonnées cartésiennes suivantes :

Abscisse (notée x ) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Ox ;

Ordonnée (notée y) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Oy ;

cote (notée z ) : c’est la coordonnées du point suivant l’axe Oz ;

Dans un repère cartésien, un point
),,( zyxM  est représenté comme dans

la figure ci-contre .

Les coordonnées de l’origine O   sont
)0,0,0( .

Le point )0,,( yxH  est la projection
orthogonale de M  sur le plan )(Oxy .

d. Composantes cartésiennes d’un vecteur

Dans une repère cartésien, tout vecteur V  est défini par ses composantes cartésiennes, par

exemple xV   , yV  et zV  , et il  s’écrit sous la forme colonne :

z

y

x

V
V
V

V

y

z

O

i

j

),,( zyxM

x

y

x

k

z
Représentation graphique d’un point
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Dans un repère cartésien, un vecteur :

z

y

x

V
V
V

V

est représenté comme dans la figure
ci-contre .

Remarques :

1- En plus de ses cordonnées, un point ),,( zyxM  peut être défini par le vecteur position :

z
y
x

OM ( O est l'origine du repère)

2- Un vecteur  est dit nul ( 0V ) si ses composantes sont nulles ( 0zyx VVV ).

3- Dans la base cartésienne )( k,j,i , le vecteur

z

y

x

V
V
V

V  s’écrit : kVjViVV zyx

4- L’expression du module de

z

y

x

V
V
V

V  est : 222
zyx VVVV

I.4-5. Opération sur les vecteurs

a. Addition vectorielle

Le résultat de la somme de deux vecteurs
1

1

1

1
z
y
x

V  ,
2

2

2

2
z
y
x

V  est un vecteur appelé la

résultante.
21

21

21

zz
yy
xx

R

On peut représenter la résultante R  par les méthodes graphiques suivantes :

Méthode du triangle Méthode du parallélogramme

R

2V

1V

21 VVR

2V

1V

O

i

j

V

x

y

xV

k

z

yV

V

zV

Représentation graphique d’un vecteur
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Propriétés de la somme vectorielle

La résultante de la somme d’un vecteur V  avec son opposé V  est le vecteur nul 0 .

La somme vectorielle est commutative: 1221 VVVV

La somme vectorielle est associative : )()( 321321 VVVVVV

b. Soustraction vectorielle

La soustraction vectorielle est définie comme l’addition du vecteur opposé :

)( 2121 VVVVD

Pour trouver graphiquement le vecteur
D ,  on  trace  le  vecteur  opposé 2V  et
on utilise la méthode du triangle.

Si :
1

1

1

1
z
y
x

V  et
2

2

2

2
z
y
x

V , donc les composantes du vecteur 21 VVD  sont :
21

21

21

zz
yy
xx

D

Les composantes d’un bipoint (ou du vecteur) AB , formé par les points ),,( AAA zyxA  et
),,( BBB zyxB , peuvent être déterminer comme suivant :

OAOBOBAOAB (décomposition de AB en deux vecteurs d’origine O )

            Avec : kzjyixOA AAA         et kzjyixOB BBB

            Donc, le vecteur AB s’écrit : kzzjyyixxAB ABABAB )()()(

Le module de AB   est : )()()( 222
ABABAB zzyyxxAB

La direction de AB   est le segment de droite BA,

OAO
A

B

OBAO
OBAOAB

OB

O

i
j

AB vecteurLe

x

y

xv

k

z

),,( AAA zyxA

),,( BBB zyxB

Bx Ax

AyBy

Bz

Az

OA

OB

Composantes d’un bipoint

1V 21 VVD
2V

2V

1V
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c. Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Un vecteur V  peut être multiplié par un scalaire
réel n  pour donner un nouveau vecteur :

VnW

Les propriétés du vecteur W   sont  :

Le module de W est : VnW  ;

La direction de W  est la même que celle de V  ;

Le sens de W est le même que celui de V si 0n ,  et il  est opposé à celui de V si
0n .

Tout vecteur non nul V  est égal à
la multiplication d’un vecteur unitaire U  par
son module V : UVV

Le vecteur unitaire U  permet de définir la

direction et le sens de V , et il s’écrit :
V
VU

d. Produit scalaire

Soient
1

1

1

1
z
y
x

V  et
2

2

2

2
z
y
x

V deux vecteurs

non nuls.

Le produit scalaire entre 1V  et 2V  est  la

grandeur scalaire notée 21 VV   telle que :

2121 cosVVVV ( L'opérateur  «  » signifie le produit scalaire )

212121 zzyyxx ( Expression analytique du produit scalaire )

Avec :  : c’est l’angle entre les vecteurs 1V et 2V  ,

Dans l’expression du produit scalaire :

2121 cosVVVV

la grandeur « 2 cosV  » représente la

composante (ou la projection) de 2V  sur la direction

de 1V  .

1V

2V

)(2 cosV

Composante d’un vecteur sur un axe

1V

2V

Vvecteur

V
VUUunitaire

vecteur

module V

Vecteur unitaire d’un vecteur

V
V0,5

V2
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La composante de
z
y
x

V  sur :

l’axe Ox  est : x cosViV

l’axe Oy  est : y cosVjV

l’axe Oz est : z cosVkV

Propriétés du produit scalaire

Si l’un des vecteurs 1V et 2V est nul,  donc : 021 VV

Le produit scalaire est commutatif : 1221 VVVV

Le produit scalaire est distributif : 3121321 )( VVVVVVV

Le produit scalaire entre deux vecteurs orthogonaux  (perpendiculaires) 1V et 2V est :

021 VV ( 21 VV , c'est-à-dire l’angle 0
2

cos )

                                                         (c'est la condition d’orthogonalité de deux vecteurs non nuls)

Le module d’un vecteur
z
y
x

V ,  qui  égal  à 222 zyx , peut être formulé par la

relation : VVV
2

Soient les trois vecteurs AB  , AC et CB .

Si le vecteur AB  est la résultante des vecteurs AC et CB , c'est-à-dire :

CBACAB

Donc, le carré de son module égal à : ABABAB
2

)()(
2

CBACCBACAB

CBACCBCBACAC 2)()(

2
22

cosCBACCBAC

Avec :  c’est l’angle entre les vecteurs AC et CB

A

B

C

Module de la résultante

O
i

j

V

x

y
k

z

y
V

z

x

Exemple
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e. Produit vectoriel

Soient 1V et 2V  deux vecteurs non nuls, et  l’angle entre eux.

Le produit vectoriel de 1V et 2V est le

vecteur V défini par :
UsinVVVVV 2121

(L'opérateur  «  » signifie le produit vectoriel)

Avec  : U  est un vecteur unitaire
perpendiculaire au plan formé par les
vecteurs 1V et 2V  .

Le module de V est égal à  : 2121 sinVVVVV

Remarque :

Le  sens  du  produit  vectoriel  est  déterminé  par  la  règle  des  3  doigts  de  la  main  droite,
disposés de telle sorte que :

Expression analytique du produit vectoriel

Dans une base orthonormée )u,u,u( 321 , Si le vecteur
z
y
x

V est le produit vectoriel

des vecteurs
1

1

1

1
z
y
x

V et
2

2

2

2
z
y
x

V , donc ses composantes " x " , " y " et " z " seront calculées par

la méthode du déterminant comme suivant :

222

111

321

21
zyx
zyx
uuu

VVV
22

11
3

22

11
2

22

11
1 yx

yxuzx
zxuzy

zyu

312212122111221 u)yxyx(u)zxzx(u)zyzy(

Propriétés du produit vectoriel

Le produit vectoriel est anti commutatif : 1221 VVVV .

Le produit vectoriel est distributif : 3231321 )( VVVVVVV

Le double produit vectoriel : )( 321 VVV  est un vecteur défini par la relation :

12Pouce VV
2Index V

1Majeur V

1V

2V12 VV

21Pouce VV

1Index V

2Majeur V

1V

2V

21 VV

1V

2V

21 VVV

U
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321231321 VVVVVVVVV

Si 1V est colinéaire à 2V (c'est-à-dire l’angle 0  ou ) , donc : 021 VV .

Une base )u,u,u( 321 est dite orthonormée directe, si  :

213

132

321

uuu

uuu

uuu

Soit un triangle quelconque ABC .

Démontrer la formule des sinus :

c
sin

b
sin

a
sin

Corrigé : Le triangle ABC est formé par
les vecteurs AB  , AC et CB .

On désignera par : - a : la longueur du côté AB ; c’est à dire : ABa  ;

- b : la longueur du côté CB ; c’est à dire : CBb ;

- c : la longueur du côté AC ; c’est à dire : ACc ;

- : l’angle entre les vecteur AC et CB  ;

- : l’angle entre les vecteur AC et AB  ;

En géométrie, le module du produit
vectoriel 21 VVV  est égal à l'aire (ou
la surface) du parallélogramme défini par
les deux vecteurs 1V   et 2V  .

Par conséquence, la surface d’un triangle
ABC, formé par trois vecteurs AB  ,

AC et CB , égale à :

2
1

2
1

2
1 CBABABACCBACSABC

2
1 sinCBAC ( 0sin )

2
1 sinABAC ( 0sin )

2
1 sinCBAB ( 0sin )

A

B

Cb

c
a

Application

A

B

C

1V

21 VV

2V
h

Surface d’un triangle



CCHHAAPPIITTRREE II CCOOUURRSS RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

14

- : l’angle entre les vecteur AB et CB  ;

Donc, la surface du triangle s’écrit :

2
1

2
1

2
1 sinbasinacsinbcS ABC

sinbasinacsinbc

La division par le produit cba , nous donne :

cba
sinba

cba
sinac

cba
sinbc

c
sin

b
sin

a
sin

f. Produit mixte

Soient les vecteurs non nuls
1

1

1

1
z
y
x

V ,
2

2

2

2
z
y
x

V  et
3

3

3

3
z
y
x

V  .

Le produit mixte )( 321 ,, VVV  est défini par :

333

222

111

321321
zyx
zyx
zyx

,, )( VVVVVV

)()()( 233213223123321 zxyxzzxzxyzyzyx

Propriétés du produit mixte

Le produit mixte est non commutatif : 123321 VVVVVV

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :

132213321 VVVVVVVVV

Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont
coplanaires (les trois vecteurs sont dans le même plan).

Si les trois vecteurs 1V , 2V  et 3V  ont le même origine, donc :

321321 cosVVVVVV

Avec :

32 VV : la surface de la base S .

h1 cosV : la hauteur du parallélépipède

construit sur 1V , 2V  et 3V

Alors, la valeur absolue : 321 cosVVV  est égale au volume du parallélépipède.

1V
3V

32 VV

2V

h

Volume d’un parallélépipède
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g. Dérivation vectorielle

Soit un vecteur )(tV  défini par ses composantes données en fonction d’une variable t

(peut être le temps par exemple).   La dérivée de )(tV  par rapport à t est le vecteur : t
tV

d
)(d

.

Propriétés de la dérivation vectorielle

Dérivée de la somme (ou de la soustraction) :
t

tV
t
tVtVtVt d

)(d
d

)(d))()((d
d 21

21

Dérivée d’un vecteur multiplié par un scalaire :

t
tVnt

ntVt
tVn

d
)(d

d
d)(d

))((d

Dérivée d’un produit scalaire : t
tVtVtVt

tVtVtVt d
)(d)()(d

)(d))()((d
d 2

12
1

21

Dérivée d’un produit vectoriel : t
tVtVtVt

tVtVtVt d
)(d)()(d

)(d))()((d
d 2

12
1

21

Remarque : Si U est  un  vecteur  unitaire.  Alors,  la  dérivée  du  produit  scalaire UU  par
rapport au temps t , est égale :

0d
d2)(d

d
t
UUUUt (puisque : 12UUU 0

d

d

d
)(d

2

t

U

t
UU

)

Donc, le dérivé d’un vecteur unitaire, par rapport au temps,
t

U
d

d   est orthogonal à U .

Soient les vecteurs
1

2
1

A

                                et
1

1
0

B  .

1) Trouver le module de chaque vecteur.

2) Calculer BAR  et BAD  .
3) Calculer  le produit scalaire BA  .

4) Trouver l’angle entre les deux vecteurs.

5) Calculer  le module du produit vectoriel BA

Corrigé :

1) Le module de A  est : 6141)1(21 222A

Le module de B  est : 2110)1(10 22B

2) La somme :
)1(1

12
01

R
2

3
1

R

La soustraction :
)1(1

12
01

D
0
1
1

D

Application
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3) Le produit scalaire : 3)11()1(2)0(1 )()(BA

4) D’après l’expression du  produit scalaire : cosBABA

BA
BAcos

26
3

2
3

30

5) Le module du produit vectoriel : sinBABA

)03(26 sinBA

3

I.5- Systèmes de coordonnées

1.5-1. Coordonnées cartésiennes

a. Définition

Le repère cartésien (noté )(O, xyzR ) est un repère orthonormé fixe, d’origine )0,0,0(O ) et

muni d’une base orthonormée directe ),,( kji .

Dans un espace unidimensionnel : le repère R possède un seul axe Ox ;

Dans un espace bidimensionnel : le repère R possède deux axes Ox et Oy ;

Dans un espace tridimensionnel : le repère R comporte trois axes Ox , Oy et Oz .

Espace unidimensionnel

(ou ligne droite)
Espace bidimensionnel

(ou plan)

Espace tridimensionnel

b. Vecteur position en coordonnées cartésiennes

En système de cordonnées cartésiennes, le
vecteur position d’un point ),,( zyxM  s’écrit :

kzjyixOM

OM  est lié à l’origine O .

Le module de OM  est :
222 zyxOM

y

z

O

i

j

M

x

y

x

k

z

O

i

x

),,( zyxM

j
y

k

z

O
i

x

),( yxM

j

y

O
i

x
)(xM
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La direction de OM  est le segment de droite MO,

Le sens de OM  est du point O  (origine) vers le point M .

c. Dérivation du vecteur position par rapport au temps en cordonnées cartésiennes

En système de cordonnées cartésiennes, la dérivée du vecteur position :

ktzjtyitxtOM )()()()(

Tels que t  est le temps, s’écrit :

t
ktzkt

tz
t
jtyjt

ty
t
itxit

tx
t

tOM
d
d)(d

)(d
d
d)(d

)(d
d
d)(d

)(d
d

)(d

Et puisque , la base ),,( kji  est caractérisée par : 0d
d

d
d

d
d

t
k

t
j

t
i

,

Donc : k
t
tzj

t
tyi

t
tx

t
tOM

d
)(d

d
)(d

d
)(d

d
)(d

ktzjtyitx )()()(

Remarque :

En physique, on utilise la notation «  et » pour désigner la première et la seconde
dérivée par rapport au temps t  .

Soit un point M  , défini par ses coordonnées cartésiennes : )( ,, ttcostsin

1) Trouver, en fonction du temps t  , l’expression du vecteur position )(tOM

2) Calculer
t

tOM
d

)(d

3) Calculer  le module du  vecteur
t

tOM
d

)(d .

Corrigé :

1) Le vecteur position : ktjtcositsintOM )(

2) La dérivée par rapport à t  :

k
t
tj

t
tcosi

t
tsin

t
tOM

d
)d(

d
)(d

d
)(d

d
)(d

kjtsinitcos

3) Le module de
t

tOM
d

)(d
: 21

d
)(d 22 tsintcos

t
tOM

Application



CCHHAAPPIITTRREE II CCOOUURRSS RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

18

I.5-2. Coordonnées polaires

a. Définition

Le système de coordonnées polaires est utilisé pour repérer la position d’un point M dans un
plan (espace bidimensionnel).

La position du point ),( yxM  est repérée par :

La coordonnée radiale  :   c’est la distance qui sépare M  de l’origine O   .

OM )(0

La coordonnée angulaire  :  c’est l’angle que fait OM avec l’axe Ox  .

)2(0

La base orthonormée associée aux coordonnées polaires est : )( , UU , tels que :

U (vecteur radial) : est le vecteur unitaire du vecteur OM  .

OM
OM
OMU

U (vecteur orthoradial) : est le vecteur

directement perpendiculaire à U   .

                   (rotation de
2

 dans le sens positif)

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

En  utilisant  la figure ci-dessus, on  peut  trouver  les  relations  entre  les coordonnées
cartésiennes ),( yx  et les coordonnées polaires ),(  :

siny

cosx
; et

)0:(si:ou;)0:si(

22

xx
yarctanxx

yarctan

yx

La relation entre la base polaire )( , UU  et la base cartésienne ),( ji  est :

jcosisinU

jsinicosU

Remarques :

1- Les vecteurs U et U sont liés au point M  . Si M est en mouvement les vecteurs U et

U  changent leurs directions, donc la base )( , UU  est  «  mobile  »  par  rapport  à  la

base fixe ),( ji .

i

j

x

y

O i

j

M

x

y
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2- La dérivation par rapport à l'angle polaire  des vecteurs unitaires U et U  , nous

donne :

UjsinicosjcosisinU

UjcosisinjsinicosU

d
)d(

d
)d(

d
d

d
)d(

d
)d(

d
d

c. Vecteur position en coordonnées polaires

En système de cordonnées polaires, le vecteur position d’un point ),(M  s’écrit :

UOM

I.5-3. Coordonnées cylindriques

a. Définition

Dans le système de coordonnées cylindriques la position d’un point M est repérée par :

Les coordonnées polaires  et
de sa projection orthogonale (le point

)0,,( yxH ) sur le plan horizontal
)(Oxy .

La coordonnée z
(sa cote en coordonnées cartésiennes)

Donc les cordonnées cylindrique du point
M  sont :

)(

)2(0:

)(0

zz

OxOH

OH

axel'avecvecteurlefaitqueanglel'

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On peut passer du système de coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes (ou
l’inverse) par les relations :

zz

siny

cosx

; et )0:(si:ou;)0:si(

22

zz

xx
yarctanxx

yarctan

yx

La base orthonormée associée aux coordonnées cylindriques est : )( ,, kUU , tels que :

y

z

O
i

j

M

x

y

x

k

z

k
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kk

jcosisinU

jsinicosU

c. Vecteur position en coordonnées cylindrique

En système de cordonnées cylindrique, le vecteur position d’un point ),,( zM  s’écrit :

kzUOM

Deux points P et Q  ont les coordonnées cylindriques )( 0,
3

,4 et )( 3,
6

5,2   .

Trouver les coordonnées cartésiennes des points P et Q .

Corrigé :

Les coordonnées cartésiennes du point )( 0,
3

,4P :

PP

PPP

PPP

zz

siny

cosx

0

32
3

4

2
3

4

P

P

P

z

siny

cosx

Donc, Les coordonnées cartésiennes de P sont : )0,32,2(P

Les coordonnées cartésiennes du point )( 3,
6

5,2Q :

QQ

QQQ

QQQ

zz

siny

cosx

3

1
6

52

3
6

52

Q

Q

Q

z

siny

cosx

Donc, Les coordonnées cartésiennes de Q sont : )3,1,3(Q

I.5-4. Coordonnées sphériques

a. Définition

Dans l’espace tridimensionnel,  la position d’un point M est repéré en système de coordonnées
sphériques par :

La distance radiale r  : c’est la distance qui sépare M  de l’origine O   .

OMr )(0 r

Application

i
j

k
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La colatitude :

 c’est l’angle que fait OM  avec
 l’axe Oz )(0

La longitude :

c’est l’angle que fait OH
(la projection orthogonale de OM
sur le plan horizontale )(Oxy )
avec l’axe Ox )2(0

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On peut passer du système de coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes (ou
l’inverse) par les relations :

scorz

sinsinry

scosinrx

; et

)0:(si:ou;)0:si(

arccos
222

222

x
x
yarctanx

x
yarctan

zyx
z

zyxr

La base orthonormée associée aux coordonnées sphériques est : )( ,, UUU r , tels que :

jcosisinU

ksinjsincosicoscosU

kcosjsinsinicossinU r

Remarques :
1- La base sphérique )( ,, UUU r  est  «  mobile  »  par  rapport  à  la  base  cartésienne

),,( kji .

2- La base )( ,, UUU r est orthonormée directe, c'est-à-dire  :

UUU

UUU

UUU

r

r

r

3- Les différentielles totales des vecteurs unitaires rU  , U  et U  sont :

ddd rr
r

UUU dd UsinU

i
j

k

y

z

O
i

j

x

y
x

k

z

M
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ddd UUU dd UcosU r

dd UU dd UcosUsin r

c. Vecteur position en coordonnées sphériques

En système de cordonnées sphériques, le vecteur position d’un point ),,(rM  s’écrit :

rUrOM

Démontrer que : UcosUsinU
r

Corrigé :

D’après l’égalité : UUU r

Alors, la dérivée
U

 égale :
UUUUU

r
r

Avec : UsinU r  et UcosU

)()( UUcosUUsinU
r

)()( UcosUsin r

UcosUsin r

Soit un point M de coordonnées sphériqus )(
4

3,
4

,2 .

Trouver le vecteur position OM en coordonnées cartésiennes.

Corrigé :

L’expression du vecteur position en coordonnées sphérique est :

)(MrM UrOM

Avec : 2Mr

    et : kcosjsinsinicossinU MMMMMr M )(

kcosjsinsinicossin
44

3
44

3
4

kji
2
2

2
1

2
1

Donc, le vecteur position de )(
4

3,
4

,2M  en coordonnées cartésiennes est :

kjiOM 2

Application

Application



CCHHAAPPIITTRREE II CCOOUURRSS RRaappppeell MMaatthhéémmaattiiqquuee

23

Algèbre
Exposants nmnm xxx

nm
n

m
x

x

x

nmnm xx )(
n xx /n1

Trigonométrie
Identités trigonométriques 122 cossin

)( sincoscossinsin
)( sinsincoscoscos

22 cossinsin
222 sincoscos

)(1
)(

tantan
tantan

tan

Fonctions trigonométrique

Fonction Dérivée
d

d

x
Fonction réciproque Dérivée

d

d

x

)(xcos

)( )(xfcos )

)(xsin

)( )(
)(

xfsin
x

xf

d

d
)(xarccos

21

1

x

)(xsin

)( )(xfsin

)(xcos

)( )(
)(

xfcos
x

xf

d

d )(xarcsin
21

1

x

)(
)(

)(
xcos
xsin

xtan )(1
)(

1 2

2
xtan

xcos
)(xarctan

1

1
2x

)(
)(

)(
xsin
xcos

xcot )(1
)(

1 2

2
xcot

xsin
)(xarccot

1

1
2x

Géométrie
L’équation d’une droite est

de la forme : ba xy

Où :
b  est l’ordonnée à l’origine

)0(y  ;
a est la pente, telle que :

12

12

xx

yy
a

L’équation d’un cercle est de
la forme : 222 ryx
Où :
Le rayon : r  ;
Le centre : l’origine )0,0(O  ;

La circonférence : rC 2 ;

La surface : 2rScercle

L’équation d’une sphère est
de la forme : 2222 rzyx
Où :
Le rayon : r  ;
Le centre : l’origine )0,0,0(O ;

La surface : 24 rSsphère   ;

Le volume : 3

3
4

rVsphère

2222 rzyx

x

y

z

r

r

r

O

222 ryx

xr

r

O

y

2y

1y

x

bxay

b

1x 2x

Annexe



2
CCCiiinnnééémmmaaattt iiiqqquuueee ddduuu PPPoooiiinnnttt MMMaaatttééérrr iiieeelll

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Décrire les paramètres d’un mouvement : le vecteur position, le

vecteur vitesse et le vecteur accélération.

Etablir l’équation de la trajectoire et identifier la nature du

mouvement.

Définir les vecteurs position, vitesse et accélération en différents

systèmes de coordonnées.

 Définir les paramètres d’un mouvement circulaire : vitesse et

accélération angulaire.
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II.1- Introduction

La mécanique est la partie de la physique qui étudie les mouvements des corps.

La cinématique est une partie de la mécanique, consiste à analyser de façon purement
mathématique le mouvement sans se préoccuper des causes qui le produit (comme  les  fores  par
exemple).

Les grandeurs physiques de la cinématique sont : le temps, la position, la vitesse et
l’accélération.

II.2- Définitions

Mouvement : c'est le changement de la position (ou le déplacement) d’un corps (ou objet) dans
l'espace.

Le mouvement est une notion relative qu'il convient de la préciser avec : « par rapport à ».

Point matériel : c’est un point géométrique (souvent noté '' M '') associe à un corps sans
dimensions, ou ses dimensions sont négligeables par rapport à son déplacement.

Au cours de ce chapitre, tout corps à étudier est considéré comme un point.

Référentiel :

Avant de décrire le mouvement d’un point matériel, il est nécessaire de définir
un référentiel d'étude.

Un référentiel est l’ensemble d’un repère d’espace, un repère de temps et un observateur.

Référentiel ( R ) = Repère d’espace + Repère de temps + Observateur

Repère d’espace : c’est un système de coordonnées défini par une origine (noté ''O '') et
trois axes orientés, et il muni d’une base vectorielle orthonormée.

Le repère cartésien )( zyO, xR  ou ),,;( kjiOR .

Repère temps (Horloge) : Il sert à mesurer le temps du mouvement. Il constitué d’un
instant d’origine (correspond à 0t ) et d’une échelle de temps.

Observateur : c’est un corps matériel (réel ou imaginaire),  lié  et  fixe  (immobile)  dans  le
référentiel d’étude.

II.3- Mouvement d’un point matériel

Le mouvement d’un point matériel M   dans un référentiel ( R ) peut être décrit par les
paramètres cinématiques suivants : vecteur position, vecteur vitesse et vecteur d’accélération.

II.3-1.  Vecteur position

La position du point M  dans l’espace, à tout instant t , est définie par son vecteur position
OM   (aussi noté r ).

Dans un repère cartésien )( zyO, xR ,  le  vecteur  position  du  point M , à tout instant t ,

s’écrit : ktzjtyitxtrOM )()()()( )(ou

Les composantes )(tx , )(ty  et sont appelés : les  équations horaires du mouvement ,
elles expriment les changements de la position de M  avec le temps t .

Exemple

Exemple
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La trajectoire est l'ensemble des positions
successives occupées par le point M   au
cours du temps.

La trajectoire est une ligne continue reliant
la position de départ 0M (instante de départ

0t ) à la position d’arrivée.

La forme de la trajectoire détermine la
nature du mouvement. Le mouvement est
dit rectiligne si sa trajectoire est rectiligne
(ou droite), et curviligne s'elle est curviligne.

L’équation de la trajectoire est une relation entre les coordonnées )(tx , )(ty et )(tz
indépendamment du temps.

Pour trouver l’équation de la trajectoire, il suffit d’éliminer le temps entre les équations
horaires pour obtenir la formule 0),,( zyxf   .

Dans le repère )( yO, xR ,  la position d’un point matériel M est donnée en fonction

du temps t par le vecteur position : jtsinitcostr )2(2)5)2(2()(

       Quelle est la forme de sa trajectoire ?

Corrigé : jtsinitcostr )2(2)5)2(2()(
)2(2

5)2(2

tsiny

tcosx

En éliminant le temps t , on obtient :

2
)2(

2
5)2(

ytsin

xtcos

 Avec : 1)2()2( 22 tsintcos 222 2)5( yx

Donc, la trajectoire de M est un cercle de centre )0,5(C  et de rayon 2  .

Application

y

z

O

i

j

x

y

x

k

z

)(tM

)( 00 tM
)( 11 tM

)( 22 tM

)( nn tM

Trajectoire du mouvement

y

z

O

i

j

),,( zyxM

x

y

x

k

z
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Dans le repère )( yO, xR ,  la  trajectoire  du  mouvement   d’un  point  matériel P est

définie par l’équation : )1()( xxxfy

Si l’abscisse de P  est : 2)( ttx ,  exprimer son ordonnée y  en fonction de t .

Corrigé : D’après l’équation : )1( xxy , avec : 2tx .

Donc : )22 1( tty )21( tt

II.3-2.  Vecteur déplacement

Au cours de son mouvement, le point M  (le mobile) occupe des positions différentes iM . Par

exemple, si 1M (de coordonnées cartésiennes ),,(
111

zyx ) est sa position à l’instant 1t et 2M (de

coordonnées cartésiennes ),,(
222

zyx ) est la position à l’instant 2t .

Le vecteur déplacement OM est défini par :

12

21

OMOM

MMrOM

)()()( 121212 kzzjyyixx

             Avec :

)( 11 tOMOM  : Vecteur position à l’instant 1t  ;

)( 22 tOMOM  : Vecteur position à l’instant 2t  ;

Le déplacement élémentaire du mobile est un déplacement infiniment petit par
rapport au système étudié.

Si un mobile subit un déplacement élémentaire entre la position ),,( zyxM et la
position )d,d,d( zzyyxxM . Ce déplacement est représenté par le vecteur :

ddd

d

kzjyix

MMOM
z

O

i

j

M

x

y
k

z

),,( zyxM

y

xxx d

yy d

zz d

Déplacement élémentaire

O

i
j

x

y
k

z

),,( 1111 zyxM

),,( 2222 zyxM
21MM

Application
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II.3-3.  Vecteur vitesse

La vitesse d’un mobile est le rapport entre la variation de sa position (ou la distance
parcourue) et le temps écoulé pendant ce changement de position.

Dans les mesures cinématiques, il faut distinguer deux types de vitesses :

a. La vitesse moyenne

Soit un mobile M  qui se trouve à l’instant 1t  en position ),,( 1111 zyxM  et à l’instant 2t
en position ),,( 2222 zyxM .

La vitesse moyenne de M  est définie sur l’intervalle de temps ],[ 21 tt  par  les
grandeurs :

Une grandeur vectorielle :
12

21
moy tt

MMV )()()(

12

12

12

12

12

12 k
tt
zzj

tt
yyi

tt
xx

t
OM k

t
zj

t
yi

t
x

Une grandeur scalaire (la valeur) :
12

21
moy tt

MM
V )()()( 222

t
zyx

La vitesse s’exprime, dans le système international, en sm /  ou 1.sm .

Remarques :

1- Le vecteur moyV  est appelée vecteur vitesse moyenne.

2- Les composantes (en système cartésien) de moyV  sont :

)(

)(

)(

12

12
moy

12

12
moy

12

12
moy

)(

)(

)(

tt
zzv

tt
yyv

tt
xxv

z

y

x

3- Le vecteur vitesse moyV  est parallèle au vecteur déplacement OM ,  et  sa  direction  est

celle du déplacement (de 1M  vers 2M ).

4- Si le mouvement est sur une droite,  donc  : i
t
xi

tt
xxV )(

12

12
moy   ;  et sa valeur est :

t
x

vmoy

b. La vitesse instantanée

La vitesse instantanée (ou vitesse à un instant t) se définir comme une vitesse moyenne entre
la position )(tM (position à l’instant t ) et la position )( ttM ( position à l’instant tt ), où '' t ''

O

i
j

x

y
k

z
1M

2M
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représente une durée très faible. Cette vitesse moyenne tend vers la vitesse à l’instant t  lorsque la
durée t  tend vers zéro.

Donc le vecteur vitesse instantané (noté vecteur vitesse V ) est :

t
tOMttOMtV

t

)()()(
0

im

En outre, si on considère une durée élémentaire '' td '' « infiniment petite » correspondant à un

déplacement élémentaire OMd  , alors la vitesse moyenne du mobile sur ce déplacement coïncide
avec sa vitesse instantanée, et donc :

t
tOMtV

d
)(d)(

Le vecteur vitesse correspond alors à la dérivée temporelle du vecteur position.

Remarques :

1- Le vecteur vitesse )(tV  est un vecteur tangent à la trajectoire au point M .

2- Le sens de )(tV  indique le sens du mouvement du mobile

II.3-4. Vecteur accélération

Tout comme le vecteur vitesse qui correspond les variations du vecteur position par rapport
au temps, le vecteur accélération correspond les variations du vecteur vitesse par rapport au
temps.

a. L’accélération moyenne

L’accélération moyenne d’un mobile est la variation de sa vitesse (instantanée) entre deux
positions par rapport au temps.

Soit 1V  le vecteur vitesse du mobile à un instant 1t  ( )( 11 tVV )et 2V  son vecteur vitesse à un

instant 2t ( )( 22 tVV ). Le vecteur accélération moyenne du mobile est définie sur l’intervalle de

temps ],[ 21 tt  par :
12

12
moy tt

VVa

L’accélération s’exprime, dans le système international, en 2/ sm  ou 2.sm .

O

i
j

x

y
k

z

)(tM

Mpoint
dueTrajectoir

Mpoint
auetrajectoir
laàTangente
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Remarques :

1-  Les composantes cartésienne de moya   sont :

))()((

))()((

))()((

12

12
moy

12

12
moy

12

12
moy

)(

)(

)(

tt
tvtva

tt
tvtv

a

tt
tvtva

zz
z

yy
y

xx
x

2- La valeur de l’accélération moyenne est : 2
moy

2
moy

2
moymoy )()()( zyx aaaa

b. L’accélération instantanée

Le vecteur accélération instantanée (noté simplement vecteur accélération )(ta ) est le vecteur
accélération à un instant t . Il s’obtient d’une manière analogue à celle de vitesse :

t
tVttVta

t

)()()(
0

im

Si on considère une durée élémentaire '' td '' « infiniment petite », le vecteur accélération sera
correspond à la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse et donc à la dérivée seconde du
vecteur position :

2

2

d
)(d

d
)(d)(

t
tOM

t
tVta

Remarque :

Pour un mouvement rectiligne, si 0)(ta (alors cte)(tV ) donc le mouvement du point
matériel est dit rectiligne uniforme.

II.4- Vecteur position, vecteur vitesse et vecteur accélération dans les différents systèmes de
coordonnées

II.4-1.  Système de coordonnées cartésiennes

Soit un mobile M  en mouvement dans un référentiel R ),,,( zyxO fixe, muni d’une base

vectorielle ),,( kji .

Coordonnée
cartésienne Abréviation Dérivée

première Abréviation Dérivée
seconde Abréviation

)(tx x
t
x

t
tx

d
d

d
)(d x

2

2

2

2

d
d

d
)(d

t
x

t
tx x

)(ty y
t
y

t
ty

d
d

d
)(d y

2

2

2

2

d
d

d
)(d

t
y

t
ty y

)(tz z
tt

t
d
dz

d
)(dz

z
2

2

2

2

d
d

d
)(d

t
z

t
tz z
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Vecteur position : Le vecteur position à l’instant t  est : kzjyixtOM )(  .

Vecteur vitesse : Le vecteur vitesse à l’instant t  est :
t

tOMtV
d

)(d)(  .

kzjyix
t

kvjvivtV zyx d
d)(

kzjyix ( puisque : 0
d
d

d
d

d
d

((( R)R)R)
t
k

t
j

t
i

)

Le module du vecteur vitesse (la valeur de la vitesse du mobile à l’instant t ) est :

222)( zyxtv

Vecteur accélération : Le vecteur accélération à l’instant t  est : 2

2

d
)(d

d
)(d)(

t
tOM

t
tVta  .

kvjviv
t

kajaiata zyxzyx d
d)(

ktzjtyitx )()()(

L’accélération à l’instant t  est : 222)( zyxta

II.4-2.  Système de coordonnées polaires

Soit un mobile M  en mouvement dans un plan ),,( yxO muni de la base polaire mobile

),( UU  .

Coordonnée polaire Abréviation Dérivée
première Abréviation Dérivée seconde Abréviation

22 ))(())(()( tytxt
tt

t
d
d

d
)(d

2

2

2

2

d
d

d
)(d

tt
t

)(
)()(

tx
tyarctant tt

t
d
d

d
)(d

2

2

2

2

d
d

d
)(d

tt
t

)(ty

)(tz

O

i

j

M

x

y

)(tx

k

z
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Vecteur position : En coordonnées polaires, le vecteur position à l’instant t  est : UtOM )(  .

Vecteur vitesse : En coordonnées polaires, l’expression du vecteur vitesse à l’instant t  est :

U
tt

tOMtV
d
d

d
)(d)(

t
U

U
t d

d
d
d

D’après le chapitre I, nous avons : U
U
d

d

Donc, on peut écrire :
d

d
d

d
d

d
U

t
U

t
U

(en divisant et en multipliant par '' d ''  )

Alors, UUUvUvtV )(

Et le module du vecteur vitesse est : 222)(tv  .

Remarques :

1- La valeur )()( tVtv ne dépend pas du système de coordonnées, et dans tous les cas, le

mobile a une seule valeur de vitesse à un instant t .

222222)( zyxtv

2- La composante « v  » est appelée la composante radiale du vecteur vitesse.

3- La composante « v  » est appelée la composante orthoradiale du vecteur vitesse.

4-
td

d
 : est appelée la vitesse angulaire (notée souvent '' '') (unité : -1rad.s ou -1s ).

Vecteur accélération : En coordonnées polaires, le vecteur accélération à l’instant t  est :

t
tVta

d
)(d)( UU

td
d U

t
U

tt d
d

d
d

d
d

t
U

t
U

t
U

ttt
U

t
U

t d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

2

2

2

2

x

y

O i

j

M

x

y
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La dérivée
t

U
d

d
 peut être trouvée par :

t
U

t
U

d
d

d
d

d
d

  , avec U
U
d

d
 (Chapitre I)

Donc, U
tt

U
d

d
d

d

Alors, UtUUUUUaUata )()(

UU .22

Remarques :

1- La composante « 2a  »  est  appelée  la  composante  radiale  du  vecteur
accélération.

2- La composante « 2a  » est appelée la composante orthoradiale du vecteur
accélération.

3- 2

2

d
)(d)(

t
tt  : est appelée l’accélération angulaire (notée souvent '' '') (unité : -2rad.s

ou -2s ).

4- La valeur de l’accélération est 22)()( aatata

II.4-3.  Système de coordonnées cylindrique

Les coordonnées cylindriques )( z,,  sont les coordonnées polaires )( ,  du  plan
),,( yxO  plus une coordonnée z  suivant un axe perpendiculaire au plan. La base associée aux

coordonnées cylindriques est donc ),,( kUU . Sachant que, les vecteurs unitaires U  et U sont

« mobiles », alors que le vecteur k  est un vecteur « fixe ».

Donc, pour trouver les expressions des vecteurs : position, vitesse et accélération, il suffit
d'ajouter la troisième composante suivant l'axe Oz  à leurs expressions en coordonnées polaires.

Vecteur position : Le vecteur position en coordonnées cylindriques : kzUtOM )(  .

y

z

O
i

j

M

x

y

x

k

z
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Vecteur vitesse : L’expression du vecteur vitesse à l’instant t  est :

)( kvUvUvtV z kzUU

Et son module est : 2222)( ztv  .

Vecteur accélération : Le vecteur accélération à l’instant t  est :

kzUUkaUaUata z .2)( 2

Et sa valeur à l’instant t  est 222)( zaata

II.4-4.  Système de coordonnées sphériques

Soit un mobile M  en mouvement dans un référentiel tridimensionnel R  muni  de  la  base

sphérique mobile ),,( UUU r  .

Coordonnée polaire Abr. Dérivée
première Abr. Dérivée

seconde Abr.

))(())(())(()( 222 tztytxtr r
t
r

t
tr

d
d

d
)(d

r
2

2

2

2

d
d

d
)(d

t
r

t
tr r

222 ))(())(())((

)()(
tztytx

tzarccost
tt

t
d
d

d
)(d

2

2

2

2

d
d

d
)(d

tt
t

)(
)()(

tx
tyarctant tt

t
d
d

d
)(d

2

2

2

2

d
d

d
)(d

tt
t

Vecteur position : En coordonnées sphérique : rUrtOM )(  .

Vecteur vitesse : Le vecteur vitesse à l’instant t  est : rUr
tt

tOMtV
d
d

d
)(d)(

t
U

rU
t
r r

r d
d

d
d

y

z

O
i

j y
x

k

z

M
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D’après le chapitre I, la différentielle totale du vecteur unitaire rU  s’écrit :

ddd rr
r

UUU dd UsinU

Donc, )(
d
d

d
d

d
d

UsinUU
t

sinU
tt

U r (par division sur '' td ''  )

Alors, )()( UsinrUrUrUvUvUvtV rrr

       Et le module du vecteur vitesse est : 222)( vvvtv r  .

Vecteur accélération : En coordonnées sphériques, l’expression du vecteur accélération est :

)(
d
d

d
)(d)( UsinrUrUr

tt
tVta r

d
d

)()(
d

)(d)(

d
d

)(

t
U

sinrUinsrU
t

sinrUinsr

t
U

rUrUrUsinUrUr r

D’après le chapitre I, nous avons :

ddd UcosUU r UscoU
t

U
r )(

d
d

      Et : ddd UcosUsinU r d
d

UcosUsin
t

U
r

Donc : rr UrUrUrUsinrUrUrta )()( 2

UscorUinsrUscor )()()(

UcossinrUsinrUinsr r
2 22 )()()()(

UaUaUata rr)(

UcossinrrrUsinrrr r
2 )()(2)( 222

Usinrscorinsr )(2)(2)(

La valeur de l’accélération à l’instant t   est 222)( aaata r

II.5- Types de mouvements



CCHHAAPPIITTRREE IIII CCOOUURRSS CCiinnéémmaattiiqquuee dduu PPooiinntt MMaattéérriieell

35

II.5-1.  Le mouvement rectiligne

Le mouvement rectiligne est un mouvement qui s'effectue le long d'une ligne droite. Au cours
de ce mouvement, la trajectoire du mobile M  se confond avec l'un des axes du référentiel d’étude (
R ), par exemple avec l’axe Ox  des coordonnées cartésiennes.

Donc, le vecteur position à l’instant t s’écrit : itxtOM )()(

Et les vecteur vitesse et accélération  sont : itvtV x )()( et itata x )()(

Les relations entre les composantes )(tx , )(tvx  et )(tax  peuvent être déterminer par les
intégrales :

d
)(d)(

t
tOMtV ttvtx x d)()(d

Et
d

)(d)(
t
tVta ttatv xx d)()(d

Si '' 0t ''  est l’instant initial du mouvement dans le référentiel ( R ), alors les intégrales
précédentes deviennent :

t

t
x

t

t
xx

t

t
xxxx

tv

tv
x

t

t
x

t

t
x

t

t
x

tx

tx

tvttatvttatvtvttatv

txttvtxttvtxtxttvtx

0 000

0000

....(2))(d)()(d)()()(d)()(d

.......(1))(d)()(d)()()(d)()(d

00

)(

)(

00

)(

)(

Avec : )( 0tx et )( 0tvx  sont la position et la vitesse du mobile à l’instant 0t (notées souvent : la

position initale '' 0x '' et la vitesse initiale '' 0v '' ).

Selon les variations de l’accélération avec le temps, les types de mouvement rectiligne suivants
peuvent être distingués :

1- Mouvement rectiligne uniforme (MRU):

Il est caractérisé par un vecteur vitesse constant ctev(t)V  (la valeur, la direction et le

sens du vecteur vitesse restent inchangés ). L’accélération est donc nulle : 0)(ta .

L’équation (2) nous donne : la composante du vecteur vitesse est vvtvx 0)(  ,

Et l’équation (1) nous donne : 00)( xttvtx

Pour simplifier les expressions, on choisit souvent l’instant initial 0t comme origine du

repère de temps, alors : 00t . Dans ce cas l’équation horaire d’un MRU, est : 0)( xtvtx

Cas Particulier : Si 00x , c'est-à-dire que la position initiale du mouvement est l’origine
O  du repère d’espace. L'équation horaire s'écrit sous sa forme la plus simple : )( tvtx .

Représentation graphique des fonctions )(tx  , )(tv  et )(ta
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Mouvement rectiligne uniforme (MRV)

La position en fonction du temps La vitesse  en fonction du temps L’accélération en fonction du temps

t

)(tx 0:Pour v

0)( xtvtx

0x

t

0:Pour v)(tv

vctetv )(v

t

)(ta

0)(ta
0

tt

0et0:Pour 0xv)(tx

0)( xtvtx

0x

t

0:Pour v)(tv

vctetv )(
v

t

)(ta

0)(ta
0

2- Mouvement rectiligne uniformément varié (MRUV):

Si le mobile a un vecteur d’accélération )(ta constant ( cteiata )( ), son mouvement
est dit rectiligne uniformément varié.

Dans ce cas, la composante du vecteur vitesse s’écrit  : 00)( vttatvx  .

Et l’équation (1) devient : 000 d)(
0

xtvttatx
t

t

000
2

02
)( xttvttatx

Si on choisi : 00t , l’équation horaire d’un MRUV est : 00
2

2
)( xtvtatx

Et l’équation de la vitesse s’écrit : 0)( vtatv

Remarques :

1- Si on élimine le temps entre les équations de )(tv  et )(tx , on trouve :

a
vtv

a
vtvv

a
vtvaxtx

a
vtvt

2
)()()(

2
)()( 2

0
2

0
0

2
0

0
0

Cette équation relie la position à l’instant t  d’un mobile à sa vitesse.

2- Si 0)(tva  (plus  précisément,  si  le  produit  scalaire 0)(tva  ) : Le mouvement du
mobile est dit uniformément accéléré.

3- Si 0)(tva  (plus  précisément,  si  le  produit  scalaire 0)(tva  ) : Le mouvement du
mobile est dit uniformément ralenti (ou décéléré, ou retardé ) .

Représentation graphiques des fonctions )(tx  , )(tv  et )(ta
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Mouvement rectiligne uniformément varié (MRUV)

La position en fonction du temps La vitesse  en fonction du temps L’accélération en fonction du temps

t

0et0,0:Pour 00 xva
)(tx

00
2

2

1
)( xtvtatx

0x
t

0et0:Pour 0va)(tv

0)( vtatv

0v
t

0:Pour a)(ta

acteta )(
a

tt

0et0,0:Pour 00 xva
)(tx

00
2

2

1
)( xtvtatx

0x
tt

0et0:Pour 0va)(tv

0)( vtatv

0v

t

0:Pour a)(ta

acteta )(
a

Interprétation des graphes

La position en fonction du temps

La pente du graphe (ou la pente de la
tangente au graphe) à l’instant t  donne  la
vitesse à cet instant.

La vitesse en fonction du temps

La pente du graphe donne l'accélération.

L'aire (signée positive ou négative) entre
le graphe et l'axe du temps donne le
déplacement.

S’elle est négative (le graphe ou une partie
de celui-ci est sous l’axe du temps) le
déplacement est en sens négatif.

L'accélération en fonction du temps

L’aire (signée positive ou négative) entre
le graphe et l'axe du temps donne la variation
de la vitesse.

0 1 2 3 4 5 6 7
0

1

2

3

4

5

6

][st

][)( mtx

La tangente
     à t

0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

0

1

2
)(v

][st

].[)( 1smtv

0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

0

1

2

][st

].[)( 2smta

3- Mouvement rectiligne sinusoïdal :
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Le mouvement d’un point matériel M est rectiligne sinusoïdal si sa trajectoire est droite (par
exemple l’axe Ox ) et son équation horaire peut s’écrire sous la forme :

)()( tsinxtx m  ou )()( tcosxtx m

C’est le mouvement par exemple d’une masse attachée à un ressort.

Avec : )(tx : L’élongation ou la position à l’instant t (unité : m ).

mx  : L’amplitude ou l’élongation maximale du mouvement oscillatoire du point M
autour l’origine O . (La fonction sinusoïdale variant entre 1  et 1 , alors M  oscille
entre les positions mx  et mx )

 : La pulsation du mouvement oscillatoire (unité : -1rad.s ou -1s ), elle n’est pas une
vitesse angulaire.

tt)(  : La phase à l’instant t .

: La phase initiale, c'est-à-dire à 0t  (unité : rad ).

t

2périodeLa T

mx

)(cosxm

0

mx

)()( tcosxt mx

)(s

Remarques :

1- Le mouvement sinusoïdal est caractérisé par une grandeur appelée « la période T », qui
correspond  à  la  durée  d’une  oscillation  complète (l’intervalle de temps entre deux
passages successifs du mobile au même point et dans le même sens).

2T (unité : s ).

2- Une autre caractéristique du mouvement sinusoïdal est « la fréquence f », qui correspond
au nombre des oscillations par unité de temps (seconde).

T
f 1

   (unité : Hz ou -1s ).

Expressions de la vitesse et de l’accélération du mouvement  sinusoïdal

La vitesse du mobile (l’oscillateur) est : x
t
txtv

d
)(d)(

Par exemple, si : )()( tsinxtx m )()( tcosxtv m

L’accélération de l’oscillateur est : x
t
tvta

d
)(d)(

Donc, si : )()( tsinxtx m )()( 2 tsinxta m

)(tx
m

x

i
O

mx

mx
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x2

Alors, on constate que l’accélération peut s’exprimer par la relation :

xxta 2)( 02 xx

Remarque :

L’équation : 02 xx est l’équation différentielle de l’oscillateur harmonique, et c’est
une équation différentielle d’ordre 2 dont la solution s’écrit sous la forme sinusoïdale :

)()()( tsinxtscoxtx mm        (avec :
2

)

Représentation graphiques des fonctions )(tx  , )(tv  et )(ta

)()( tsinxtx m

)()( tcosxtv m

)()( 2 tsinxta m

0:Pour

2
5 T

)(tv

)(ta

)(,)(,)( ttt avx

2
mx

mx

mx

0
(s)t

2 TT
2

3 T
2
T

mx

mx

2
mx

)(tx

)()( tcosxtx m

)()( tsinxtv m

)()( 2 tsinxta m

0:Pour

2
5 T

)(tv

)(ta

)(,)(,)( ttt avx

2
mx

mx

mx

0
(s)t

2 TT
2

3 T
2
T

mx

mx

2
mx

)(tx

I.5-2.  Le mouvement curviligne

Si un mobile M se déplace sur une trajectoire courbe, son mouvement est appelé mouvement
curviligne.

La trajectoire courbe peut être en deux dimensions (dans un plan) ou en trois dimensions.

1- Système de coordonnées curvilignes (intrinsèques)

A chaque position M  d'une courbe ( C ), il est possible d'associer un référentiel

tangent à la courbe et d'origine M  dont les axes sont définis par les vecteurs unitaires TU ,

NU et BU , avec :

TU  (le tangentiel) : Il est dans la direction tangente à la trajectoire, et orienté dans le
sens positif donné à la trajectoire.
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NU  (le normal) : Il est perpendiculaire à la tangente, et dirigé vert un point fixe appelé
le centre de courbure de la trajectoire.

BU : (le binormal) : il est perpendiculaire à TU et à NU , alors NTB UUU ) .

Remarques :

1- La base vectorielle BNT UUU ,,  est appelée base de Frenet.

2- Le plan contenant les vecteurs TU et NU est appelé plan osculateur.

a. Abscisse curviligne

Soit un point matériel M qui se déplace le long d’une trajectoire curviligne ( C ). La
position intrinsèque de M  à l’instant t  , par rapport à une position initiale 0M , est
défini par l’ abscisse curviligne  : ( ) = ( )

Avec,   c’est la longueur de l'arc entre 0M  et M (ou la distance parcourue le long
de la trajectoire ( C ) de 0M   à M  ).

Remarque :

La distance est mesurée le long de la trajectoire, alors que le module du vecteur
déplacement MM0  est mesurée le long du segment droit MM ,0 .

b. Vecteur vitesse en coordonnées intrinsèques

Soit r  le vecteur déplacement du point M sur un intervalle de temps ],[ ttt , et
s la distance parcourue pendant cet intervalle  ( rs ).

Si t  tend  vers zéro ou les positions )(tM et )( ttM sont très proches l'une de
l'autre (formant presque un segment droit), donc la direction de r  est approximativement

x

y

r

z

rr

r
s

)( 00 tM

x

y

z

)(tM
)(ts

arcL' MM0
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la même que le tangentiel TU  et son module r  est égale à s .

  Le vecteur déplacement est : TUsr

             Le vecteur vitesse moyenne est : TU
t
s

t
rVmoy

Le vecteur vitesse instantanée est  :
t
rtV

t
)(

0
im

Tt
U

t
s

0
im TU

t
s

d
d

TUts )(

Remarques :

1- Le vecteur  vitesse  est  toujours  tangent  à  la  trajectoire,  et  orienté  dans  le  sens  du
mouvement.

2- Le vecteur )(tV  peut s’écrit sous la forme : TUtvtV )()(  ,

Avec, )(tv :  le module de )(tV ( )()( tstv , ou : )(22 )( tstv ).

c. Vecteur accélération en coordonnées intrinsèques

Le vecteur accélération est :
d

)(d)(
t
tVta

t
UsU

t
s

t
Us T

T
T

d
d

d
d

d
d

À un instant t , au point M  de la trajectoire, le vecteur TU fait un angle '' '' avec l’axe Ox .

Alors, jsinicosUT )()( ,

        et jcosisinU N )()(  (perpendiculaire à TU , et dirigé vert un point fixe C )

À l’instant tt d , la distance parcourue est sd , et vecteur TU tourne d’un angle '' ''  .

C

x

y

M

)(
eTrajectoir

C

Accélération normale et accélération tangentielle



CCHHAAPPIITTRREE IIII CCOOUURRSS CCiinnéémmaattiiqquuee dduu PPooiinntt MMaattéérriieell

42

la dérivée
t

UT

d
d

est : N
T U

t
jcosisin

tt
U

d
)()(

dd
d

De plus on a : d Rs ,

Avec : ''R '' c’est le rayon de courbure de la trajectoire (ou le rayon du cercle osculateur en
point M , dont le centre est C , alors : CMR )

Donc, s
t
s

t RR
1

d
d1

d

N
T Us

t
U

R
1

d
d

Alors, le vecteur accélération devient : NT UssU
t
sta

R
1

d
d)( )()( tata

NT

NT UtvU
t
tv

R
)(

d
)(d 2

NNTT
UtaUta )()(

Avec :
t
tvta

T d
)(d)( : est la composante tangentielle (ou l’accélération tangentielle) ;

R
)()(

2 tvta
N

 : est la composante normale (ou l’accélération normale) .

Le module de l’accélération est donnée par : )()()( 22 tatata
NT

Remarques :

1- La composante )(ta
N

 étant toujours positive, donc le vecteur )(ta est toujours tourné vers
la concavité de la trajectoire.

2- Avec une simple calcul, on peut trouver le module du produit vectoriel )()( tatV  sous la

forme :
R

)()()(
3 tvtatV . Cette relation est souvent utilisée pour trouver le rayon de

courbure R .

3- Dans le cas : 0)(ta
T

, le mouvement est dit mouvement curviligne uniforme (les

modules  : ctetv )(  et
R

)(
)(

2 tv
ata N ).

C

x

y

sd

M

)(
eTrajectoir

C
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4- Dans  le  cas  d’une  trajectoire  à  très  grand  rayon  de  courbure,  c'est-à-dire  :
0)(ta

N
R , donc le mouvement est rectiligne.

d. Mouvement circulaire

Si le mobile M  se déplace sur un cercle ou une partie de cercle par rapport à un
référentiel donnée, son mouvement est dit un mouvement circulaire (cas particulier du
mouvement curviligne).

Dans ce cas,  le rayon de courbure est constant cteR  (égale le rayon d’un cercle de
centre O  ).

1- Mouvement circulaire en coordonnées polaires ),( R

A l’instant t ,

Le vecteur position est :

UUtOM R)(

Le vecteur vitesse est :

d
)(d)( U

t
tOMtV R

UR

     Avec :  c’est la vitesse angulaire.

Le module de )(tV est : )()( ttv R

Le vecteur accélération est :
t
tVta

d
)(d)( UU RR 2

Et son module est : 24)( Rta

2- Mouvement circulaire en coordonnées intrinsèques

A l’instant t ,

L’abscisse curviligne est : )()( tts R

Le vecteur vitesse est :

)()( TT UUtstV R

TUR

Le vecteur accélération est :

NT UtvU
t
tvta

R
)(

d
)(d)(

2

2
NT UU RR

L’accélération tangentielle est : R
T

a

Et l’accélération normale est : 2R
N

a

O

(t) M

v
a

)(t

R

x

Ta
Na

O

(t) M

v
a

)(t

R

x

a
a
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On définit le vecteur vitesse angulaire
caractérisant la rotation dans le plan

),,( yxO , par la relation :

)()()( ktktt

Et le vecteur d’accélération angulaire
par  :

t
tktt

d
)(d)()(

kt)(

)( kt

Remarques :

1- Les vecteurs )(t  et )(t  sont  portés  par  l’axe  de  rotation Oz , et leurs sens sont
déterminés par la règle de la mai droite.

2- Si le vecteur unitaire U  s’écrit sous forme de produit vectoriel : UkU , le vecteur

vitesse )(tV d’un mouvement circulaire peut s’écrit :

t
tOMtV

d
)(d)( )()( UktUt RR

)())(( Ukt R

OMt)(

Cette relation : OMt
t

tOM )(
d

)(d
est valable pour tout mouvement

circulaire et pour tout vecteur de module constant et en rotation.

Exemple : Ut
t

U
)(

d

d
        ; Ut

t

U
)(

d

d
 .

3- Cas particuliers de mouvement circulaire

a. Mouvement circulaire uniforme (MCU):

La vitesse angulaire de rotation est constante : ctet 0)( 0)(t

Donc, l’équation différentielle du mouvement est donnée par : 0)(t

Par intégration, l’équation horaire du MCU est : )(d)( 00

0

ttt
t

t

)( 000 ttt

Oi
j

x

y
k

z

(t)
M v

)(t

droite
main

Vecteurs vitesse angulaire et accélération angulaire de rotation
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Pour : 00t et 00 )0(t ,

On peut écrire : 00)( tt

Le vecteur position est :

NUUtOM RR)(

Le vecteur vitesse est :

TUUtV 00)( RR
,

                          Et : )( 00 RtVv

Le vecteur accélération est :

ctetv )( 0)(ta
T

Alors : )()( 2
0 NN

Utata R 2
0 UR

Remarque :

Un MCU est un mouvement accéléré dont l’accélération est centripète (dirigée vert le
centre ).

b. Mouvement circulaire uniformément varié (MCUV):

L’accélération angulaire est constante : cte
t
tt

d
)(d)( .

Par intégration, on obtient : d)(d
00

)(

)(

t

t

t

t

tt

)()( 00 tttt

Pour 00t et 00 )0(t , nous avons  : 0)( tt

De même, l’intégration de la relation :
t
tt

d
)(d)(  , nous donne :

d)(d
00

00

)(

)(

t

t

t

t

tttt )(
2

)( 000
2

0 tttttt

Si 00t et 00 )(t , on peut écrire :
2

)( 00
2 ttt

Remarques :

1- Si la vitesse angulaire  augmente  avec  le  temps,  le  mouvement  est  dit  circulaire
uniformément accéléré .

2- Si la vitesse angulaire  diminue avec le temps, le mouvement est uniformément
retardé (ou décéléré).

O x

y

(t)

M

v

a

)(0 t

R



3
MMMooouuuvvveeemmmeeennnttt RRReeelllaaattt iii fff

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Différencier entre mouvement absolu et mouvement relatif.

Distinguer entre la vitesse absolue et relative et la vitesse

d’entrainement.

Comprendre et utiliser les lois de composition des vitesses et des

accélérations.
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III.1- Introduction

Le mouvement d'un point matériel (ou d’un corps) ne peut être étudié que par rapport à un
référentiel, donc on dit que le mouvement est une notion relative, et que l’état de mouvement ou de
repos d'un point dépend du référentiel utilisé.

Le mouvement relatif est la partie de la cinématique qui permet de trouver les relations entre
les vecteurs position, vitesse et accélération d’un mobile mesurées par rapport à différents
référentiels.

III.2- Définitions

On considère deux référentiels )zy,  x,;(OR et )z,y,x;(OR , de bases respectives

),,( kji  et ),,( kji .

Référentiel absolu

On suppose que ( R ) est fixe, on l’appel référentiel absolu.

La base ),,( kji  liée à ( R ) est appelée base absolue, elle est fixe par rapport à ( R ).

Donc, les dérivées temporelles dans ( R ) sont nulles : 0
d
d

d
d

d
d

)()()( RRR
t
k

t
j

t
i

Référentiel relatif

Le référentiel ( R ) est appelé référentiel relatif; il est en mouvement par rapport à ( R ).
La base ),,( kji  liée  à  ( R ) est appelée base relative, elle est fixe par rapport à ( R )

(c'est-à-dire  : 0
d
d

d
d

d
d

)()()( RRR
t
k

t
j

t
i  ).

Mouvement absolu d’un point

Le mouvement d’un point M  par rapport au référentiel absolu ( R ) est appelé
mouvement absolu.

Mouvement relatif d’un point

Le mouvement du point M  par rapport au référentiel relatif est appelé mouvement
relatif.

Mouvement d’entraînement

Le mouvement de ( R ) par rapport à (R ) est appelé mouvement d’entraînement.

Cas 1 : ( R ) en translation rectiligne par rapport à ( R )

Dans ce cas, les vecteurs de la base relative ),,( kji  sont aussi fixe par rapport au

référentiel ( R )  : 0
d
d

d
d

d
d

)()()( RRR
t
k

t
j

t
i

Cas 2 : ( R ) en rotation par rapport à ( R )

Si  le  référentiel  ( R )  est  en  rotation  par  rapport  au  référentiel  ( R )  avec  une

vitesse angulaire . Les vecteurs i , j et k  sont aussi en rotation avec la même
vitesse  angulaire .
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Alors, les dérivées temporelles
)(

d
d

R
t
i ,

)(
d
d

R
t
j et

)(
d
d

R
t
k peuvent être obtenus par les

relations : i
t
i

)(
d
d

R

 ; j
t
j

)(
d
d

R

  ; k
t
k

)(
d
d

R

 (d’après chapitre II)

Cas général : ( R ) en mouvement quelconque par rapport à ( R )

Le mouvement quelconque d’un référentiel par rapport à l’autre peut être ramené à la
composition d’un mouvement de translation rectiligne et d’un mouvement de
rotation.

III.3- Relations entre le mouvement absolu et le mouvement relatif d’un point

On considère un point matériel M  en mouvement par rapport à deux référentiels
)zy,  x,;(OR et )z,y,x;(OR  .

Deux bases orthonormées ),,( kji  et ),,( kji sont associées respectivement aux référentiels

(R ) et ( R ).

On suppose que le mouvement de ( R ) par rapport à (R ) est quelconque et caractérisé par
une vitesse angulaire .

III.3-1. Relation des vecteurs position

Dans le référentiel fixe ( R ) , la position d’un point M  est repérée par ses coordonnées

cartésiennes ),,( zyx , alors : kzjyixOM

Dans le référentiel fixe ( R ) , la position du point M  est repérée par ses coordonnées

cartésiennes ),,( zyx , alors : kzjyixMO

La relation entre les deux vecteurs positions est : MOOOOM

kzjyixOOkzjyix

III.3-2. Relation des vecteurs vitesse

La vitesse de M par rapport au référentiel absolu ( R ) est appelée la vitesse absolue, elle est
obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position OM  dans le référentiel ( R ) :

O

i

j

x

y
k

z
M

Oi
j

x

y

k

z

OO

OM

MO
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t
kz

t
jy

t
ixkzjyix

t
OMVV aM d

d
d
d

d
d

d
d

)(

)(

R

R

kzjyix           (puisque : 0
d
d

d
d

d
d

)()()( RRR
t
k

t
j

t
i

)

La vitesse de M  par rapport au référentiel relatif ( R ) est appelée la vitesse relative, elle est
obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position MO  dans le référentiel ( R ) :

t
kz

t
jy

t
ixkzjyix

t
MOVV rM d

d
d
d

d
d

d
d

)(

)(

R

R

kzjyix      (puisque : 0
d
d

d
d

d
d

)()()( RRR
t
k

t
j

t
i

)

La dérivation par rapport au temps de la relation : MOOOOM    ,  donne :

)()()(
d

d
d

d
d

d

RRR
t
MO

t
OO

t
OM

)()()()(
d
d

d
d

d
d

d
d

RRRR
t
kz

t
jy

t
ixkzjyix

t
OOVa

kzjyixV
t
OO

r

)(
d

d

R

kzjyix
t
OOVr

)(
d

d

R

MO
t
OOVr

)(
d

d

R

Donc, la relation entre les deux vecteurs vitesse  est : era VVV

Avec : MO
t
OOVe

)(
d

d

R

  est appelée vitesse d'entraînement.

Remarques :

1- La relation era VVV est appelée la loi de composition des vitesses.

2- Si ( R ) est en translation rectiligne par rapport à ( R ),  donc
)(

d
d

R
t
OOVe .

3- Si ( R )  est  en  rotation  autour  d’un  axe  passant  par  l’origine  commun  des  deux
référentiels OO , alors  : OMVe .
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III.3-2. Relation des vecteurs accélération

L’accélération absolue de M est obtenue en dérivant la vitesse absolue par rapport au temps
dans le référentiel ( R ):

kzjyix
t

V
aa a

aM d
d

)(

)(

R

R

L’accélération relative de M est obtenue en dérivant la vitesse relative par rapport au temps
dans le référentiel relatif ( R ) :

d
d

)(

)( kzjyix
t

Vaa r
rM

R

R

La dérivation par rapport au temps de la relation :

)()()()(
d
d

d
d

d
d

d
d

RRRR
t
kz

t
jy

t
ixkzjyix

t
OOVa

donne :

)()()(

)()()()(
2

2

)(

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d2

d
d

d
d

RRR

RRRRR

t
k

t
z

t
j

t
y

t
i

t
x

t
kz

t
jy

t
ixkzjyix

t
OO

t
Va

Avec : kzjyix
t
kz

t
jy

t
ix

)()()(
d
d

d
d

d
d

RRR

kzjyix

rV

     Et :

kk
tt

kk
t

k
tt

k
t

jj
tt

jj
t

j
tt

j
t

ii
tt

ii
t

i
tt

i
t

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

)()()(

)()()(

)()()(

RR
R

RR
R

RR
R
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kzjyix
tt

k
t

z
t
j

t
y

t
i

t
x

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d

)()()( RRR

kzjyix

MOMO
td

d

Donc le résultat de dérivation est :

rra VMOMO
tt

OOaa 2
d
d

d
d

)(

2

2

R

Et la relation entre les deux vecteurs accélération devient : cera aaaa

Avec : MOMO
tt

OOae d
d

d
d

)(
2

2

R

  est l’accélération d'entraînement.

rc Va 2   est appelée accélération de Coriolis.

Remarques :

1- La relation cera aaaa est appelée la loi de composition des accélérations .

2- Si ( R ) est en translation rectiligne par rapport à ( R ),  donc cteVe , et par

conséquence : ra aa

3- Si ( R ) est en rotation uniforme ( cte  ) et OO ,  donc : OMae



4
DDDyyynnnaaammmiiiqqquuueee ddduuu PPPoooiiinnnttt MMMaaatttééérrr iiieeelll

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Apprendre et appliquer les trois lois de Newton.

Comprendre les caractéristiques de certaines forces (poids, force

normale, force de frottement et force de rappel).

Appliquer le principe fondamental de la dynamique.

Introduire la notion du moment cinétique.

Apprendre et appliquer les théorèmes de la quantité de

mouvement et du moment cinétique.
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IV.1- Introduction

La dynamique est une partie de la mécanique consiste à étudier les causes physiques qui
produisent le mouvement des corps (les forces).

L’objectif principal de la dynamique est d’établir une relation entre le mouvement et ses
causes.

IV.2- Définitions

La force : c’est toute action mécanique exercée par un corps sur un autre, et qui entraîne :

la modification de sa vitesse (le déplacer ou l'arrêter) ;

ou/et

la modification de sa trajectoire ;

ou/et

la modification de sa forme (le déformer).

La force est représentée par un vecteur (souvent noté F  ) possède les mêmes
caractéristiques qu’elle (direction, sens, valeur) et qui est lié à son point d'application.

On peut classer les forces selon leur distance d'action en forces de contact et forces à
distance.

La résultante des forces appliquée sur un corps ( iF ou la force résultante) est la
somme vectorielle de toutes les forces agissant sur lui.

La mécanique de Newton (ou la mécanique classique) : c’est l'étude de la relation entre le
mouvement d'un corps et la force qui provoque ce mouvement.

La masse : c’est une propriété physique fondamentale des corps matériels. Elle exprime la
quantité de matière présente en eux.

La masse est un scalaire positif (noté m , d'unité en SI :le kilogramme ( Kg).).

L'inertie : c’est la résistance d'un corps immobile au mouvement ou d'un corps en mouvement
pour lui fournir une accélération ou changer sa direction (changement de son vecteur
vitesse).

Le degré d'inertie d'un corps est directement lié à sa masse.

Le système mécanique (ou matériel) : c’est un ensemble des corps matériels (points matériels
ou corps  solides), qui pouvant être liés entre eux ou non, de masse ou de masse
négligeable.

Les forces appliquées sur un système mécanique sont :

Des forces intérieures intF  : exercées par les corps intérieurs au système ;

Les forces extérieures extF : exercées par des corps extérieurs au système.

Un système mécanique qui n’est soumis à aucune force est appelé système isolé, ou un
pseudo-isolé s’il est soumis à une force résultante nulle.
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IV.3- Principe d’inertie

IV.3-1.  Enoncé du principe

Si aucune force n'agit sur un corps ou si la force résultante est nulle, celui-ci reste au

repos s'il est initialement au repos ou se déplace en ligne droite à vitesse constante s'il

est en mouvement.

IV.3-2.  Référentiel d’inertie (ou référentiel galiléen)

a. Définition

Le principe d’inertie permet de définir le référentiel Galiléen (ou d’inertie). On appelle
référentiel Galiléen, tout référence (ou repère) dans lequel le principe d’inertie est applicable.

b. Exemples de référentiel Galiléens

Référentiel de Copernic

Le référentiel de Copernic a pour centre le centre du système solaire (le soleil) et ses axes
sont donnés par les directions de trois étoiles très éloignées (supposées fixes par rapport
au soleil).

Référentiel géocentrique

Le  référentiel  géocentrique  a  pour  centre  le  centre  de  la  terre  et  ses  axes  ont  des
directions fixes qui sont celles du référentiel de Copernic.

Référentiel terrestre

Un référentiel terrestre est un référentiel lié à la terre (au sol). Son origine est donc un
point de la planète et ses axes sont fixes par rapport à elle.

Remarques :

1- Tout référentiel (ou système de coordonnées) en mouvement rectiligne uniforme par
rapport à un référentiel Galiléen est aussi Galiléen.

2- Un référentiel en mouvement accéléré est un référentiel non Galiléen.

CopernicdelRéférentie

Soleil

(3)fixe
Etoile

(2)fixe
Etoile

(1)fixe
Etoile

Terre

uegéocentriq
lRéférentie

Enoncé
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IV.4- Quantité de mouvement et centre de masse

IV.4-1.  Vecteur quantité de mouvement d’un point matériel

La quantité de mouvement d’un point matériel M  est définie comme le produit de sa masse m
par sa vitesse V  : Vmp

La quantité de mouvement p  est un vecteur parallèle à la vitesse V , car la masse m  est un
scalaire positif.

Dans le SI d’unités, l’unité de la quantité de mouvement est 1smKg ·

IV.4-2.  Centre de masse (ou d’inertie) d’un système matériel

On considère un système constitué de deux particules 1M  et 2M  de masses, respectivement,

1m  et 2m . Les particules 1M  et 2M  se situent le long de l’axe Ox  d’un système de coordonnées
cartésiennes )zy,  x,;(OR .

L’abscisse Cx   du centre de masse « le point C  »

de 1M  et 2M  est donnée par la relation :

21

2211

mm
xmxmxC

Avec : 1x  est 2x  sont les abscisses de 1M  et 2M  , respectivement.

Si les particules se trouvent sur le plan xOy  de coordonnées ),( 11 yx  pour 1M  et ),( 22 yx pour

2M .

Les coordonnées ),( CC yx du centre de masse C
sont données par les relations :

21

2211

mm
xmxmxC

21

2211

mm
ymymyC

En général, la position du centre de masse d’un système de deux particules 1M  et 2M   est
définie par le vecteur position :

kzjyixr CCCC
21

2211

mm
rmrm

Où :

kzjyixr 1111 et kzjyixr 2222

sont les vecteurs position de 1M  et 2M ,
respectivement.

Remarque :

La relation :
21

2211

mm
rmrmrC   est équivalente à la relation du barycentre des points 1M

et 2M  : 02211 CMmCMm

1m

2m

j

k

O
x

2M

1M C

2r
1r

Cr

i y

z

1m

2m

O x

y
),( 222 yxM

),( 111 yxM

),( CC yxC

O x

y

)( 22 xM)( 11 xM

)( CxC
1m 2m
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a. Cas d’un système de n particules

Lorsque le système est composé de n  particules de masses 1m , 2m , … , nm . La position du
centre de masse de ce système est données par :

kzjyixr CCCC
n

nn

mmm
rmrmrm

21

2211
n

i
ii

s

rm
M 1ys

1

Avec : yssM  est la masse du système ;
n

i
ins mmmmM

1
21ys

Alors, les coordonnées ),,( CCC zyx  sont données par les relations :

n

i
ii

s
C xm

M
x

1ys

1
    ;

n

i
ii

s
C ym

M
y

1ys

1
    ;

n

i
ii

s
C zm

M
z

1ys

1

b. Cas d’un corps solide

En physique, un corps solide peut être considérer comme un système matériel constitué
d’un grand nombre de particules (c'est-à-dire lorsque n  ).

Les coordonnées du centre de masse d’un corps solide de masse corpsM  sont déterminées
par les relations d’intégration suivantes :

mx
M

xC d1
corps

    ; my
M

yC d1
corps

    ; mz
M

zC d1
corps

Avec : md  est une masse ponctuelle infinitésimale (ou élémentaire) : mM dcorps

Remarque :

La masse élémentaire md  dépend de la distribution dans le solide :

• Un solide de distribution linéique : ddm

• Un solide de distribution surfacique : Sm dd

• Un solide de distribution volumique : Vm dd

où  :    d , Sd  et Vd sont  respectivement  des  éléments  de  longueur,  de  surface  et  de
volume ;

,  et  sont les densités linéique, surfacique et volumique de masse.

IV.4-3.  Vecteur quantité de mouvement d’un système matériel

La quantité de mouvement d'un système composé de n  particules de masses 1m , 2m , … , nm ,
est égale à la somme de leurs  quantités de mouvement :

n

i
iis Vmpppp

1
321ys

 Où : iV ( 1V , 2V , … , nV ) ont les vecteurs vitesse des n  particules de masses 1m , 2m , … , nm ,

respectivement. Donc,
d
d

t
rV i

i

n

i

i
is t

r
mp

1
ys d

d n

i
ii rm

t 1d
d
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 Avec : Cs

n

i
ii rMrm ys

1
  ( Cr  est le vecteur position du centre de masse de système),  Donc :

Css rM
t

p ysys d
d

t
rM C

s d
d

ys

Si le vecteur position du centre C  est :
t
rV C

C d
d

   ,  donc  la  quantité  de  mouvement  d'un

système composé de n  particules s’écrit : Css VMp ysys

Le  centre  de  masse  d’un  système  matériel  est  un  point  auquel  la  masse  du  système  peut
être supposée concentrée.

IV.4-4.  Principe de conservation de la quantité de mouvement

Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un système matériel isolé (ou

pseudo-isolé) est constante  : 0yssp (variation nulle)

                                                        Ou 0
d

d ys

t
p s    (variation instantanée nulle)

Soit un système matériel constitué de deux particules 1M  et 2M  de masses,
respectivement, 1m  et 2m . Les particules sont en mouvement par rapport à un
référentiel galiléen )zy  x;(OR .

Nous supposons 1M  et 2M  entrent en choc élastique (les masses des particules ne
changent pas) pendant une durée suffisamment courte pour que le système soit
considéré comme isolé au moment du choc.

)zy  x;(OR
galiléenlRéférentie

O

x
i j

y

z

k

chocleavant:systèmeduEtat chocleaprès:systèmeduEtat

1M

111 Vmp

2M
2m

1m

1m

2m

222 Vmp

111 Vmp

222 Vmp

2m
1m

choc élastique  entre deux particules

Enoncé

Résultat
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IV.5- Les lois de Newton

Les trois lois de Newton sont les principes de base de la mécanique newtonienne.

IV.5-1.  La 1ère loi (principe d’inertie)

En l'absence d'une force extérieure résultante agissant sur lui, un corps conserve son

état de repos ou son mouvement rectiligne uniforme.

Conséquence : La 1ère loi de Newton suggère qu’il existe une relation entre l’application d’une
force résultante non nulle et l’accélération (changement de la vitesse) d’un corps.

Un corps (ou un système) matériel atteint l’état d’équilibre, lorsque la force résultante
qui s’exerce sur lui est nulle : 0F   (condition d’équilibre )

Equilibre statique :  un  corps  est  en  état  d’équilibre  statique,  s’il  est  initialement  au
repos et qu’aucune force résultante ne s’exerce sur lui.

Equilibre dynamique : un corps est en état d’équilibre dynamique, s’il se déplace en
mouvement rectiligne uniforme en l’absence de force résultante.

Donc, nous avons les données suivantes :

Etat du système avant le choc :

Les vitesses de 1M et 2M  sont, respectivement, 1V et 2V .

 La quantité de mouvement du système avant le choc  est :

221121ys VmVmppp s

Etat du système après le choc :

Les vitesses des particule  changent et deviennent 1V et 2V .

 La quantité de mouvement du système après le choc  est :

221121ys VmVmppp s

Au moment du choc, le système est isolé et donc sa quantité de mouvement doit être
conservée : 0yssp ysys ss pp

22112211 VmVmVmVm

22221111 VmVmVmVm

21 pp

Le signe négatif ( 2p ) indique que, la quantité de mouvement  du système reste
constante de sorte que la quantité de mouvement perdue par l’une des particules sera
acquise par l’autre.

Etat d’équilibre d’un corps matériel

Enoncé
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IV.5-2.  La 2ème loi

La force résultante exercée sur un corps est égale à sa masse multipliée par son

accélération. amF

Remarques :

1- Dans le SI d’unités, la force s’exprime en newtons ( N ) : 2s
mKg1N1

2- Le vecteur accélération a  est orienté dans le même sens que le vecteur F .

IV.5-3.  La 3ème loi (principe d’action–réaction)

Lorsqu’un corps A  exerce sur un corps B  une force BAF  , le corps B  exerce sur le

corps A  une force ABF  de même grandeur, mais dirigée en sens opposé.

0BAAB FF

Conséquences :

1- Une force n’existe jamais seule et la présence d’une force d’action génère automatiquement
une force de réaction. L’action et la réaction s’exercent simultanément.

2- La résultante des forces intérieures d’un système est nulle 0
int

F  ,  c’est  puisque

chaque force intérieure BAF  exercée sur un corps A  par un corps B  est équilibrée par

une force intérieure opposée ABF  .

 IV.6- Le principe fondamental de la dynamique en translation (PFD)

Dans un référentiel galiléen, l'accélération du centre d'inertie d'un corps (ou

un système) de masse constante m  est proportionnelle à la résultante des forces qu'il

subit, et inversement proportionnelle à la masse.

m
F

a amFFF extint

Enoncé

Enoncé

Enoncé
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IV.6-1.  Formule du PFD

D’après le principe d’action–réaction : 0
int

F  , donc le PFD s’écrit sous la forme :

amFext

IV.6-2.  Théorème de la quantité de mouvement

Dans un référentiel galiléen,  le PFD peut être reformulé comme suivant :

La résultante des forces extérieures exercées sur un système de masse constante m  est

égale à la dérivée du vecteur quantité de mouvement de son centre d’inertie.

d
d

ext t
pF

IV.6-3.  Méthodologie pour résoudre un problème de dynamique

Etape Identifier le corps (ou le système) à étudié

Etape Tracer un diagramme des forces agissant sur chaque corps du système

Etape Choisir un référentiel qui simplifie les calculs

Etape Écrire le PFD et développer les équations des vecteurs force

Etape Projeter les équation des vecteurs sur le référentiel choisi

Etape Résoudre les équations obtenues

.

IV.7- Quelques types des forces

IV.7-1.  La force de gravité (ou le poids)

Le poids (appelé aussi la pesanteur) « P » est la force gravitationnelle exercée sur un corps par
la Terre (ou une autre planète).

a. La force gravitationnelle

La force gravitationnelle « gF » est l’attraction mutuelle entre les corps (ou les points

matériels) due à leur masse. 2
21

r
mmGFg

Où : gF  : la grandeur (ou le module) de la force
gravitationnelle

G  : la constante gravitationnelle :

2

2
11

K
N.m1067,6

g
G

1m  et 2m  : les masses de corps en interaction (en Kg )

r  : la distance entre les deux corps (en m )

gF

gF

1m

2m

r
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Remarques :

1- La force gravitationnelle est une force qu’agit à distance.

2- gF  est proportionnelle aux masses 1m  et 2m , donc plus les masses sont grandes, plus la
force d’attraction gravitationnelle est grande.

3- gF  est inversement proportionnelle à 2r (carré de la distance qui sépare les deux
corps), donc plus la distance qui sépare les deux corps est grande, plus la force d’attraction
gravitationnelle est faible.

b. La chute libre

La chute libre est le mouvement vertical d’un objet qui n’est soumis qu’à la force de la
gravité. Ce mouvement est rectiligne uniformément accéléré (MRUA).

c. Accélération gravitationnelle

L’accélération gravitationnelle (ou l'accélération de la pesanteur) g  est l’accélération
subie par un corps en chute libre sur la surface de la Terre (ou d’une autre planète).

Près de la surface de la Terre, la valeur de l’accélération gravitationnelle (ou l'accélération
terrestre) est : -2m.s80,9g

Remarques :

1- Tous les corps en chute libre subissent la même accélération g   (indépendamment de leur
masse).

2- La valeur de g  est obtenue à partir de la loi de la gravitation universelle, par la relation :

2
T

T

R
m

Gg

Où : Tm  : la masse de la Terre : gmT K1098,5 24

TR  : le rayon de la Terre : m1037,6 6
TR

3- Le vecteur accélération gravitationnelle g  est orienté vers le bas
(vers le centre de la Terre).

d. Expression de la force de gravité

La force de la gravité exercée sur un corps de masse m  par la Terre
est donnée par la loi : gmP

Tout comme le vecteur g ,  le  vecteur  de  la  force P  est toujours
orienté vers le centre de la Terre.

gmP

m

solle

 verticalela
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IV.7-2.  La force normale

La force normale « N » est la force normale exercée sur un corps par la surface d’un autre corps
(ou un support) en contact avec lui. Elle résulte du principe d’action-réaction.

Remarques :

1- La force N  est perpendiculaire à la surface de contact.

2- La force normale N  est  une  force  de  contact,  si  le  corps  n’est  pas  en  contact  avec  la
surface, donc 0N .

IV.7-3.  La force de frottement sec

La force de frottement sec « f » est la force exercée par la surface d’un corps solide sur un
autre corps solide, dans le sens opposé au mouvement de ce dernier sur cette surface.

Remarques :

1- La force de frottement entre deux corps est une force de contact, si les corps ne sont pas en
contact, il n’y a pas de force de frottement.

2- La résultante : fNR  est appelée la réaction du support.

a. Le coefficient de frottement

La force de frottement entre deux corps est proportionnelle à la force normale qui s’exerce
entre eux : Nff    , avec : NN

 : est appelé coefficient de frottement., il dépend seulement de la nature des surfaces en
contact et de leur rugosité.

b. Le frottement statique statiquef

C’est la force de frottement entre deux corps qui
ne sont pas en mouvement l’un par rapport à l’autre
(c'est-à-dire immobiles).

Le coefficient de frottement statique (noté s )
représente le rapport maximal entre la force de
frottement et la force normale avant que les corps se
mettent en mouvement.

P

N

m statiquef

fNR

reposau

m N

P
P

N

m

gmP

N

m

Exemples
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c. Le frottement cinétique cinétiquef

C’est la force de frottement entre deux corps
qui sont en mouvement l’un par rapport à l’autre.

Le coefficient de frottement cinétique (noté
C ) est le rapport entre la force de frottement et

la force normale durant le mouvement l’un corps
par rapport à un autre.

Remarques :

1- statiquef  est  une  force  qui  empêche  la  mise  en  mouvement,  donc  pour  déplacer  un  corps
immobile sur une surface,  il  faut appliquer sur lui une force plus grande que la valeur de

statiquef  .

2- Le coefficient de frottement statique s  est plus grand que le coefficient de frottement
cinétique C , donc : cinétiquestatique ff .

IV.7-4.  La tension

La tension «T »  est la force de traction qu’un fil (ou une corde) exerce sur un corps attaché à
lui.

Remarques :

1- En générale, Pour simplifier l’étude d’un système mécanique constitué par des masses
suspendue à un fil, comme le pendule ou la machine d’Atwood, on peut supposer que :

la masse et  l’épaisseur du fil sont négligeables ;

le câble ne s’étire pas (inextensible).

2- Si le fil du système étudié  passe par une poulie fixe, le module «T »  de la tension n’est pas
modifiée; seule sa direction change.

3- La tension est une force qui ne peut pas être directement déterminée par une formule,
donc pour la calculer il faut déterminer la force qui s’y oppose (le poids par exemple).

Pendule simple Machine d’Atwood

P

T
m

1P

1T

1m

poulie

2P

2T

2mP

T m

O

Exemples

P

N

m
cinétiquef

Rmouvementdesens
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IV.7-5.  La poussée d'Archimède

Tout corps placé entièrement ou partiellement dans un fluide (liquide ou gaz), subit une force
verticale, dirigée de bas vers haut et égale au poids du volume de fluide déplacé. Cette force est
appelée poussée d'Archimède.

gVfluideAP

( cette formule est établie par
Archimède )

Où : fluide  : la densité du fluide (en -3mKg )

V  : le volume de fluide déplacé (en 3m )

IV.7-6.  La force de frottement  fluide (ou visqueux) Ff

C’est une force opposé au mouvement d’un corps qui se déplace dans un fluide (liquide ou gaz).

Si le corps mobile est de forme sphérique, le  module  de Ff est :

vkfF vr6

Où : k  : coefficient de frottement (en 1sKg )

v  : la vitesse du corps mobile  ( en 1sm )

 : la viscosité dynamique du fluide (en 11 smKg )

r  : le rayon d’un corps sphérique (en m )

IV.7-7.  La force de rappel d’un ressort (force élastique)

Quand on exerce une force sur l’extrémité d’un ressort hélicoïdal pour l’étirer ou le comprimer,
ce ressort exerce en retour une force pour résister à l’étirement ou à la compression, qui se nomme
force de rappel « rF » .

La force rF  est caractérisée par :

rF  agit toujours en sens inverse par rapport au déplacement de l’extrémité libre du
ressort.

Le module de rF est proportionnelle à la variation de longueur du ressort :

0kkFr

Où : k  :  la constante de rappel du ressort ou la raideur (en 1N.m ).

0  : la longueur initiale du ressort (c'est-à-dire lorsque le ressort est à son état libre).

 : la longueur actuelle du ressort (c'est-à-dire après l’étirement ou la compression).

P

gP VA

m

Densité

0Niveau

1Niveau

VVolume

gmP

déplacé
Volume
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IV.8- Quelques exemples sur l’application de PFD

IV.8-1.  Le mouvement de projectile

C’est est le mouvement d'un corps (ou une particule) lancé avec une vitesse initiale 0v   qui a

une composante horizontale non nulle, c'est-à-dire que le vecteur 0v  fait un angle
2

0   avec

l’horizon.

Au cours de son mouvement, un projectile M , de masse m , est soumis à une seule force , qui
est le poids P .

Donc, le PFD s’écrit : amPFext

 Le mouvement du projectile M   est uniformément varié avec une accélération constante :

g1 P
m

a

Donc, les équations de mouvement s’écrivent :

d
)(d)(

t
tVta dg)(d

000

)(

)(

t

t

tV

vtV

ttV

00g)( vtttV

d
)(d)(

t
tOMtV dg)(d

000

00

)(

)(

t

t

tOM

OMtOM

tvtttOM

000
2

0g
2
1)( OMttvtttOM

O x
i

j

y
1M

0M

0v

)(1 tV

ga

solle
0x

0y

2M

g
)(2 tV

0à t

1à t

2à t

k
0

0

libreétatenressort

rF

étiréressortcompriméressort

rF

0
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IV.8-2.  Le mouvement d’une bille qui tombe dans un fluide visqueux

A l’instant 0t , on lâche, sans vitesse initiale, une bille
de masse m   dans un fluide (l'air par exemple).

Avec la négligence de la poussée d'Archimède pour la
simplification, la bille est soumise aux deux forces suivantes :

Le poids : gmP    ;

La force de frottement fluide :

VkfF    (si  le  fluide  c’est  l’air, Ff  s’appelle la
résistance de l’air)

Le PFD s’écrit : amfPF Fext

La projection sur la verticale donne : amvkgm
d
d

t
vm

dd
v

m
kg

vt

L’intégration donne : dd

0

)(

0 00

t

t

tv

v

t
v

m
kg

v

)(

0

tv
m
kg

k
m

tv

ln
)(

t
m
k

e
g

tv
m
kg

Donc, la vitesse de la bille à l’instant t est  : 1)(
t

m
k

e
k

gmtv

IV.8-3.  Le mouvement d’un pendule élastique (système libre masse–ressort, ou l’oscillateur
harmonique)

Soit un ressort, de longueur initiale 0  et de raideur k . À son extrémité libre, on attache une
masse m , et accrochée à l’extrémité libre du ressort, et on laisse la étendre le ressort jusqu'à
l'équilibre.

A l’équilibre, la masse m (immobile) est soumise aux deux forces suivantes :

Le poids : gmP    ;

La force de rappel du ressort (à l’équilibre) : (équi)rF  .

Donc, le PFD à l’équilibre s’écrit : 0(équi)ext rFPF

La projection sur la verticale donne : (équi)kgm

 L’allongement d’un ressort (ou le raccourcissement en cas de compression) en équilibre

est :
k

gm
(équi)

P

Ff

jvV

j

O

jgg

et

0;0à 00 vt

a
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Si la masse est écartée d’une distance 0x   (de la position d'équilibre) et relâchée (à l’instant
0t , sans vitesse initiale), donc il se mette à osciller autour de la position d'équilibre.

En mouvement oscillatoire, la masse m est soumise aux deux forces :

Le poids : P    ;

La force de rappel : )(xrF  .

Le PFD s’écrit : amFPF xr )(ext

La projection sur l’axe choisi donne : xmxkgm )( (équi)

En replaçant par :
k

gm
(équi) xmxk

Donc, l’équation différentielle du mouvement  s'écrit :

02
0 xx , avec

m
k

0 .

Le mouvement de m  c’est rectiligne sinusoïdale (voir chapitre II) .

L'équation horaire est donnée par : )()( 0 tcosxtx m

A 0t  : 0xx
0

0xxm

Donc, la position de m  à l’instant t est définie par : t
m
kcosxtx 0)( .

m

k
0

(équi)

m

)(xrF

(équi)rF

P

(équi)x

P

libreétat
mparchargéétat

équilibreen mouvementen

x
Elongation

i

O0à 0t

x
:équilibreEn 0(équi) PFr

gmk (équi)

:mouvementEn )()( (équi))( xkxFF
r

xr

gmxk
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IV.9- Dynamique de rotation

Contrairement au mouvement de translation, l'effet d'une force sur un corps en rotation (qui a
une accélération angulaire) dépend non seulement du module et de la direction de la force mais aussi
de son point d'application.

En fait, l'étude dynamique du mouvement de rotation dépend d'une quantité angulaire
associée à la force, appelée moment de la force.

IV.9-1.  Moment d’une force

a. Définition

Le moment d’une force par rapport à un point donné (souvent appelé pivot) est une grandeur
vectorielle exprimant la capacité de cette force à faire tourner un corps (ou un système) autour de
ce point.

b. Vecteur moment d’une force par rapport à un point

Soit un point matériel M , de masse m , soumis à une force F .  Le vecteur moment de la
force F par rapport au point O  (l’origine du repère par exemple) est défini par :

FOMFO )(/M

Avec : OM : le vecteur position de M , il reliant le point O et le point d’application de la force F

Le vecteur )(/ FOM est orienté selon une direction perpendiculaire au plan formé par les

vecteurs OM  et F  .

Le module du vecteur )(/ FOM est : )()()( // sinFrFF OO MM ( mN )

Où : OMr  est le module du vecteur position OM .

FF  est le module du vecteur force F  .

 est l’angle entre les directions des vecteurs OM  et F  .

Le moment d'un ensemble de forces iF  , est la somme des moments de ces forces :

)()( // iOO FiF MM

c. Moment d’une force par rapport à un axe

La projection du vecteur moment d'une force par rapport à un point sur un axe )(  passant
par ce point est une grandeur scalaire appelée le moment de la force par rapport à l'axe )( .   .

M

O
Fr

)(/ FOM

et OMrOMr

Pivot



CCHHAAPPIITTRREE IIVV CCOOUURRSS DDyynnaammiiqquuee dduu PPooiinntt MMaattéérriieell

67

Le moment d’une force par rapport à un axe exprime sa capacité à faire tourner un corps
autour cet axe )

UFF O )()( // MM

Avec : U : le vecteur unitaire de l’axe )(

IV.9-2.  Moment cinétique (ou moment angulaire)

Soit un point matériel M , de masse m , déplace le long d’un trajectoire ( C ). A l’instant t , le
vecteur quantité de mouvement de M  est Vmp  , avec V  c’est son vecteur vitesse à cet
instant.

a. Moment cinétique d’un point matériel par rapport à un point

Le moment cinétique de M par rapport à un point O ”, est le moment de son vecteur quantité
de mouvement p  par rapport à ce point.

pOMO/L )( VmOM

Avec : OM : le vecteur position du point M à l’instant t .

Le vecteur O/L est orienté selon une direction perpendiculaire au plan formé par les vecteurs

position OM  et le vecteur vitesse V .

En générale, O/L change de direction (et de module) au cours du mouvement de M , mais si le
mouvement est dans un plan, il conserve une direction fixe perpendiculaire à ce plan.

)(mM

O
V

)(/ VmOMOL

)(eTrajectoir C

(Plan)

O
U F

)(

UFFO )()( // MM

OM
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Le module du moment cinétique de M par rapport à O  est :

)(// sinvrmOO LL (exprimé en ( -12 smKg ) )

Où : OMr  est le module du vecteur position OM .

Vv  est le module du vecteur vitesse de M à l’instant t .

 est l’angle entre les directions des vecteurs OM  et V  .

Le moment cinétique d'un système matériel est la somme des moments cinétiques (par
rapport au même point O ) des points matériels constituant le système :

ii
pOMsysO )(/L

b. Moment cinétique d’un point matériel par rapport à un axe

La projection du vecteur moment cinétique de M par rapport à un point O sur un axe )(
passant par le point O  est une grandeur scalaire appelée le moment cinétique de M par rapport
à l'axe )( .

UO// LL

Avec : U : le vecteur unitaire de l’axe )(  .

IV.9-3.  Théorème du moment cinétique

a. Moment cinétique d’un point en mouvement de rotation

Soit un point matériel M , de masse m , tournant autour un axe )(  passant par le point O .

Si  est sa vitesse angulaire à l’instant t , donc son vecteur vitesse linéaire V  peut s’écrit :

d
d

t
OMV OM          (le mouvement de M est circulaire )

M

O Vmp

UO // LL

(Plan)
U

)(
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Dans ce cas, le moment cinétique de M par rapport à O   sera :

)(/ VmOMOL )( OMOMm

(En utilisant la formule du double produit
vectoriel C)BA(B)CA()CB(A   )

2
2

)()(

rOM

OMOMOMOMm

(le vecteur de la vitesse angulaire est

perpendiculaire à OM  le produit
scalaire : 0OM  )

2rm

Le facteur : 2rm , qui représente le produit de la masse de M  par le carré de sa distance à
)( , est une grandeur positive appelée : le moment d’inertie de M  par rapport à l’axe )(  :

/
2 Irm // IOL

Le moment d’inertie, noté I  (unité : 2mKg ), est un scalaire reflète l’effet de la masse
sur la mise en rotation d’un mobile. Plus la masse d’un corps est concentrée loin de
son axe de rotation, plus son moment d’inertie est grand et plus sa mise en rotation
(ou l’arrêt de la rotation) est difficile.

b.  Théorème du moment cinétique

Dans un référentiel galiléen, la dérivée première par rapport au temps du moment

cinétique d’un point matériel M  est  égale  au  moment  en O (point fixe) de  la

résultante des forces extérieures agissant sur M . )(
d

d
ext/

/ F
t

O
O M

L

Enoncé

Moment d’inertie

)(rotation
deAxe

O

Vmp

r

UIO //L

U

U

M )( 2
/ rmI

rayondecirculaireeTrajectoir r
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Soit un point matériel M , de masse m , en rotation autour d’un axe fixe )( dans le référentiel
galiléen, d’origine O, point fixé sur )( .

La dérivée du moment cinétique par rapport à O   de M  s’écrit :

))((
d
d

d
d / VmOM

tt
OL

t
Vm

OMVm
t

OM
d

d
d

d )()(

amOM (puisque : V
t

OM
d

d 0)(
d

d Vm
t

OM
)

Et d’après le PFD : amFext ext
/

d
d

FOM
t

OL

Avec : )( ext/ext FFOM OM c’est la résultante des moments en O  des forces

extérieures appliquées au point M .

Donc, le théorème du moment cinétique s’écrit : )(
d

d
ext/

/ F
t

O
O M

L
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OBJECTIFS DU CHAPITRE

Introduire les notions du travail, de puissance et d’énergie.

Déterminer l’énergie cinétique, l’énergie potentielle et l’énergie

mécanique.

Appliquer le théorème de l'énergie cinétique.

Comprendre et utiliser le principe de conservation de l'énergie

mécanique.

Définir la condition d’équilibre stable d’un système physique.
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V.1- Introduction

Dans ce chapitre, on étudier le mouvement d’un point matériel à l’aide d’une nouvelle grandeur
physique appelée « énergie ».

V.2- Définitions

Champ scalaire : est une fonction de plusieurs variables scalaires.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes un champ scalaire s’écrit ),,( zyxf

Champ vectoriel (champ de vecteurs) : est une application qui associe à tout point M  de
l'espace, un vecteur.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, un point ),,( zyxM  soumis à une force F , qui
peut être un champ vectoriel défini par ses fonctions composantes : ),,( zyxFx ,

),,( zyxFy  et ),,( zyxFz .

Opérateur nabla : est un vecteur, c'est-à-dire qu’il satisfait aux règles de calcul de produit
scalaire et vectoriel, mais ses composantes ne sont pas des scalaires. Les composantes de

 sont des opérateurs différentiels.

Expression de

En coordonnées cartésiennes k
z

j
y

i
x

En coordonnées cylindriques
1 k

z
UU

En coordonnées sphériques )(
11 U

sinr
UU

r r

Gradient d’un champ scalaire (gradient d’une fonction scalaire f ) :

C’est un vecteur V  (ou champ vectoriel) défini par la relation : fV f )(grad

Le gradient transforme un champ scalaire en un champ vectoriel.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, le gradient de la fonction ),,( zyxf  s’écrit :

),,()( k
z
fj

y
fi

x
fzyxffgrad

Remarque :

Lorsque un champ vectoriel : )( fV grad , on dit que V  dérive de la fonction scalaire f  .

Divergence  d’un champ vectoriel (divergence d’un vecteur V ) :

C’est une fonction scalaire (ou champ scalaire) définie par la relation : VV )(div

La divergence transforme un champ vectoriel en un champ scalaire.
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Par exemple, en coordonnées cartésiennes, la divergence du champ vectoriel V  s’écrit :

kVjViVV zyx )( k
z
Vj

y
V

i
x
VV zyxVdiv

Rotationnel d’un champ vectoriel (rotationnel d’un vecteur V ) :

C’est un vecteur U  (ou champ vectoriel) défini par la relation : VU V )(Rot

Le rotationnel transforme un champ vectoriel en un autre champ vectoriel.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, le rotationnel du champ vectoriel V  s’écrit :

z

y

x

V
V
V

V VV )(Rot

zyx VVV
zyx

kji

k
y

V
x

V
j

z
V

x
Vi

z
V

y
V xyxzyz

Remarque :

Le rotationnel d’un gradient est nul, c'est-à-dire que si f  est une fonction scalaire, donc :

0)( )( fgradRot

Autrement dit, si un vecteur V  dérive d’une fonction scalaire, donc : 0)(VRot

V.2- Travail et puissance d’une force

V.2-1.  Travail élémentaire d’une force

Soit un point matériel M , de masse m , décrivant une trajectoire ( C ) par rapport à un
référentiel ( R ) . Au cours de son mouvement, le point M  est soumis à une force F .

Le travail élémentaire effectué par F  sur le point matériel M  lors de son déplacement

élémentaire (infiniment petit) d  est donné par la loi : d)(d FW F

V.2-2.  Travail d’une force

On suppose que le point matériel M  ,  qui  soumis  à  la  force F , passe à l’instant 1t par la
position 1M  et à l’instant 2t   par la position 2M .

Le travail effectué par la force F  lors du déplacement de 1M  à 2M  est :

A BF

dM
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d)(
2

1

21

M

M
MM FFW      (exprimé en Joule "J"  [ mN1J1 ] )

Remarques :

1- Si la force F  est constante (ne dépend pas du mouvement, comme le poids P  par
exemple) et le déplacement entre 1M  et 2M  est rectiligne. Le travail de F   s’écrit :

21)(
21

MMFFW MM

2- Si la force F   est perpendiculaire au trajet de 1M  à 2M , son travail au cours de ce

déplacement est nul : J0)(
21

FW MM

3- La force appliquée F  est dite :

motrice si son travail est positif 0)(FW (travail moteur) : la force F tend à faire
déplacer le mobile dans le sens positif  du mouvement.

résistante si son travail est négatif 0)(FW (travail résistant) : la force F  tend à
s'opposer au mouvement du mobile.

ne travail pas si son travail est nul : J0)(FW  .

4- Le travail effectué par un ensemble de forces iF , est la somme des travaux de ces

forces : )()( iii FWFW

V.2-3.  Puissance d’une force

Soit un point matériel M  de masse m  et de vitesse V , soumis à une force F . La puissance de
F  (notée )(FP ) est la grandeur scalaire définie par la relation :

VFP F)(      (exprimée en Watts "W"  [ 1sJ1  W1 ] )

D’après la définition du vecteur vitesse
t

V
d
d

, la relation entre la puissance d’une force et

son travail élémentaire s’écrit : tPFW FF d)(d)(d

Par conséquence : le travail d’une force égal : d)()(
2

1

21

t

t
MM tPFW F  ,

Ou :  la puissance d’une force égale :
t
FWP F

d
)(d)(

Remarque :

La puissance d’une force F  est :

positive 0)(FP , si F  est motrice ( 0)(FW )

négative 0)(FP , si F  est résistante ( 0)(FW )

nulle 0)(FP , si F  ne travail pas ( F  perpendiculaire au trajet ( J0)(FW )),
ou si le point matériel est immobile.
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V.3- Energie d’un système matériel

L’énergie (notée E ) est une grandeur scalaire qui décrit l’état du système matériel. Dans le SI
d’unités, l’énergie est exprimée en Joule "J" .

V. 3.-1. Energie cinétique

a. Définition

On définit l’énergie cinétique d’un point matériel M , de masse m , animé avec une vitesse v

, par la grandeur CE , telle que : 2

2
1 vmEC

b. Théorème de l’énergie cinétique

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie cinétique d’un point matériel

soumis  à  un  ensemble  de  forces  extérieures  entre  une  position A  et  une  autre

position B   est égale à la somme des travaux de ces forces entre ces deux points.

)()()( CCC extBA FWEEE AB

Soit un point matériel M , de  masse m , en déplacement entre les points A  et B , sous
l’action d’une force extérieure F .

Le travail élémentaire de F est donné par: d)(d FW F

Alors que, la vitesse s’écrite :
t

V
d
d tV dd

Et d’après le P. F. D (Principe fondamental de la dynamique), on a :
t
VmF

d
d

Donc, tV
t
VmW F d

d
d)(d

Sachant que : VVVVv d2)(d)(d 2

Alors : )(d
2
1)(d 2vmW F Cd)(d EW F

Par conséquence, le travail effectué entre les positions A  et B  sera:
B

A

B

A
BA EFFW Cdd)(

)()( CC AB EE

V. 3-2. Energie potentielle

a. Forces conservatives et non conservatives

Une force F est dite conservative si son travail entre deux positions 1M  et 2M  dépend
uniquement de la position de départ ( 1M ) et de la position d’arrivée ( 2M ).

A

B
F

V
M

Enoncé
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Remarques :

1- Le travail )(
21

FW MM effectué par une force conservative est indépendant du chemin

suivi pour déplacer de 1M   à 2M .

2- Si la trajectoire du mobile est fermée ( 121 MMM ),  le travail  effectué par la force

conservative F  est nul : )()(
1221

FWFW MMMM

3- Si le travail )(
21

FW MM dépend du chemin suivi entre 1M   à 2M , la force F  est dite non
conservative.

Forces conservatives ( CF ) Forces non conservatives ( NCF )

Le poids P  ;

La force de rappel rF   .

La force normale de la réaction N  ;

Les forces de frottement f  ;

La tension du fil T  .

b. Energie potentielle

1- Définition

Soit un point matériel M  de masse m , soumis à une force F .

La force F  est  conservative  si  elle  dérive  d’une  fonction  scalaire (ou potentiel); c'est-à-
dire qu’elle existe une fonction scalaire PE   tel que : )( pEF grad

PE  : est appelé l’énergie potentielle du point M .

Remarques :

1- L’énergie potentielle PE  n’est définie qu’à une constante près C ; c'est-à-dire que

PE  s’écrit : CEE PP

2- Puisque : 0)( )( fgradRot , quelque soit la fonction f , donc pour vérifier qu’une

force F  est conservative, il suffit de vérifier que : 0)(FRot

3- On peut associer une énergie potentielle uniquement aux forces conservatives.

2- Relation entre l'énergie potentielle et le travail

Le travail effectué par une force conservative CF  quand un point matériel M  se

déplace de 1M   vers 2M  est égal à l’opposé de la variation de l’énergie potentielle entre ces
deux positions :

)( )()( 12)(
21

MM PPPCMM EEEFW

Condition

Exemples
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3- Energie potentielle gravitationnelle

C'est l'énergie potentielle associée à la force du poids (ou la pesanteur) P .

Dans un référentiel ),,( zyO, xR , on considère le mouvement d’un point matériel M
de masse m soumis à la pesanteur
terrestre: kgmP

Donc, le travail de Pquand le point
matériel se déplace de 1M   vers 2M  est :

2

1

2

1

21
dd)(

z

z

M

M
MM zgmPPW

)( 12 zzgm hgm

Donc, l’énergie potentielle gravitationnelle du point de masse m  peut être donnée par
la relation : ChgmEP

Où : h  : la hauteur de la position de M  par rapport à un niveau 0h

C  : une constante d’intégration.

4- Energie potentielle élastique

C'est l'énergie potentielle associée à la force du rappel rF  d’un ressort .

On considère le mouvement d’un point
matériel attaché à un ressort de raideur
k  (figure ci-contre).

 La force de rappel du ressort est donnée
par :

ixkikFr

Donc, le  travail  effectué par rF  quand le

point  matériel  se déplace de 1M   à 2M  est :

2

1

2

1

21
dd)(

x

x

M

M
rrMM xxkFFW

2
1

2
2 2

1
2
1 xkxk

Alors, l’énergie potentielle élastique est donnée par : CxkEP
2

2
1

Où : x  : l'allongement du ressort

C : une constante d’intégration.

k
0

rF

0x

iO x1x 2x

m

P1M

x

y

z

2M

M
1z

2z
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V. 3-3. Energie mécanique

Soit un système se déplaçant, entre les points A  et B sous l’effet de forces conservatives et
non conservatives.

D’après le théorème de l’énergie cinétique, on a :

)()()()( CCC NCBACBA FWFWEEE AB

)()( )()()()( CC NCBAPP FWEEEE ABAB

)()()( )()()()( CC NCBAPP FWEEEE AABB

On introduit une nouvelle grandeur symbolisée par E , et qu’on l’appeler «  Energie mécanique
du système », telle que : PEEE C

Alors, entre les deux points A  et B : )()()( NCBA FWEE AB

Théorème de l’énergie mécanique

La variation de l’énergie mécanique d’un système, en mouvement entre deux points A
et B ,  est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures non conservatives

appliquées à ce système.

)()()( NCBA FWEEE AB

Cependant, si le système ne subit aucune force extérieure non conservative, l’énergie

mécanique se conserve : 0E

V.4- Conditions de stabilité d’un équilibre de système
V.4-1.  Equilibre et condition d'équilibre

Dans  un  référentiel  galiléen,  un système est  en  équilibre  à la position 0M ,  si abandonné en
ce point sans vitesse initiale, il y demeure au repos.

D’après le principe d’inertie, il suffit que la résultante des forces appliquées sur le système
placé en 0M  soit nulle :

0F 0NCC FF

Pour un système soumis uniquement à une force conservative CF  ( 0NCF ), son énergie

potentielle est donnée par la relation : )( pC EF grad

Et dans le cas où pE  ne dépend que d'une variable x , nous avons : i
x

F p
C

E

d
d

Donc, la condition d'équilibre du système s’écrite : 0
d

d
0

x
F p

C

E

Enoncé
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D’après la condition : 0
d

d
x

pE

La position d'équilibre du système
est définie par un extremum de la
fonction )(xPE ,

C’est la position à laquelle
l'énergie potentielle est  maximale
ou minimale .

V.4-2.  Stabilité d’un équilibre

On écarte un système matériel de sa position d’équilibre 0M  :

Si  la  résultante  des  forces  qui  apparaît  tend  à  ramener  le système  en 0M ,  alors
son équilibre est dit stable.

Si  la  résultante  des  forces  qui  apparaît  tend  à  éloigner  le système de 0M ,  alors
son équilibre est dit instable.

V.4-3. Condition de stabilité d’un équilibre

Soit le système masse-ressort de la figure ci-contre.

La force conservative agit sur le système dans ce
cas, est la force de rappel du ressort.

L’énergie potentielle ne dépend que d'une
variable x .

Supposons que la position d’équilibre est 0x ,
donc :

0
d

d

0xx

p

x
E

On écarte le système à 0xx , donc la composante de la force de rappel, qui ramène le système

à nouveau en 0x  , est positive : 0rF 0
d

d
x

pE
   (puisque

x
F p

r

E

d
d

)

Cependant, dans le cas  d’écartement à 0xx , la composante est négative 0
d

d
x

pE

Donc, la dérivée
x

pE

d
d

  est une fonction croissante qui s'annule à 0xx 0
d

d

0

2

2

xx

p

x
E

Et  l'énergie potentielle du système  présente un minimum pour 0xx

Et par conséquence, la condition de stabilité traduite par pE minimale, peut s’écrite par la
relation :

k

rF

iO x
00x

0xx0xx

rF

équilibred'Position

x

)(xE p

0
d

d

321 ,, xxxx

p

x
E

3x2x1x

Instable

Instable

Stable

Position d’équilibre d’un système
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0
d

d

0

2

2

xx

p

x
E

Conditions

Système en équilibre à 0xx , si : 0
d

d

0xx

p

x
E

Equilibre stable si : )( 0xEp  minimale 0
d

d

0

2

2

xx

p

x
E

Equilibre instable si : )( 0xEp  maximale 0
d

d

0

2

2

xx

p

x
E

Conclusion
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