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Rappel Mathématique

OBJECTIFS DU CHAPITRE

+ Savoir les grandeurs physiques et leurs unités.

+  Apprendre a utiliser I'analyse dimensionnelle et le calcul d’erreur.
+  Comprendre la notion de vecteur et ses propriétés.

+  Assimiler les notions du produit scalaire et vectoriel.

+ Apprendre a utiliser les différents systemes de coordonnées
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I.1- Analyse dimensionnelle

1.1-1. Grandeurs physiques

Une grandeur physique "G "est toute caractéristique d'un objet que I'on peut mesurer ou
calculer.
1- Grandeurs fondamentales (ou de base)

e Lalongueur

e Lamasse

e Letemps

e L’intensité du courant électrique

e Latempérature thermodynamique
e Laquantité de matiéere

e L’intensité lumineuse

2- Grandeurs dérivées

Les autres grandeurs physiques sont des dérivées de grandeurs fondamentales.

1.1-2. Dimensions et unités de mesure
a. Définitions

e Lanature physique d’une grandeur G est caractérisée par sa dimension [G] .
e L'unité de mesure d’une grandeur physique est I'expression de sa dimension.

b. Systéme international d’unités (SI)

Unités de base du Sl

Grandeur de base Dimension

Nom Symbole
Longueur L meétre m
Masse M kilogramme  Kg
Temps T seconde S
Intensité du courant électrique | ampére A
Température c) kelvin K
Quantité de matiére N mole mol
Intensité lumineuse J candela Cd

Remarques :

1- Seules des grandeurs physiques de mémes dimensions peuvent étre additionnées ou
soustraites les unes des autres.

2- Avant I'adoption du SI d'unités, d'autres systémes d'unités ont été utilisés, par exemple :
e Lesystéme d'unités CGS (centimétre ( 1cm = 107> m ) ; gramme (19 = 10" Kg) ; seconde ) .
e Lesysteme MKSA (métre, kilogramme, seconde, ampeére).

3- On peut associer aux sept unités de bases les deux unités d’angle suivantes :

Définition Symbole Dimension
radian unité d'angle plan rad Sans dimension
stéradian unité d’angle solide  sr Sans dimension

4- |l existe d'autres unités de temps en usage avec le SI, qu’on utilise de fagcon courante, comme :

Symbole Valeur
minute  min 1min =60s
heure n 1h =60 min=3600s
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c. Equation aux dimensions

En générale, la dimension de toute grandeur physique (fondamentale ou dérivée) G peut étre
exprimée par une combinaison des sept dimensions de base. Cette combinaison est appelée

équation aux dimensions et formulée comme suivant:  [G]=M?*-L*-T¢-1°.@°-N" .J"
Ou: a b, c, d,e feth sontdes nombres réels.

Le tableau ci-dessous montre les dimensions de quelques grandeurs drivées avec leurs unités
dérivées du SI

Grandeur dérivée Dimension Uil -

Nom Symbole Expression
Surface (aire) 12 m? m?
Volume L m® m’
Masse volumique M-L® Kg/m’® Kg-m>
Vitesse L-T m/s m-s*
Vitesse angulaire T rad/s rad-s
Fréquence T Hertz Hz s
Accélération L-T7? m/s’ m-s?
Quantité de mouvement M-L-T Kg-m/s  kg.m.s™
Moment d'inertie M- L2 Kg-m? Kg-m®
Moment cinétique M-L>- T Kg-m’/s Kg-m’-s™
Force M-L-T? Newton N Kg-m-s~
Moment de force ML T7 N-m Kg-m”-s?
Energie ou travail ML T7 Joule J=N-m Kg-m?.s?
Puissance ML T7° Watt W= /s Kg-m?-s”
Pression M-L*-T7 Pascal Pa=N/m" Kg-m'.s?
Viscosité dynamique d'un fluide MLt T Pa s Kg-m*.s*
Viscosité cinématique d’un fluide LTt m?/s m®.s™
Raideur d’'un ressort (constante délasticité) M - L - T2 N/m Kg-m- s?
Charge électrique T-1 Coulomb G s-A
Potentiel électrique (tension) M-L-T2 1t Volt V=W/A  kg.m?.s®. A"
Capacité électrique M2 T*.1? Farad F=C/V Kgt-m?.s*. A2
Résistance électrique M-L>-T?2.17 Ohm Q=V/A  Kg.m?.s°.A7
Température Celsius 0 Degré Celsius °C K

d. Homogénéité d’une formule (ou une loi physigue)

Une formule: F =H est dite homogeéne si les deux membres F et H ont les mémes
dimensions.

Remarque : Il ne suffit pas qu’une formule soit homogéne pour gu’elle soit juste.

~ Application
Vérifier que I'expression: 77 - - 1-V |, est bien homogéne a une force.
Avec : 1 : une viscosité dynamique ; r :unrayon; v :une vitesse.
Corrigé: Nousavons: [7-p-r-v]=[m]x[u]x[r]x[v]
=Ix(M-L* THx(L)x(L-TH
=M-L-T? =[force]
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I.2- Fonctions a plusieurs variables f(x,y,z)

1.2-1. Dérivées partielles d’'une fonction a plusieurs variables

C'est la dérivée simple d'une fonction f(x,y,z) par rapport a une seule de ses variables, et
toutes les autres étant supposées constantes :

,_of _df(xy.2) oot _df(xy2)

fr— -
7O dx ooy dy

et o0 _df(xy2)
0z dz

X=cte,z=cte x=cte, y=cte

y=cte,z=cte

1.2-2. Différentielle totale d’une fonction a plusieurs variables

La différentielle totale de la fonction f(x,y,z) est une combinaison linéaire des dérivees
partielles de f :

f(x,y,z) —» df =(%j-dx+(%}-dy+(%)dz: fo-dx+ f).dy+f;-dz

~ Application
Calculer les dérivées partielles et la différentielle totale de la fonction :

f(X,y,2)=X-y+y-z2—-2-X%

Corrigé: Lesdérivées partielles de f sont :

, of _ , of , of
fx_&_y—z ; fy—ay_x+z et f/=% =y-x
e _ _(of of of
— La différentielle totale f est: df = _axj dx+(—ayj dy+(—azj dz

=(y—z)-dx+(x+2z)-dy +(y—x)-dz

1.3- Mesures et calcul d’erreurs

1.3-1. Mesures physiques

La mesure physique est la détermination de la valeur d'une grandeur en la comparant a une
grandeur constante de méme espece prise comme étalon (ou unité).

Il ya deux types de mesures physiques :

1- Mesure directe : elle s'effectue directement par la lecture ou I'observation, a I'aide d'un
instrument de mesure.

Exemple

La masure de la longueur, de la masse, du temps, ...etc.

2- Mesure indirecte : Dans ce type, la grandeur & mesurer est exprimée mathématiquement
en fonction d'autres grandeurs directement mesurées.

Exemple

La masure de la surface, du volume, de la densité, ...etc.
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1.3-2. Calcul d’Erreurs

L'erreur est la différence entre la valeur reelle (ou vraie) x, et la valeur mesuree X, de la

grandeur a mesurer : e=X —X,
Remarque : L'erreur e peut-étre négative ou positive, sa valeur absolue est dite I'erreur absolue :

x=|e|=]x —x,]|

a. L’incertitude absolue

L'incertitude absolue est I'erreur maximale que I'on est susceptible de commettre dans la
mesure : AX = max(dx)

Le résultat de la mesure (ou la valeur de la grandeur a mesurer) s'écrit :
X =X, £ AX
Et cela signifie que : X, —AX < X <X, + AX
Remarqgues :
1- L'incertitude absolue s'exprime dans la méme unité que la grandeur mesurée.
2- Silavaleur X d'une grandeur dépend des valeurs a, b, c,..dautres grandeurs :
X = f(a,b,c,..) (lamesurede X estindirecte)

Ou: f(a,b,c,..) est une fonction a plusieurs variables

Donc lincertitude absolue AX sera donnée par la relation :

X s B ] X

AX = 2a + % -Ab+ ac

-AC+...

Avec: Aa, Ab, AC, ... sont les incertitudes des mesuresde a, b, ¢ , ...

%, % % sont les dérivées partielles de la fonction X = f(a,b,c,..)
coa ob oc

b. L'incertitude relative (

.- . . .- . , X
L’incertitude relative est le rapport entre I'incertitude absolue et la valeur réelle: ¢ =—.
X

r

L’incertitude relative indique la précision du résultat obtenu, et il s’exprime généralement
en pour cent (%).

~ Application

Un étudiant veut déterminer la masse volumique o d'une bille sphérique en
acier, pour cela : 1l mesure le diamétre et il trouve d =6 ¢cm a 0,2 mm prés
(c'est-a-dire Ad =0,2 mm =2x10"* m) . Ensuite, il mesure la masse de la bille et il
trouve m =885 g & 0,1 g prés (cest-a-dire Am=01g=10" Kg).

Calculer lavaleur de p et déterminer I'incertitude correspondante.
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. m
Corrigé . Nous avons: P=\ ;
T ‘dg

Ou : V est le volume de la bille sphérique, c'est-a-dire : V = 5

6 m_ 6 085 e
= p=— d3_3,14x—(0,06)3_7829’1 Kg-m
incerti ap=| P P\ Ad-
L'incertitude absolue : Ap—| 8m| Am+ ad | Ad ;
gp G
om .43 ial
Avec: = Ap= 6d3 .Am+ 18d£n .Ad
op _—18-m & &
od  r.d*
6-Am 18-m-Ad 6-m [ Am Ad
Alors: Ap = + = . +3-—
Prd® " zd*  nd° (m dj

— . A_m+3£
P m d

10°* 2x107™* S
= Ap= 7829,1x[0’885 +(3XWD =79,2 Kg-m

Donc, la masse volumique de la bille s'écrit : p =78291+79,2 Kg-m™

I.4- Calcul vectoriel
Le calcul vectoriel est un outil mathématique, tres utilisé en physique. En fait, Il existe en
physique deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les grandeurs vectorielles.

1.4-1. Définitions

a. Grandeur scalaire
C’est une grandeur physique décrite par un nombre (scalaire) et une unité.

Exemple
le volume, la masse, la température, la longueur, le temps, ...etc.

b. Grandeur vectorielle
C'est toute grandeur dont la détermination nécessite un sens, une direction, un point

d’application et une valeur (ou intensité).

Exemple
le déplacement, la vitesse, I'accélération, la force, le champ électrique,... etc.

c. Coordonnées d'un point
Dans I'espace, un point A est défini par des nombres (ou scalaires) a,a, 8. a,, appelésles

coordonnéesde A etil sécrit: A(a,,a,,a,,....,a,).
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1.4-2. Vecteurs
a. Définition
Un vecteur (nommé par exemple V) est une grandeur définie par :

e Une direction: cest la droite qui

porte le vecteur. ~ .-
] _ _ Module "V || ou Vv .~ Direction
e Un sens: représente l'orientation du G
vecteur (symbolisé par une fleche — ) ~
R Vecteur V
e Un module HV H (ou simplement V): _—"7 Point

-~ . q
. - d'application
représente la valeur de la grandeur b

mesurée par le vecteur V.
Graphiquement, le module correspond a la longueur du vecteur.

e Un point d’application : c’est le point qui sert d’origine a la représentation du vecteur.

Remarques :
1- Le module d’'un vecteur (appelée également la norme ou l'intensité) est un scalaire toujours
positif HVHZO .

2- Un vecteur est dit unitaire si son module égal a 1
(ou unité).

3- Deux vecteurs V, etV, sont égaux V,=V, , s'ils
ont le méme module et le méme ses.

4- L’opposé d’un vecteur V noté —V est un vecteur
ayant le méme module et la méme direction, mais avec un sens opposé.

b. Types des vecteurs

1- Vecteur lié

Un vecteur V est dit lié (ou bipoint), si son point

d'application est fixe. p/ bipoint V= AB

Point

Un vecteur lié est un couple ordonné de 2 points - T
d'application fixe

parexemple- A et B : V = AB

Ou: A estle point d’application du vecteur V.

2- Vecteur libre

Un vecteur V est dit libre, si son point
d'application peut étre transféré a n'importe quel point
de I'espace.

3- Vecteur glissant

Un vecteur V est dit glissant, si son point
d'application peut se déplacer le long d’'une ligne
d'action (la direction (A) ).
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1.4-3. Systeme de coordonnées cartésiennes

a. Repére cartésien

Dans un espace tridimensionnel, le repére cartésien se compose d'une origine (point O) et des
axes orientés et orthogonaux (perpendiculaires entre eux) passant par cet origine.

e Axedes abscisses (noté OX) ;

e Axe des ordonnées (noté Oy) ;

e Axe des cotes (noté O2) ;

b. Base cartésienne orthonormée

Dans un espace tridimensionnel, le repere cartésien est muni d'une base vectorielle
orthonormée constituée de trois vecteurs unitaires et orthogonaux deux & deux notés comme
suivant :

: porté par 'axe OX et orienté selon son orientation.

—_

. I : porté par 'axe QY et orienté selon son orientation.

°
=~

: porté par 'axe Oz et orienté selon son orientation.

c. Coordonnées cartésiennes d’'un point

Dans un repére cartésien, chaque point est défini par ses coordonnées cartésiennes suivantes :
e Abscisse (notée X) : c’est la coordonnées du point suivant I'axe OX ;

e Ordonnée (notée Y) : c’est la coordonnées du point suivant I'axe Oy ;

e cote (notée z) : c’est la coordonnées du point suivant I'axe Oz ;

—  Représentation graphique d’un point

Dans un repére cartésien, un point
M (X,Y,2) est représenté comme dans Zt.,
la figure ci-contre .

Les coordonnées de l'origine O sont
(0,0,0).

K
O -
i

Le point H(x,y,0) est la projection
orthogonale de M sur le plan (Oxy).

d. Composantes cartésiennes d’'un vecteur

Dans une repére cartésien, tout vecteur V est défini par ses composantes cartésiennes, par
V

~ X
exemple V, ,V, etV,  etil sécritsous laforme colonne:V |V,
\%

z
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- Représentation graphique d’'un vecteur

Dans un repére cartésien, un vecteur :

<
< < <

est représenté comme dans la figure
ci-contre..

Remarques :
1- En plus de ses cordonnées, un point M (X, Y, z) peut étre défini par le vecteur position :
_ . [Xx
OM |y (O est I'origine du repeére)
z
2- Unvecteur estdit nul (\7 = 6) si ses composantes sont nulles (V, =Vy =V, =0).
3- Dans la base cartésienne (7, j, k), levecteur V |V, | sécrit: V =V, -1 +V, - j+V, -k
VZ
4- Lexpression dumodulede V |V, | est: HV H = V7 V) 4V
V

z

1.4-5. Opération sur les vecteurs

a. Addition vectorielle

X, X,
Le résultat de la somme de deux vecteurs V,|Y, | , V,|Y, | est un vecteur appelé la
Zl ZZ
X; + X,
résultante. R |y, +VY,
Z,+2,

On peut représenter la résultante R par les méthodes graphiques suivantes :

Méthode du triangle Méthode du parallélogramme
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Propriétés de la somme vectorielle

e Larésultante de lasomme d’un vecteur V avec son opposé —V est le vecteur nul 0.

e Lasomme vectorielle est commutative: \7l +\72 = \72 +\7l

« Lasomme vectorielle est associative : (V, +V,) +V, =V, + (V, +V,)

b. Soustraction vectorielle

La soustraction vectorielle est définie comme I'addition du vecteur opposeé :

5=V, -V, =V, + (-0,

Pour trouver graphiquement le vecteur
D, on trace le vecteur opposeé —\72 et =
on utilise la méthode du triangle.

X, X,

Si: \7l Y, | etV, |y, |,doncles composantes duvecteur D=V, -V, sont: D |y, -,

Z Z,

-~ Composantes d’un bipoint

z
A
ZB
\\\ B
N B(XB-yB-ZB)
| AB - R0+ 08
"' \Le vecteur AB OB =-AO+0OB
7 OB
A -
|ZA EO—X“\ A(XA:yA:ZA) _— A
O, — ! /YB ,’YA >y e) _OA
X I" ®, J\:.\ '~,—’:—’,—”‘
X __________-_\.L_’,_‘:_\_':P'
___________ ool
X X

Les composantes d’un bipoint (ou du vecteur) AB , formé par les points A(X,, Y., Z,) et
B(Xg, Yg: Zg), peuvent étre déterminer comme suivant :

_— —  —  ——  —

AB=AO+0B=0B-0A (décomposition de AB en deux vecteurs dorigine O)
Avec:  OA=X,-T+Yy,-j+24-K et OB=Xg -1 +Yg-]+25 K

Donc, le vecteur AB s'écrit: AB=(Xg —X,) 1 + (Vs = Va)- ] +(Z5 — 2,) K

Le module de AB est: H AB H =\/(XB — %)+ (Yo —Ya)* +(25 - 2,)°

Ladirection de AB est le segment de droite [A, B]
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c. Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Un vecteur V peut étre multiplié par un scalaire
réel N pour donner un nouveau vecteur :

W=n-V ¢
~ 2
Les propriétés du vecteur W sont : /
B} ) . V. _Gsv
e Lemodulede W est: HW H: |n|HV H ;
e Ladirectionde W estlaméme quecellede V ;

e Lesensde W estle méme que celuide V si N> 0, et il est opposé a celui de V si
n<0.

——Vecteur unitaire d’'un vecteur

Tout vecteur non nul V est égal a module “\7”

vecteur V
la multiplication d'un vecteur unitaire U par

son module H\7 H c V= H\7 HU vecteur

unitaire U U=
o o V1
Le vecteur unitaire U permet de définir la
i S sV
directionetlesensde V ,etilsecrit: U = HT
Vi
d. Produit scalaire
- Xl X, .
Ssoient V| Y, | et V,|y, |deux vecteurs Vs
z, z,
non nuls. Vi
- - ¢ —
Le produit scalaire entre V, et V, est la -
grandeur scalaire notée \71 .\72 telle que :
\71 .\72 = H\71 HH\72 H-COS ¢ (L'opérateur « * » signifie le produit scalaire )
=X, X, +Y,"Y,+2,-Z, ( Expression analytique du produit scalaire )

Avec: @ :c’est I'angle entre les vecteurs \71 et V. :

~ Composante d’un vecteur sur un axe

Dans I'expression du produit scalaire :
0, [V, |rcose
la grandeur « H\72 H-cos(p » représente la

composante (ou la projection) de \72 sur la direction
de \71 :

10
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- Exemple
X
La composante de V| Y | sur:
Z z
A
- — z \r\\\
o laxe OX est: x=V.i =HVH-COSa vV
4 I
L 81
e laxe Oy est: y:V.j:HVH-COSﬁ g7 ' L,y >
@, oF
X7 o ____ 1‘:*|"

o laxe OZest: z:\7.IZ:H\7H-cos;/ &

Propriétés du produit scalaire

—Module de la résultante

Soient les trois vecteurs AB ., AC et CB.

Si le vecteur AB est la résultante des vecteurs AC et CB, c'est-a-dire :

— |12 _ ——
Donc, le carré de son module égal a: H AB|| =AB.AB A
— |2 —_— — _ —
N H AB H — (AC +CB). (AC +CB) .
- (AC.AC)+(CB.CB)+2-AC.CB C

Avec: a cest I'angle entre les vecteurs AC et CB

| ¢

Si l'un des vecteurs V, et V, estnul, donc: V.V, =0

Le produit scalaire est commutatif : \71 -V, =V, \71

Le produit scalaire est distributif : \71 . (\72 +\73) = \7l .\72 +\71 .\73

Le produit scalaire entre deux vecteurs orthogonaux (perpendiculaires) \71 et \72 est:

A .\72 =0 (v, LV,,cest-a-dire I'angle ¢ =% = cosp=0)

(c'est la condition d’orthogonalité de deux vecteurs non nuls)

[x
Le module d'un vecteur V|V |, qui égal & /x*>+Yy” +2*, peut étre formulé par la
z

- 12 -
relation : HV H =V.V

AB = AC +CB

e

12 2] 8] s

11
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e. Produit vectoriel

Soient \71 et \72 deux vecteurs non nuls, et ¢ l'angle entre eux.
Le produit vectoriel de \71et \72 est le
vecteur V' défini par :
V =V AV, = |V, ||V, |-sin ¢-U

(L'opérateur « A » signifie le produit vectoriel)

Avec : U est un vecteur unitaire
perpendiculaire au plan formé par les //

vecteurs Vet V, |

Le modulede V estégala : [V |=|V, V. |=[V, ||V | |sine)

Remarque :

Le sens du produit vectoriel est déterminé par la régle des 3 doigts de la main droite,
disposés de telle sorte que :

\Pouce 5\71 /\\72

Expression analytique du produit vectoriel

X
Dans une base orthonormée (U, , U, ,U,), Si le vecteur V| Y |est le produit vectoriel
z
Xl X2
des vecteurs V;| Y; | et V,| Y, |, donc ses composantes "x","Yy" et "z" seront calculées par
Zl Z2

la méthode du déterminant comme suivant :

u
2 3
_ zZ _ X zZ _ X
z, =u1_[Y1 1:|_u2,[ 1 1}+u3,[ 1 yl:l
z, Y, %, X, 2, X, Y,

2

<l

v

-~ - Ul
Vi AV, =| X,
XZ

<<

:(yl'zz -Y, '21)'U1_(X1'Zz — X, '21)'[]2 +(X1'y2 =X, 'yl)'Us
Propriétés du produit vectoriel

e Le produit vectoriel est anti commutatif : \71 /\\72 = —\72 /\\71 .

e Le produit vectoriel est distributif : (\71 +\72) /\\73 :\71 AV, +\72 /\\73

e Ledouble produit vectoriel : \71 A (\72 /\\73) est un vecteur défini par la relation :

12
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VAN VAVSYA Y VARVA RVAS vARVA KA

e Si \71 est colinéaire a \72 (c'est-a-dire I'angle =0 ou =), donc: \71 /\\72 =0.

e Unebase (U, ,U,,U,)est dite orthonormée directe, si : 1U, AU, =U,

-~ Surface d’'un triangle

En geometrie, le module du produit Vi AV,
vectoriel V =\71 /\\72 est égal a l'aire (ou
la surface) du parallélogramme défini par
les deux vecteurs V, et V, .

Par conséquence, la surface d’un triangle
ABC, formé par trois vecteurs AB

AC etﬁ,égalea:

Soc = L[ CATB| - 1{REnTB - 178
:%- AC || CB|-sine (e <7 = sina>0) A
:%‘A—(f | AB sinf3 (B<m = sinB>0) o
Li=llIl=1 . . B
2o AB -‘CB -Siny  (y<z = siny>0) C

— Application
Soit un triangle quelconque ABC.
Démontrer la formule des sinus :
sina _sinf _siny
a b

Corrigé : Le triangle ABC est formé par
les vecteurs AB | AC et CB.

On désignerapar: - @ :lalongueur ducdté AB;cestadire: a=| AB|;
- b :lalongueur ducoté CB: cestadire: b=|CB| :

- C :lalongueur du coté AC;cestadire: c=|| AC | ;

- a :l'angle entre les vecteur AC et CB ;

- B :Tl'angle entre les vecteur AC et AB :

13
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f.

Avec :

~ Volume d'un parallélépipéde

Si les trois vecteurs V, , V, et V, ont le méme origine, donc :

H V, AV, H : la surface de la base S.

H \71 H -€c0s y = h : la hauteur du parallélépipéde

Alors, la valeur absolue : ‘ H \71 H H \72 /\\73 H-COS\V ‘ est égale au volume du parallélépipéde.

- ¥ :l'angle entre les vecteur ﬁ et CTB) X
Donc, la surface du triangle s’écrit :
1 . 1 . 1 .
Spge = —:C-b-sina==-c-a-sinff==-a-b-sin
aBC = 5 5 B 5 14
= c-b-sina=c-a-sinfg=a-b-siny
La division par le produit a-b-c, nous donne:

c-b-sina _c-a-sinf _a-b-siny

a-b-c a-b-c a-b-c
sina_sinf8_siny
a b c
Produit mixte
X, X, X,
Soient les vecteurs nonnuls V,| Y, |, V,| Y, | et V5| ¥,
Zl Z2 23

Le produit mixte (V,,V, ,V,) est défini par :

- - oL L X v 7
(Vl WV, ’Va) =V;. 6/2 /\V3>: X, Y2 Z,
X3 Y3 Zg

=X '(Y2 23— Y3 'Zz)+Y1'(X3 =X, '23)+21'(X2 Y3 =X, '22)
Propriétés du produit mixte
e Le produit mixte est non commutatif : \7l . (\72 /\\73): —\73 . (\72 /\\71)
e Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :
V,-(V, AV, )=V, .V, AV, )=V, - (V, AV

e Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont
coplanaires (les trois vecteurs sont dans le méme plan).

V1’672/\\73):H\71 HHVZ/\VS H.Cos\l, \72/\\7; ,//// —i"‘~~____7

construit sur \7 , \72 et \73

14
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g. Dérivation vectorielle

Soit un vecteur \7(t) défini par ses composantes données en fonction d’une variable t

. dv(t
(peut étre le temps par exemple). La dérivée de V (t) par rapport a t est le vecteur : dt( ) '

Propriétés de la dérivation vectorielle

dV (t) YAQ

e Dérivée de lasomme (ou de la soustraction) : @ (\/1(t) V ) = at
e Dérivée d’'un vecteur multiplié par un scalaire :
d(n-V(t)) dn d\7 dv()
i YOG g
e Dérivée d’'un produit scalaire : a (Vl(t) V. () = dV (t) WV , (1) +V, L(t) - dV (t)
e Dérivée d’'un produit vectoriel : %(\71(0 /\\72 ®) = av. ( ) AV, , (1) +V, () A v, t(t)

—

Remarque : Si U est un vecteur unitaire. Alors, la dérivée du produit scalaire U .U par
rapport au tempst , est égale :

d - - - du _ e du.u) d|u|’
E(U.U):Z-U-Wzo (pU|sque:U.U=||U|| -1 < @ 0)
Donc, le dérivé d'un vecteur unitaire, par rapport au temps, ot est orthogonal a uU.
—Application
(1
Soient les vecteurs A 21 1) Trouver le module de chaque vecteur.
2) Calculer R=A+B et D= A-B
5 2 3) Calculer le produit scalaire A.B
et .
-1 4) Trouver I'angle ¢ entre les deux vecteurs.
5) Calculer le module du produit vectoriel H AAB H
Corrigé :

1) Lemodulede A est: HA :\/12+22+(—1)2 =J1+4+1=+/6
Le module de B est: H B|=40+1+(-1)2 =4/0+1+1=+2

_( 1+0 (1
2) Lasomme: R 2+1 =R | 3

-1+(-2) -2
_ 1-0 (1
La soustraction: D 2-1 =D]|1
-1-(-) 0

15
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3) Leproduitscalaire: A.B =(1x0)+ (2x1) + ((-1) x (-1)) =3

A8 | ][5 emso
3

e:
A.B 3 3

= COS  =—— = =
|A]

4) D’apreés I'expression du produit scalair

Bl 6xv2 2

= ¢ =230°

5) Le module du produit vectoriel : H AArB H:H AHH B H| sing |

A.B =6 x/2 x5in(30°)
=3

I.5- Systemes de coordonnées
1.5-1. Coordonnées cartésiennes
a. Définition
Le repére cartésien (noté R(O, xyz) ) est un repére orthonormé fixe, d’origine O(0,0,0)) et

muni d’une base orthonormée directe (i, j, k).
e Dans un espace unidimensionnel : le repére R posseéde un seul axe OX ;
e Dansun espace bidimensionnel : le repére R posséde deux axes Ox et Oy ;

e Dans un espace tridimensionnel : le repére R comporte trois axes Ox, Oy et Oz .

Espace unidimensionnel Espace bidimensionnel Espace tridimensionnel
(ou ligne droite) (ou plan)
Y ZA
M%) M(x.y.2)
Iy ki
o > bt (X) > O ~ > X o > > y
i P " i J
X

b. Vecteur position en coordonnées cartésiennes

En systéme de cordonnées cartésiennes, le
vecteur position d’'un point M (x, y, z) s’écrit:

OM=x-T+y-j+z-k

e OM estlié alorigine O.

e Lemodulede m est:

HCW/I>H=W/x2+y2+z2

16
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« Ladirection de OM est le segment de droite [O, M ]

e Lesensde m est du point O (origine) vers le point M .

Dérivation du vecteur position par rapport au temps en cordonnées cartésiennes

En systeme de cordonnées cartésiennes, la dérivée du vecteur position :

OM(t) = x(t)-T + y(t)- ] +z(t)-K

Tels que t est le temps, s’écrit :

: - o di dfdk
Et puisque, labase (i, J,K) est caractérisée par : G d at

dOM(t) dx(t) - dyt) - dz(t) -
: - : : Kk
pone a dt o d

=X(t)-T +y(t)- ] +2(t)-k

Remarqgue :

En physique, on utilise la notation « " et
dérivée par rapport au temps t .

" » pour désigner la premiére et la seconde

~ Application
Soit un point M , défini par ses coordonnées cartésiennes: (sin t, cost, t)

1) Trouver, en fonction du temps t , I'expression du vecteur position OT\/[(t)

2) Calculer dOLt(t)

3) Calculer le module du vecteur dOLt(t)
Corrigé :
1) Levecteur position: OM (t)=sint-i +cost-j+t-K

2) Ladérivée parrapportat :

dOMi(t) _d(sint) - d(cost) - d@) -
dt dt dt dt

=cost-i —sint- j+k

3) Lemodule de dOg{[I (t): ‘ % =\/COSZt+Sin2t+1:\/§

17
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1.5-2. Coordonnées polaires
a. Définition

Le systéme de coordonnées polaires est utilisé pour repérer la position d'un point M dans un
plan (espace bidimensionnel).

La position du point M (X, y) est repérée par:

e Lacoordonnée radiale p : c'estladistance qui sépare M de I'origine O .
p=HOM H (0< p <+m)
e Lacoordonnée angulaire 6 : cest I'angle que fait OM avec I'axe Ox .
0<6<2x)
La base orthonormée associée aux coordonnées polaires est : ( U—p) , U_g) ) , tels que:

e U (vecteur radial) : est le vecteur unitaire du vecteur OM .

Yy
0 oM oM -
= = — ~ NP
"ojom| e N A
Ype=so=== (
A 1 M
e U, (vecteur orthoradial): est le vecteur | ¢ !
—_ - 1
- - - by J
directement perpendiculairea U | . 7, 0 ! .
of i X
(rotation de % dans le sens positif)

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

En utilisant la figure ci-dessus, on peut trouver les relations entre les coordonnées
cartésiennes (x, y) et les coordonnées polaires (p, 0) :

_[,2 2
{x:p-cose PNty
et

y=p-sin 0=arctan(%j (si:x>0);ou:0=arctan(%j+n (si:x<0)

La relation entre la base polaire ( U—p) , U_g)) et la base cartésienne (i, j) est:

—_

U, =cos0-i+sing- ]

—_

U, =-sin@-i +cos@- ]

Remarques :

1- Les vecteurs U_F;et U_; sont liés au point M . Si M est en mouvement les vecteurs U_F;et

—

U, changent leurs directions, donc la base (U—p) U_g)) est « mobile » par rapport a la

base fixe (i, ]).

18
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2- La dérivation par rapport a I'angle polaire 6 des vecteurs unitaires U_F;et U_; , hous

du - d(sing) - i i=U,
P :d(cose).i +d(5m0)-j:—sin0-i +C050'j:U9
deo do do

donne;

dU, _d(-sin6) ,f+d(C°50).]:—[c050-7+5in9']]=—l7
o do do ’

¢. Vecteur position en coordonnées polaires

En systeme de cordonnées polaires, le vecteur position d’'un point M (p, 8) s'écrit:

—_—

OM = p-U,
1.5-3. Coordonnées cylindriques
a. Définition

Dans le systéme de coordonnées cylindriques la position d’un point M est repérée par :

e Les coordonnées polaires p et 6

de sa projection orthogonale (le point
H(x,y,0)) sur le plan horizontal

(Oxy). ek

e Lacoordonnée z 4\

o1

i
~i !

(sa cote en coordonnées cartésiennes)

Donc les cordonnées cylindrique du point
M sont :

p=HOT—[H (0< p<+,)

0 : I'angle que fait le vecteur OH avec I'axe OX (0<0<2n)

4 (-0 <z < +m)

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On peut passer du systeme de coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes (ou
l'inverse) par les relations :

X=p-CcosO p=Ax+y*
y=p-sind ;et H:arctar(%j (si:x>0);ou:0:arctar(%j+7r (si:x<0)
1=1 =1

La base orthonormée associée aux coordonnées cylindriques est : ( U,,U,, k ) , telsque:

‘ 19
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—_

U, =cosf-i +sind-j

_—

U, =-sin@-i +cos6-j

k=k

c. Vecteur position en coordonnées cylindrique
En systeme de cordonnées cylindrique, le vecteur position d’un point M (p, 8,z) s’écrit :

W=p-UTJ+Z-k

~ Application
Deux points P et Q ont les coordonnées cylindriques (4,%,0) et (25?”\/5) .
Trouver les coordonnées cartésiennes des points P et Q.
Corrigé :

e Les coordonnées cartésiennes du point P (4, % 0):

Xp = Pp - COS B

Yp = pp -SiNG;

=

Xp =4xcosZ =2
3
Yo :4xsin%:2J§

z, =0

Donc, Les coordonnées cartésiennes de P sont : P (2, 2+/3, O)

e Les coordonnées cartésiennes du point Q(2, 5?7[ V3):

or
Xq = P - €0SH, Xo —2XCOS?_—\/§
Yo=pq-SiNG, <= 1Y, —2xsin>F =1
Ly = 1q Zq =3

Donc, Les coordonnées cartésiennes de Q sont: Q (—J§, 1, J§)

1.5-4. Coordonnées
a. Définition

sphériques

Dans I'espace tridimensionnel, la position d’un point M est repéré en systéme de coordonnées

sphériques par :

o Ladistance radiale r :c'est la distance qui sépare M de l'origine O .

||

(0<r<+w)

20




cHAPITRE | | COURS Rappel Mathématique

e Lacolatitude 6 : A
c'est I'angle que fait OM avec ¥
I'axe Oz (0<0<n) o N
//'\_\ . \‘~\\\\\ M /\/7
) g -y
e Lalongitude @ : \\//\’ '\
c’est I'angle que fait OH o N e .
. i A - - i
(la projection orthogonale de OM a r & ; y R
sur le plan horizontale (Oxy)) i O(Di.f;\ : ——— >y
avec l'axe Ox 0<p<2nr) ;jff'fff/'ﬁ',',f.f\ffﬁ'i%a'uq)/
o ll=p /
X

b. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On peut passer du systéme de coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes (ou

l'inverse) par les relations :
r=yx’+y?+2z°

X=r-siné@-cos ¢

y=r-sin@-sinp ;et 6 = arcco S
X2 +yi+z?

Z=r-cosé6
(p:arctar(%j (si:x>0);ou:(p:arctar(%j+7z (si:x<0)

La base orthonormeée associée aux coordonnees spheriques est : ( U,,U,, U, ) ,tels que :

Kk |

—_ —

U, =sin@-cosg-i +sin@-sing- j +cos6-k

—_— —

U, =cosf-cos@-i +Ccosf-sing- j—sind-k Ugp

: A= ek ]

U, =-sing-i +cosg- | =

Remarques :
1- La base sphérique (Ur , Uy, Uw) est « mobile » par rapport a la base cartésienne

(i J.K).

EA@=U¢

2- Labase (U_r) U—g) U_q:) est orthonormée directe, c'est-a-dire : sUg AU, =U;

—_—

3- Lesdifférentielles totales des vecteurs unitaires U, , Ug et U , sont:

. dLTEz u, -do + Y, -de :dQ-U_9>+sin0-dqo-U_¢;
06 op
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o dU—.;= q, .do+ Ay, -do =—d9-ﬁ+cos@-dgp-lJ7
00 op

o d@=(a;¢J-d¢ =—sin0-d¢-m—cose-d¢-@
(4

c. Vecteur position en coordonnées sphériqgues

En systéme de cordonnées sphériques, le vecteur position d’un point M (r, 8,¢) s’écrit :

OM=r-U,
— Application
Y, =—sing-U, —cos6-U,
op
Corrigé :
D’apres I'égalité : U—,/; = U_; /\U—(;
Alors, la dérivée , égale : N, _ AUp +U; A Mo
op dp  Op op
Avec:%=sin0-u_¢; et —2 =cos6-U,
op op
=22 —sing- (U, AUy)+cos6- (U, AU,)
=sin6-(—U,) +cos0-(-Uy)
=—sin@-U, —cos@-U,
~ Application

Soit un point M de coordonnées sphériqus (2 % 37”

_—

Trouver le vecteur position OM en coordonnées cartésiennes.

Corrigé :
L’expression du vecteur position en coordonnées sphérigque est :

—

OM =1, -U,

Avec: 1, =2

et: U, oy, =Sin6,, oS @y, i +sind,, -sing,, - j+cosd,, -k

( 37rj ( 37r) . ( ﬂj .
Sln— COS— Sln— sin— J +| COS— -k
4 4 4

-1.- 1 -
= J+=-J+
2 2 2
Donc, le vecteur position de M (2 % T”) en coordonnées cartésiennes est :

OM =—i+]++2-K
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~ Annexe
e Algébre
Exposants xM . yxN — ym+n
f;_zxmfn
X
(Xm)n — Xm~n

e Trigonométrie
Identités trigonométriques

Fonctions trigonométrigue

sina + cos?a =1

sinfa ¥ ) =sina -cos B Fcosa -sin B
cos(a ¥ ) =cosa - cos B £sina -sin g

sin2a = 2sina -cos a

cos 2o = cos’a —sin‘a

tana Ftan g

tan(a ¥ ) =

1+ (tanc -tan B)

Fonction Dérivée( 4 j Fonction réciproque Dérivée ( 4 j
dx dx
cos(X) — sin(x) ~
df (x) arccogx) 1
cos(f(x))) —d—-sin(f(x)) 1—x2
X
sin(x) cos(x) 1
arcsin(x)
sin(f (x)) %-cos(f(x)) 1- %2
sin(x) _ 2 1
tan(x) = ——= =1+tan"(x) arctan(x)
€os (x) COSZ(X) x% +1
-1 . _
cot(x) = C(_)S—(X) =—1—cot”(x) arccot(x) L
sin(x) sin? (x) x?+1

e Géomeétrie

L’équation d’une droite est
de laforme :
Ou:
b est I'ordonnée a l'origine
y(0) ;
a est la pente, telle que :
_ Y7 %

y=a-x+b

X, 7%
Y,

A

y=a-Xx+b

\ [

L’équation d’un cercle est de
laforme: x? + y2 =r2

Ou:

Lerayon: r ;

Le centre : I'origine0(0,0) ;

Lacirconférence: C =27z -r;

La Surface Scerc|e =7 - l’z

'
— 2

\X+y2:r27

T T
o
\\_‘ _//

L’équation d’une sphére est
delaforme: x? + y2 +z2 =r?

Ou:

Lerayon: r ;

Le centre : I'origine0(0,0,0) ;

Lasurface : Sspnere =47 -r? ;

4
Le V0|ume . Vsphére :Eﬂ' . l’3
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Cinématique du Point Matériel

4 )

OBJECTIFS DU CHAPITRE

+  Décrire les parametres d’'un mouvement : le vecteur position, le
vecteur vitesse et le vecteur accélération.

+ Etablir I'équation de la trajectoire et identifier la nature du
mouvement.

«+  Definir les vecteurs position, vitesse et accélération en différents
systemes de coordonnées.

W+ Définir les parametres d’'un mouvement circulaire: vitesse et

accélération angulaire.

. W




cHAPITRE 1l | COURS Cinématique du Point Matériel

I1.1- Introduction
La mécanique est la partie de la physique qui étudie les mouvements des corps.

La cinématique est une partie de la mécanique, consiste a analyser de fagcon purement
mathématique le mouvement sans se préoccuper des causes qui le produit (comme les fores par
exemple).

Les grandeurs physiques de la cinématique sont: le temps, la position, la vitesse et
I'accélération.

11.2- Définitions

Mouvement : c'est le changement de la position (ou le déplacement) d’un corps (ou objet) dans
I'espace.

Le mouvement est une notion relative qu'il convient de la préciser avec : « par rapport a ».

Point_matériel : c’est un point géométrique (souvent noté "M™") associe a un corps sans
dimensions, ou ses dimensions sont négligeables par rapport a son déplacement.

Au cours de ce chapitre, tout corps a étudier est considéré comme un point.
Référentiel :

Avant de décrire le mouvement d'un point matériel, il est nécessaire de définir
un référentiel d'étude.

Un référentiel est I'ensemble d’un repére d’espace, un repére de temps et un observateur.

Référentiel (R ) = Repeére d’espace + Repére de temps + Observateur

Repére d'espace : c’est un systeme de coordonnées défini par une origine (noté "O") et
trois axes orientés, et il muni d’une base vectorielle orthonormée.

Exemple

Le repére cartésien R(O, xyz) ou R(O; T, ], k).

Repére temps (Horloge) : 1l sert @& mesurer le temps du mouvement. Il constitué d’'un
instant d’origine (correspond a t =0) et d’une échelle de temps.

Observateur : c’est un corps matériel (réel ou imaginaire), lié et fixe (immobile) dans le
référentiel d’étude.

11.3- Mouvement d’un point matériel

Le mouvement d’un point matériel M dans un référentiel (R) peut étre décrit par les
paramétres cinématiques suivants : vecteur position, vecteur vitesse et vecteur d’accélération.

11.3-1. Vecteur position

La position du point M dans I'espace, a tout instant t, est définie par son vecteur position
OM (aussinoté ).

—Exemple
Dans un repére cartésien R(O, xy z), le vecteur position du point M, a tout instant t,
S'écrit OM (ou F(t))=x() T + y(t) j +z(t) K

Les composantes x(t), y(t) et sont appelés: les équations horaires du mouvement ,
elles expriment les changements de la position de M avec le temps t.

24




cHAPITRE 1l | COURS Cinématique du Point Matériel
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“aM(X,Y,2)
kA 0@
o] I Y Ly
) A L
X
——Trajectoire du mouvement
La trajectoire est I'ensemble des positions Z, Mo(t)
successives occupées par le point M au 7 Ma(t)
cours du temps. M. (t2)
La trajectoire est une ligne continue reliant TRM(b)
la position de départ M, (instante de départ ) 6;5 ! M, (t)
t,) a la position d’arrivée. k¢ 7 i
o/ ) j Y Jy

La forme de la trajectoire détermine la «fl N 7
nature du mouvement. Le mouvement est X ! T e
dit rectiligne si sa trajectoire est rectiligne A~ """ 77Tt ¢
(ou droite), et curviligne s'elle est curviligne. X
L’équation de la trajectoire est une relation entre les coordonnées x(t), y(t) et z(t)
indépendamment du temps.
Pour trouver I'’équation de la trajectoire, il suffit d’éliminer le temps entre les égquations
horaires pour obtenir laformule f(x,y,z)=0 .

~ Application
Dans le repére R(O, x y), la position d’'un point matériel M est donnée en fonction
du temps t par le vecteur position : F(t) = (2c0s(2t) +5) I +2sin(2t) j

Quelle est la forme de sa trajectoire ?

- B X = 2c0s(2t) +5
Corrigé: r(t)=(2cos(2t)+5)1 +2sin(2t) ] <

y = 2sin(2t)
cos(2t) = xX=>
En éliminant le temps t , on obtient : 2
sin(2t) =%

Avec : €0s”(2t) +sin®(2t) =1 < (x-5)* + y> =2°

Dong, la trajectoire de M est un cercle de centre C(5,0) etde rayon2 .
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~—— Application

définie par I'équation : y = f(X) =X 1-x)

Corrigé: D’aprés I'équation : y:\/;-(l—x),avec: X =t2,

Donc: y=+t*-(1—t?) =t-(1—t?)

Dans le repére R(O, x y), la trajectoire du mouvement d'un point matériel P est

Si l'abscisse de P est: x(t) =t*, exprimer son ordonnée Y en fonctionde t .

11.3-2. Vecteur déplacement

Au cours de son mouvement, le point M (le mobile) occupe des positions différentes M, . Par

exemple, si M, (de coordonnées cartésiennes (xl, yl,zl)) est sa position a linstant t, et M, (de

coordonnées cartésiennes (XZ, Y, Zz)) est la position a I'instant t2 .

Le vecteur déplacement AOM est défini par :

AOM = AF = M;M,

M1(X1 » Y1 ,Zl)

M1M2

Mz(Xz , Y2 ,Zz)

N

OM. Z)\
=0M; -OM;
= (%G =X +(Y, = Y,) ] +(2, - zl)IZ
Avec : /é§
OM, = O—M(tl) : Vecteur position a I'instant 1, ; kKd /
Of—
OM, =OM(t,) : Vecteur position a l'instant 1, ; < j

y

rd

X
— Déplacement élémentaire
Le déplacement élémentaire du mobile est un déplacement infiniment petit par
rapport au systéme étudie.
Si un mobile subit un déplacement élémentaire entre la position M(X, Y, z) et la
position M'(x +dx, y +dy, z + dz) . Ce déplacement est représenté par le vecteur :
dOM = MM’ A
=dxi +dy J+dzk 2
v z+dz
LEM(X, YL 2)
&N
. QQ/ IE
kA 0$\ ¥
o) 4 BT 5
« S " ,.;::—‘y+dy’y
| Ts :: _-;:::/
X+Ox 2err b
X
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11.3-3. Vecteur vitesse

Lavitesse d'un mobileest le rapport entre la variation de sa position (ou la distance
parcourue) et le temps écoulé pendant ce changement de position.

Dans les mesures cinématiques, il faut distinguer deux types de vitesses :
a. Lavitesse moyenne

Soit un mobile M qui se trouve a I'instant t; en position M,(x, y;,z) et a l'instant {,
en position M,(X,, Y,,Z,).

La vitesse moyenne de M est définie sur lintervalle de temps [t ,t,] par les
grandeurs:

H 7 X, —X) = - - Z,-—127 —
Une grandeur vectorielle: V, = MM, _ (%, 1)l + (¥, = ¥,) J +( = 1)k
t,—t, t,—t, t,—t, t,—t,

_AOM _ Axe Ays Azp

At At At A

H MM AX)? + (Ay)? + (Az)?
Une grandeur scalaire (la valeur) : Vmoy: " - tz = \/( ) +(A¥) +(A7)
271

La vitesse s’exprime, dans le systéme international, en m/s ou m.s.

Remarques :

1- Levecteur V, estappelée vecteur vitesse moyenne.

2- Lescomposantes (en systeme cartésien) de \7m0y sont :

v _(x=x) 4
moy(X) tz _tl | M,
_ (yz — yl) -
Vinoy (y) = t,—t, % SN
Vv — (22 — 21) ~
moy(Z) tz _tl ka ﬁm M
=1 7 -
1
X

_—

3- Le vecteur vitesse \7m0y est paralléle au vecteur déplacement AOM , et sa direction est

celle du déplacement (de M, vers M,).

, , - X, —X)~ AX=
4- Si le mouvement est sur une droite, donc : V,, = %I = —1 ;etsavaleur est:
271
' | AX |
At

b. Lavitesse instantanée

La vitesse instantanée (ou vitesse a un instant t) se définir comme une vitesse moyenne entre
la position M(t) (position a I'instant t) et la position M (t + ot) ( position a I'instant t + 5t ), ot " 8t "

27



cHAPITRE 1l | COURS Cinématique du Point Matériel

représente une durée trés faible. Cette vitesse moyenne tend vers la vitesse a I'instant t lorsque la
durée ot tend vers zéro.

Donc le vecteur vitesse instantané (noté vecteur vitesse V) est:

V(t) = fim OM (t + 8t) —OM (t)
3t—0 ot

En outre, si on considére une durée élémentaire "dt " « infiniment petite » correspondant a un

_—

déplacement élémentaire dOM , alors la vitesse moyenne du mobile sur ce déplacement coincide
avec sa vitesse instantanée, et donc :

dt
Le vecteur vitesse correspond alors a la dérivée temporelle du vecteur position.

Remarques :

1- Le vecteur vitesse \7(t) est un vecteur tangent a la trajectoire au point M .

Tangente  la  Z,
trajectoire au
point M~ T =~ f 7
M) 405 Trajectoire du
Feoan,, point M
—%
ki
o >y

2- Lesensde V(t) indigue le sens du mouvement du mobile

11.3-4. Vecteur accélération

Tout comme le vecteur vitesse qui correspond les variations du vecteur position par rapport
au temps, le vecteur accélération correspond les variations du vecteur vitesse par rapport au
temps.

a. L'accélération moyenne

L’accélération moyenne d’'un mobile est la variation de sa vitesse (instantanée) entre deux
positions par rapport au temps.

Soit \Z le vecteur vitesse du mobile a un instant {, (\7; =\7(tl))et \7; son vecteur vitesse a un

instant t, (\7; =\7(t2)). Le vecteur accélération moyenne du mobile est définie sur l'intervalle de

temps [t ,t,] par: 8oy =2

L’accélération s’exprime, dans le systéme international,en m/s? ou m.s™.
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Remarques :
(v () = v (1))
moy (X) t2 _ tl
t.)—
1- Lescomposantes cartésienne de @, sont: oy (y) = (Vy( i) :y (L)
, -
(v (t,) - v, (L))
moy (Z) - t2 _ tl

y 1z . . _ 2 2 2
2- Lavaleur de I'accélération moyenneest: @, = \/ Aoy (%) T oy (y) T By (2)

b. L’accélération instantanée

Le vecteur accélération instantanée (noté simplement vecteur accélération a(t) ) est le vecteur
accélération a un instant t. Il s’obtient d’'une maniere analogue a celle de vitesse :

a() = fim V(t+5t) -V (t)
t

3t—>0 o

Si on considére une durée élémentaire "dt " « infiniment petite », le vecteur accélération sera

correspond a la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse et donc a la dérivée seconde du
vecteur position :

dv(t) _d’OM(t)

at) =
® dt dt?

Remarque :

Pour un mouvement rectiligne, si é(t)zﬁ (alors V(t)zae) donc le mouvement du point
matériel est dit rectiligne uniforme.

I1.4- Vecteur position, vecteur vitesse et vecteur accélération dans les différents systémes de
coordonnées

11.4-1. Systéme de coordonnées cartésiennes

Soit un mobile M en mouvement dans un référentiel R (O, X, Y, Z) fixe, muni d’une base
vectorielle (i, j, k).

Coor,dpnnée Abréviation Dériv_é‘e Abréviation DAL Abréviation
cartésienne premiére seconde
X(t) X @ _dx ex(t)_dx
dy(t) d . 2 2 B
y(®) y yO _dy oy d’y@®) _d’y
2 2
2(t) z dz(y _dz d’2() _d’z
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Vecteur position : Le vecteur position al'instant t est: OM (t)=xi +Vy | +z K .

Z)\
z(t)].
y
O
d
48 == RIORY
X(t) R
X
Vecteur vitesse : Le vecteur vitesse a l'instant t est : V (t) = % .
7 - - e d e =+ —
= V({t)=vxi+vy j+v, k =E(XI +yj+zk)
. i dj dk _
=X-1+y-j+2-k (puisque: m :d_tj Y =0)
(R) (R) (R)

Le module du vecteur vitesse (la valeur de la vitesse du mobile a I'instant t) est :
v(t) =y x> +y* +2°

Vecteur accélération : Le vecteur accélération a l'instant t est: d(t) =

dv(t) _d’OM(t)
dt dat>

— e - — d - - —
= a(t)==ayi+ay j+a,k =E(VXI +Vy J+V, k)
=X(t) T +9(@)- ] +2(@) -k

L'accélération & l'instant t est: a(t) =+/X* + §* + 7°

11.4-2. Systéme de coordonnées polaires

Soit un mobile M en mouvement dans un plan (O, X, ¥Y) muni de la base polaire mobile

(U, U,
Coordonnée polaire Abreéviation Efgri,\qlie;éere Abréviation Dérivée seconde Abréviation
PO =X(O) + (YO # wb_% , o0 _dp
o(t) = arctan[ﬂJ 0 %=z_f 6 d;fz(t) _ (3?29
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Vecteur position : En coordonnées polaires, le vecteur position a l'instant t est: OM (t) = p-U o

Ya -
X A
yQ M
\? :
i \@ |
i 0 :
5 I_: X > X

Vecteur vitesse : En coordonnées polaires, I'expression du vecteur vitesse a I'instant t est :

domM(t) _d (p u_p')

V() =—2
® dt dt

—_—

dp — du
-F.u )
at TP

D’aprés le chapitre I, nous avons : 40 =U,

—_—

du, dU, do

Donc, on peut écrire : £ 40 X at = 9'U—9) (en divisant et en multipliant par "d@" )

Alors, V(t) = v, U, +v9U =p- U +p-0- U

Et le module du vecteur vitesse est : V(t) =+/p? + p?-0% .

Remarques :

1- Lavaleur v(t) = H V(1) H ne dépend pas du systéme de coordonnées, et dans tous les cas, le

mobile a une seule valeur de vitesse a un instant t.

V) =Ap? + p? 07 = X7 +y7 427

2- Lacomposante«V, = P »est appelée la composante radiale du vecteur vitesse.

3- Lacomposante « V, = pé » est appelée la composante orthoradiale du vecteur vitesse.

3 d0 7 - - z n n A -1 -1
4- 0 :E : est appelée la vitesse angulaire (notée souvent " @") (unité: rads™ ou s™).

Vecteur accélération : En coordonnées polaires, le vecteur accélération a I'instant t est :

#()_dV(t) d( G +p0U) d[dp.u—>+ do U—»j

dt dt deldt 7 dt
y — dp dU N
{dpu o p}+|:d_p do -, 4% = do du}

. + —_ PR, +
a2 7 dt dt dt dt ¢ P g T TP Ta
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—_—

U, U, U, du —
La dérivée ay, peut étre trouvée par : ay, _du, X do ,avec ——2 =-U _ (Chapitrel)
dt do dt
Donc, dy, :—d—e-lT
dt d 7

Alors, é(t):apUT;+ae@zlj)’-@+/’)-9-@]+[p-é-@+p-é-@—p-0-0(t)-tz
—[p-p-67)U, +[p-6+2p-6]-U,

Remarques :
1- La composante « ap:,b'—,oé2 » est appelée la composante radiale du vecteur

accélération.

2- La composante « a, = pé +2p0' » est appelée la composante orthoradiale du vecteur
accélération.

d*o(t) .

dt>

3- O(t)= est appelée I'accélération angulaire (notée souvent "y ") (unité: rad.s®

ou s?).

4- Lavaleur de I'accélération est a(t) =| a(t) | =/a% +a;

11.4-3. Systéme de coordonnées cylindrique
Les coordonnées cylindriques (p ,0,z) sont les coordonnées polaires (p,0) du plan
(O, %, y) plus une coordonnée z suivant un axe perpendiculaire au plan. La base associée aux

coordonnées cylindriques est donc (Up , Uy, IZ). Sachant que, les vecteurs unitaires Up et U, sont

« mobiles », alors que le vecteur K est un vecteur « fixe ».

Donc, pour trouver les expressions des vecteurs : position, vitesse et accélération, il suffit
d'ajouter la troisiéme composante suivant I'axe Oz a leurs expressions en coordonnées polaires.

Vecteur position : Le vecteur position en coordonnées cylindriques: OM(t) = p- U,+z K .

ZA
ZL —
\\\ )
\\\\ UZ
M 2]
| (};
| o
SR
1
KA :
o/ : y >V
1 T~ T — - >
O >y b
) S RS-
X H (>
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Vecteur vitesse : L’expression du vecteur vitesse a I'instant t est :

V(t):vp@+v9@+vzﬁz p-U_p>+p-0'-U_9» +2-k

Et son module est : v(t):\/p2 + p2-0%+12% .

Vecteur accélération : Le vecteur accélération a I'instant t est:

é(t):apq+a9@+az IZ:[p'—p-éz]-U—; + [p-é+2./)-é]-UTJ+'Z‘IZ

Etsavaleur a linstant t est a(t) = /a2 +a; + 2°

11.4-4. Systéme de coordonnées sphériques

Soit un mobile M en mouvement dans un référentiel tridimensionnel R muni de la base
sphérique mobile (U, , U,, U ).

Dérivée Dérivée

Coordonnée polaire Abr. - Abr. Abr.
premiere seconde
dr(t) _dr d’r(t) d?r .
r(®) = (x(1)° +(y(1)* +(2(t))° r = = -
0(t) = arccos 2(t) 0 do) _de d’o(t) _d°e g
V@) + (y(0)? + (2(1))? dt ot a2 dt?
_ y®) 0 do(t) _de d®p(t) d%p
‘”(t)_amta”[x(t)J dt i

Vecteur position : En coordonnées sphérique: OM (t) =r U_; .

z
A

o ll=p

dOMa)_E«.—j

Vecteur vitesse : Le vecteur vitesse a instant t est: V (t) = pra r-u,
r — du,
=d— U, +1r-—
dt dt
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D’apres le chapitre I, la différentielle totale du vecteur unitaire U_; s'écrit :

dLTrz[aufJ-dm[anJ-d(p ~dg-U, +sin0-dp-U,

00 o
Donc, dcl;ir ==C(;—f LT+S|n0 C(ij U¢=9-@+¢-Sin(0)-tﬂ (par division sur "dt ")

_ —

Alors, V(t)=v, +v9U +v, U, =r-U +r- 0- U +r-sin(@)-¢- U

¢

Et le module du vecteur vitesse est : V(t) = ,/V> + V. +v

Vecteur accélération : En coordonnées sphériques, I'expression du vecteur accélération est :

dLT
t

. i . . du,
+{r-sin(9)-¢-u¢+r-W-¢-U¢ +r-sin(@)-¢-U, +r-sin(@)-¢- dtql

ét=—=—r‘-LT+r-9-LT+r-sin0-'-lT
=20 dt( r 9 ©)-¢-U, )

[r U, +f- (9 U, +¢-sin()-U )] [

D’apres le chapitre I, nous avons :

d@z—d@-ﬁ+0050-d(p-@ =—9-Lf+cos(0)-¢-@

. _ . _ du_ . .
Et: dU,=-sinf-dp-U —cosf-dp-U, = dt¢:—¢-[sin9-ur+cose-ug

Donc: Aaft) = [rU +r-0-U +rgosm(9)UJ [rHU +r-6-U, -r-6>.U,
+r-9-¢-cos(0)-LZJ+[r'-sin(@)-¢-@+r-é-cos(@)-(p-q
+r-sin(@)-¢-U, —r-sin?(0)-$* U, —r-sin(0)-cos(6) - p* -U, |

_ —

:é(t)zarLT;+a9U9+a(pU(p

=['r'—r-6'?2 —r-¢? -sinz(@)]-u_r)jt[r-65+2-r'-6'?—r-gb2 -sin(@)-cos(@)]-tﬂ

+[r-gb-sin(0)+2-r-9-gb-cos(0)+2-r‘-gb-sin(0)]-LZ

La valeur de l'accélération a I'instant t est a(t) = \/a} +a; +a;

11.5- Types de mouvements
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11.5-1. Le mouvement rectiligne
Le mouvement rectiligne est un mouvement qui s'effectue le long d'une ligne droite. Au cours
de ce mouvement, la trajectoire du mobile M se confond avec I'un des axes du référentiel d’étude (

R ), par exemple avec I'axe OX des coordonnées cartésiennes.

Dong, le vecteur position & l'instant t s’écrit: OM (t) = x(t) -1
Et les vecteur vitesse et accélération sont: V (t)=v, (t)-i et a(t)=a,(t)-i
Les relations entre les composantes x(t), Vv, (t) et a, (t) peuvent étre déterminer par les

intégrales :
V(t) _domM@® - [dx(t) = [v, () dt

Et am:% = [dv,()=[a,®)dt

Si " t, " est linstant initial du mouvement dans le référentiel (R ), alors les intégrales

précédentes deviennent :

x(t) t

j dx(t) = j v () dt < x(t)—x(to):jvx(t) it < x(t):jvx(t) dt +X(t,) .......(1)

X(to) to
v(t) t t t
'[dvx(t): a (t)dt < vx(t)—vx(to)zjax(t) dt < vx(t)zjax(t) dt +v,(t,) ....(2)

v(ty)

Avec: X(t,) et v, (t,) sont la position et la vitesse du mobile a I'instant t, (notées souvent : la

position initale " X," et la vitesse initiale "V, " ).
Selon les variations de I'accélération avec le temps, les types de mouvement rectiligne suivants
peuvent étre distingués :

1- Mouvement rectiligne uniforme (MRU):
Il est caractérisé par un vecteur vitesse constant V(t) =V = cte (lavaleur, la direction et le

sens du vecteur vitesse restent inchangés ). L’accélération est donc nulle : a(t) = 0.

L’équation (2) nous donne : lacomposante du vecteur vitesse est V, (t) =V, =V,

Et I'équation (1) nous donne : X(t)=v- [t —to] + X,

Pour simplifier les expressions, on choisit souvent I'instant initial t, comme origine du
repére de temps, alors : t, =0. Dans ce cas I'équation horaire d'un MRU, est:  X(t) =V -t +X,

Cas Particulier : Si X, =0, c'est-a-dire que la position initiale du mouvement est l'origine

O du repére d’espace. L'équation horaire s'écrit sous sa forme la plus simple: x(t)=v-t .

Représentation graphique des fonctions x(t) , v(t) et a(t)
35
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Mouvement rectiligne uniforme (MRV)

La position en fonction du temps La vitesse en fonction du temps L'accélération en fonction du temps
o Pour : v>0 o Pour : v>0 an
v V(t)=cte =v
X() =V t+x,
Xo
amn=0
t t 0 © t
XO Pour: v<0etx,>0 v Pour : V<0 o
Xo
\t’ t t
\'
X)) =v-t+X, V(t)=cte =v . am =0 t

2- Mouvement rectiligne uniformément varié (MRUV):

Si le mobile a un vecteur d’accélération a(t) constant (a(t)=a-i = cte ), son mouvement
est dit rectiligne uniformément varié.

Dans ce cas, la composante du vecteur vitesse s'écrit : Vv, (t)=a- [t —to] +V, .

t
Et I'équation (1) devient : x(t):.[(a-[t—to] +V,)dt +X,

b
a 2
= X(t):E'[t_to] Vo -[t—t0]+X0
Si on choisi : t, =0, I'équation horaire d’'un MRUV est:  X(t) =%-t2 +V, - t+ X,

Et I'équation de la vitesse s’écrit: v(t) =a-t +V,

Remarques :
1- Sionélimine le temps entre les équations de v(t) et x(t), on trouve :

t:v(t)a—vo N x(t)—xo=%-[V(t)_"0}2+VO.[V(t)_V°}:Vz(t)_v‘f

a 2-a

Cette équation relie la position a I'instant t d’'un mobile a sa vitesse.

2- Sia-v(t) >0 (plus précisément, si le produit scalaire a-v(t)>0 ): Le mouvement du
mobile est dit uniformément accéléré.

3- Sia-v(t) <0 (plus précisément, si le produit scalaire a-v(t) <0 ): Le mouvement du
mobile est dit uniformément ralenti (ou décéléré, ou retardé ) .

Représentation graphiques des fonctions x(t) , v(t) et a(t)
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Mouvement rectiligne uniformément varié (MRUV)

La position en fonction du temps

La vitesse en fonction du temps
V()

L’accélération en fonction du temps
a(t)

® Pour : @a>0 etv. >0 Pour : a>0
Pour : a>0,v,>0 etx >0 0
aty=cte=a
V(t)=a~t+v0
h-l-at?iv tex
Xo ()—E-a- TVt X Ve
t t t
X() V() . a() .
Pour : 8<0 ,v,>0 etx, >0 Pour : 8<0 ety, >0 Pour : a<0
| Vo
& :
" t t" t t
1 a
X(t)=;a-t +Vy t+ X, Vty=a-t+v, a)=cte=a
Interprétation des graphes
La position en fonction du temps X(t) [m]
La pente du graphe (ou la pente de la &
tangente au graphe) a l'instant t donne la
vitesse & cet instant. >
4 “ia tangent
3 atl=7z \\\\

t[s]

2 g
<
0 i
La vitesse en fonction du temps U
s V() [ms ]
e Lapente du graphe donne I'accélération.
e L'aire (signée positive ou négative) entre V(Tz)
le graphe et l'axe du temps donne le 1

déplacement.

Selle est négative (le graphe ou une partie 1
de celui-ci est sous l'axe du temps) le -
déplacement est en sens négatif.

L'accélération en fonction du temps

L'aire (signée positive ou négative) entre
le graphe et I'axe du temps donne la variation

de la vitesse.

t[s]

ac)[ms *]

tis]

Mouvement rectiligne sinusoidal :
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Le mouvement d’un point matériel M est rectiligne sinusoidal si sa trajectoire est droite (par
exemple I'axe OX ) et son équation horaire peut s'écrire sous la forme :

X(t) =X, -sin(w-t+¢) ou X(t) =X, -cos(w-t + )
C’est le mouvement par exemple d’'une masse attachée a un ressort.
Avec: e x(t):L’élongation ou la position al'instant t (unité: m).

e X : Lamplitude ou I'élongation maximale du mouvement oscillatoire du point M

autour I'origine O. (La fonction sinusoidale variant entre —1 et +1, alors M oscille
entre les positions — X, et X )

e o : La pulsation du mouvement oscillatoire (unité : rad.s* ou s™), elle n’est pas une
vitesse angulaire.

o O(t)=w-t+¢ :Laphasealinstantt.

¢ : Laphase initiale, c'est-a-direa t =0 (unité : rad ).

X(t) = X, -cos(@-t +¢)

La période T :2—”
[0

o OO

Xm - COS(p) —,

J\

Remarques :

1- Le mouvement sinusoidal est caractérisé par une grandeur appelée « la période T », qui
correspond a la durée d’'une oscillation complete (I'intervalle de temps entre deux
passages successifs du mobile au méme point et dans le méme sens).

T =2_7r (unité: s).
0]

2- Une autre caractéristique du mouvement sinusoidal est « la fréquence f », qui correspond
au nombre des oscillations par unité de temps (seconde).

f =% (unité: Hz ou s™).

Expressions de la vitesse et de I'accélération du mouvement sinusoidal

dx(t) _x
dt

Par exemple, si: X(t) =X, -SiN(@-t+@) = v(t) = X, - @-cos(w-t + )

dv(t) _ p
dt

Dong, si: X(t) =X, -Sif(l@w-t+¢) = a(t)=—x_ - sin(o-t+¢)

e Lavitesse du mobile (I'oscillateur) est : v(t) =

e L’accélération de l'oscillateur est : a(t) =
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= _a)z - X
Alors, on constate que I'accélération peut s'exprimer par la relation :
ait) =%=-0*-x < X+’ -x=0
Remarque :

L’équation : X + w®-x =0 est I'équation différentielle de I'oscillateur harmonique, et c’est
une équation différentielle d’ordre 2 dont la solution s’écrit sous la forme sinusoidale :

X({t)=x,-cos(w-t+@)=X_-Sin(w-t+¢") (avec: g0'=g0+%)

Représentation graphiques des fonctions x(t) , v(t) et a(t)

X, V), aw) Pour : ¢ =0
. @ am
X(t) =X -sin(@-t+¢) )
Xm - _
Xm Lo\ X(t)
V(t) = Xm-@-cos(w-t+ @) 0/ /\ ©
N
—Xm L\ )
at)= —Xn-0® sin(@-t+9)  —xmo- N/
—Xm»a)z, ,,,,,,,,,
O ME). ) Pour: =0
SO a)
X(t) = x_ - cos(@-t +¢) )
VUl Y A W V()
Xen X(®)
V(t) = —Xn-@-Sin(w-t + @) . £
3T 2T 5T
AN \/? \/?
—Xm Lo\ N—
a(t) = —Xn - -sin(w-t +¢) —Xm @[
—Xm»a)z,

1.5-2. Le mouvement curviligne

Si un mobile M se déplace sur une trajectoire courbe, son mouvement est appelé mouvement
curviligne.

La trajectoire courbe peut étre en deux dimensions (dans un plan) ou en trois dimensions.

1- Systéme de coordonnées curvilignes (intrinseques)
A chaque position M d'une courbe (C), il est possible d'associer un référentiel
tangent a la courbe et d'origine M dont les axes sont définis par les vecteurs unitaires U_T) ,
LJ—:Jet U_B>,avec:

o Ur (le tangentiel) : 1l est dans la direction tangente a la trajectoire, et orienté dans le
sens positif donné a la trajectoire.
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—

o Uy (le normal) : Il est perpendiculaire a la tangente, et dirigé vert un point fixe appelé
le centre de courbure de la trajectoire.

—_ —_—

o U, : (lebinormal) : il est perpendiculairea U; eta Uy ,alors Uz =U; AUy ).

Remarques :

—_— —  —

1- Labase vectorielle (UT ,Un, U B) est appelée base de Frenet.

2- Leplan contenant les vecteurs Ur et Uy est appelé plan osculateur.

a. Abscisse curviligne

Soit un point matériel M qui se déplace le long d’une trajectoire curviligne (C). La
position intrinséque de M & l'instant t , par rapport a une position initiale M,, est
défini par I abscisse curviligne : s(t) = MM (t)

z

Avec, MyM c'est lalongueur de I'arc entre Mo et M (ou la distance parcourue le long
de la trajectoire (C)de Mo a M ).

Remarque :
La distance MyM est mesurée le long de la trajectoire, alors que le module du vecteur

déplacement MoM est mesurée le long du segment droit [l\/lo , I\/I].

b. Vecteur vitesse en coordonnées intrinseéques

Soit AF le vecteur déplacement du point M sur un intervalle de temps [t,t+At], et
As ladistance parcourue pendant cet intervalle (As > | AT | ).

z ~

Si At tend vers zéro ou les positions M(t) et M(t+ At) sont trés proches I'une de
I'autre (formant presque un segment droit), donc la direction de Ar est approximativement
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la méme que le tangentiel Ur et son module Ar est égale a As.

= Le vecteur déplacement est : AT = AS U_T)

. = AT As —
Le vecteur vitesse moyenne est : Vinoy = A = A Ur

. . ] - . Ar
Le vecteur vitesse instantanée est : V (t) = £im —

At—0 At

. AS — ds —

=/im—-U, = —-U,
At—0 At dt

=$(t)-Ut
Remarques :
1- Le vecteur vitesse est toujours tangent a la trajectoire, et orienté dans le sens du
mouvement.

2- Levecteur V (t) peutsécritsous laforme: V(t) :v(t)-U—{ :

Avec, v(t)-: lemodule de V (t) (v(t)=|s(t) |, ou:v? () = $%(t)).

c. Vecteur accélération en coordonnées intrinséques

R Vit
Le vecteur accélérationest:  a(t) = %

dis-U; =%-U—T»+S'-dUT
dt dt dt

—Accélération normale et accélération tangentielle

Auninstant t, au point M de la trajectoire, le vecteur LTT fait un angle "¢ " avec I'axe OX.

®

Trajectoire

Alors, Uy =cos(e)-T +sin(g)-J ,
et Uy = —sin(o) -1 +cos()- ] (perpendiculaire & q ,etdirige vert un point fixe C )

Alinstant t +dt, la distance parcourue est ds, et vecteur Ut tourned'un angle"do " .
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— la dérivée %est :

Deplusona: ds=R-do,

Avec: "R " c'est le rayon de courbure de la trajectoire (ou le rayon du cercle osculateur en

Doncl @:1%:1
dd R dt R
dUT =1'S'U—N)
d R

~ as — 1  — -
Alors, le vecteur accélération devient : a(t) = E-UT +$ o s-U, = a )+ a ®

dv(t : Aomps ,
Avec : aT = # : est la composante tangentielle (ou I'accélération tangentielle) ;
vZ(t) g
aN t) = R : est la composante normale (ou I'accélération normale) .

Le module de I'accélération est donnée par : a(t) =4 aT2 (t) + aﬁ (t)

Trajectoire

du,
dt

d(P . - - d(P .
——r. |- : dl==—.uU
- [ sin(p) - T +cos(e) - ] U

point M , dont le centreest C ,alors: R =CM )

. 2
_v) g, VO
dt R

=aT(t)«UT +a (t)-U,

Uy

Remarques :

1- Lacomposante a (t) étant toujours positive, donc le vecteur a(t) est toujours tourné vers

la concavité de la trajectoire.

2- Avec une simple calcul, on peut trouver le module du produit vectoriel V (t) A &(t) sous la

3
vo(t . I
(®) . Cette relation est souvent utilisée pour trouver le rayon de

forme : H V(t) Ad(t) H =
courbure R.

3- Dans le cas: a (t)=0, le mouvement est ditmouvement curviligne uniforme (les

v2(t)
R

).

modules : v(t) =cte et a(t) = a =
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4- Dans le cas d'une trajectoire a trés grand rayon de courbure, c'est-a-dire:
R —>oo = a (t)=0,doncle mouvement est rectiligne.

Cinématique du Point Matériel

d. Mouvement circulaire

Si le mobile M se déplace sur un cercle ou une partie de cercle par rapport a un

référentiel donnée, son mouvement est dit un mouvement circulaire (cas particulier du
mouvement curviligne).

Dans ce cas, le rayon de courbure est constant R =cte (égale le rayon d’un cercle de
centre O ).

1- Mouvement circulaire en coordonnées polaires (p =R, 0)

Alinstant t, e o)

e Levecteur position est :
W(t)zp-LZ:R-Lf

e Levecteur vitesse est :

=R-w-U,
Avec: 6 = w C'est la vitesse angulaire.

Le module de V(t) est: v(t) =R | w(t) |

e Levecteur accélération est : zi(t):M =R’ U—;; + Ra)U—Q)

dt
Etson moduleest: a(t)=R-Vo*+d°

2- Mouvement circulaire en coordonnées intrinseques
Alinstant t,

e L’abscisse curviligne est: s(t) =R - 0(t)
e Levecteur vitesse est :
V(t)=s(t)-U, =R -6-U,
-R a)U—{
e Levecteur accélération est :

_ dv(t) — V() —
a() = di)-UTvL R()-UN

=R-6-U; +R-0?-U,

= L'accélération tangentielleest: a =R-®
T

Et I'accélération normaleest: a =R -w?
N
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— Vecteurs vitesse angulaire et accélération angulaire de rotation

On définit le vecteur vitesse angulaire
caractérisant la rotation dans le plan
(O, x,y),par larelation :

a(t) = w(t)-k =6(t) -k

Et le vecteur d’accélération angulaire
par :

21y = (1) k = 920

YO =y()-k= m

=a(t)-k

=0(t)-k
Remarques :

1- Les vecteurs @ft) et #(t) sont portés par I'axe de rotation Oz, et leurs sens sont
déterminés par la régle de la mai droite.

—_—

2- Si le vecteur unitaire U, s’écrit sous forme de produit vectoriel : U, = IZ/\UP , le vecteur

—_—

vitesse V/ (t) d’un mouvement circulaire peut s'écrit :

dOM (t)

Vi =—4

=R-6(t)-U, =R-w(t)-(‘z/\U_;)

=(o(t)-K)A(R-U,)

= &(t) AOM

Cette relation : =w(t) AOM est valable pour tout mouvement

dOM (t)
dt

circulaire et pour tout vecteur de module constant et en rotation.

—_—

du — du —
Exemple:d—p:d)(t)/\Up : & —b(t) AU, .
t

dt

3- Cas particuliers de mouvement circulaire

a. Mouvement circulaire uniforme (MCU):

La vitesse angulaire de rotation est constante : @(t) = w, =Cte = y(t)= 0

Donc, I'équation différentielle du mouvement est donnée par : é(t) =,

t
Par intégration, 'équation horaire du MCU est : O(t) = J.a)o dt +0(t,)

fo

= Wy '[t _to]+9(to)
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Pour: t, =0 et 6(t, =0) =6,,
On peut écrire: O(t) =, -t +6,
e Le vecteur position est :

OM(t)=R-U,=-R-U,
e Levecteur vitesse est :

—_

V(t)=R-w, U, =R -a, U,

Et: v, =|V()|=R-|o|

e Levecteur accélération est :

v(t) =cte = a t=0

e

Alors : é(t):éN t)=R-w UT{ =-R-w}-U

P

Remarque :

_Un MCU est un mouvement accéléré dont I'accélération est centripéte (dirigée vert le
centre).

b. Mouvement circulaire uniformément varié (MCUV):

dao(t) _
dat

L’'accélération angulaire est constante : ¥(t) = y =cte .

o(t) t
Par intégration, on obtient : J. do(t)=y-| dt
a(ty) fo

= o) =7-[t-t ]+ o)
Pour t, =0 et w(t, =0) = w,, nousavons : o(t) =y -t+,

do(t)
dt

De méme, I'intégration de la relation : o(t) = , nous donne :

o(t) t

J. dg(t):J. (7'[t_to]+wo)dt = Q(t):%'[t_to]z T Wy '[t_to]+0(to)

0(to) fo
Sit,=0 et O(t,) =6,,0n peut écrire:  O(t) =%-t2 + o, -t+6,

Remarques :

1- Si la vitesse angulaire w augmente avec le temps, le mouvement est dit circulaire
uniformément accéléré .

2- Si la vitesse angulaire @ diminue avec le temps, le mouvement est uniformément
retardé (ou décéléré).
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Mouvement Relatif

OBJECTIFS DU CHAPITRE

4 Différencier entre mouvement absolu et mouvement relatif.

4 Distinguer entre la vitesse absolue et relative et la vitesse
d’entrainement.

4+ Comprendre et utiliser les lois de composition des vitesses et des

accélérations.
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I111.1- Introduction

Le mouvement d'un point matériel (ou d’un corps) ne peut étre étudié que par rapport a un
référentiel, donc on dit que le mouvement est une notion relative, et que I'état de mouvement ou de
repos d'un point dépend du référentiel utilisé.

Le mouvement relatif est la partie de la cinématique qui permet de trouver les relations entre
les vecteurs position, vitesse et accélération d’'un mobile mesurées par rapport a différents
référentiels.

I11.2- Définitions
On considére deux référentiels R(O; x,y,z) et R'(O’; X,y,z), de bases respectives

Référentiel absolu

On suppose que ( R) est fixe, on I'appel référentiel absolu.

La base (i, j, |Z) lice & (R) est appelée base absolue, elle est fixe par rapport a (R).
Donc, les dérivées temporelles dans ( R ) sont nulles : d—' :% = %

= =0
(R) w@ O

(R)

Référentiel relatif

Le référentiel (R') est appelé référentiel relatif; il est en mouvement par rapport a (R).
La base (i, j', k) liée a (R") est appelée base relative, elle est fixe par rapport a (R")
(c'est-a-dire : d—' =d—J = %

dt dt

=0).
dt
(R) (R)

(R)

Mouvement absolu d’'un point

Le mouvement d'un point M par rapport au référentiel absolu (R) est appelé
mouvement absolu.

Mouvement relatif d’'un point

Le mouvement du point M par rapport au référentiel relatif est appelé mouvement
relatif.

Mouvement d’entrainement

Le mouvement de (R") par rapport a (R) est appelé mouvement d’entrainement.

Cas 1:(R'")en translation rectiligne par rapporta (R)

Dans ce cas, les vecteurs de la base relative (i’, j',k’) sont aussi fixe par rapport au
dif dj] _dk
dt dt dt
(R) (R)

référentiel (R) : =0

(R)
Cas2: (R') en rotation par rapporta (R)

Si le référentiel (R') est en rotation par rapport au référentiel (R) avec une

vitesse angulaire ¢ . Les vecteurs i’, j' et E’ sont aussi en rotation avec la méme
vitesse angulaire @ .
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—

oL i! d_'; ! N

Alors, les dérivées temporelles ((jj— , d_![ — peuvent étre obtenus par les
t
(R) (R) (R)
. A [ .

relations : air = ni"; a aonj ; aK’ =w Ak’ (d’aprés chapitre 1)

dt dt dt

(R) (R) (R)

Cas général : (R") en mouvement quelconque par rapport a (R)

Le mouvement quelconque d’un référentiel par rapport a I'autre peut étre ramené a la
composition d’'un mouvement de translation rectiligne et d’un mouvement de
rotation.

111.3- Relations entre le mouvement absolu et le mouvement relatif d’'un point

On considére un point matériel M en mouvement par rapport & deux référentiels

R(©; x,y,2) et R'(0; X,y,7) .
Deux bases orthonormées (i, j, k) et (i, ', k') sont associées respectivement aux référentiels
(R)et(R").

On suppose que le mouvement de (R") par rapport a (R) est quelconque et caractérisé par
une vitesse angulaire @ .

oM b '

y—
\J
<

111.3-1. Relation des vecteurs position

Dans le référentiel fixe (R), la position d’'un point M est repérée par ses coordonnées
cartésiennes (X, y, z), alors: OM =x-i+y-j+z-k

Dans le référentiel fixe (R’), la position du point M est repérée par ses coordonnées

cartésiennes (x',y’,z"),alors: O'M =x"-i"+y"- j’+z'-k’

La relation entre les deux vecteurs positionsest: OM =00’ +0O'M

= X4y j+2-k=00"+X-i+y-j+z'-K

111.3-2. Relation des vecteurs vitesse

La vitesse de M par rapport au référentiel absolu (R ) est appelée la vitesse absolue, elle est

_—

obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position OM dans le référentiel ( R) :
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- — dm Lo R L= dl_’ d—.- dlz
V(M/R):Va=T =X-I+y-J+z-k+x-E+y.d_{[+z.E
(R)
:X.T+y.j+2.|2 (puisque;(;—I :3_1 :((jj_k :6)
t(R) t(R) t(R)

La vitesse de M par rapport au référentiel relatif (R') est appelée la vitesse relative, elle est
obtenue en dérivant par rapport au temps le vecteur position O'M dans le référentiel (R'):

, —  dO'M L = L, = dir o dj L, dk
V N=V = =X 1+V- -+ kh+x —xy . 2L 47—
T yl at Yt dt
(R")

S = o di’ dj’ dk’ .

=X-i"+y"-j+2"-k' [ i == = =0

v (pulsque: “g1 =5t dt )

(R") (R") (R")

La dérivation par rapport au temps de la relation : OM =00'+0O'M , donne:

dOM| _do0| _ doM|
dt | dt | dt |
(R) (R) (R)
:\Z:dato +>‘(’-iﬁ’+3‘/’-]"+2'-E"+X'-((jj—lt +y'-?j—f[ z'-?j—t
(R) (R) (R) (R)
doo’| - - - .
=———/ +V, +X i"+y o +7' k'
T 5 iy onThee e
(R)
— dOO’ S S
=V, +—— + X“i"+y - j+z"-K
"t 60/\( y -l )
(R)
_v 9990 G oM
dt
(R)

Donc, la relation entre les deux vecteurs vitesse est: V, =V, +V,

Avec : \7 = doo

e

+ @ AO'M est appelée vitesse d'entrainement.

(R)

Remarqgues :

1- Larelation \7; :\7; +\7; est appelée la loi de composition des vitesses.

doo’

. 4 . - N —
2- Si (R’) esten translation rectiligne par rapporta (R), donc v, =

(R)

3- Si (R') est en rotation autour d'un axe passant par l'origine commun des deux
référentiels O = Q' alors : \Z =oAOM .
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111.3-2. Relation des vecteurs accélération
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L’accélération absolue de M est obtenue en dérivant la vitesse absolue par rapport au temps
dans le référentiel (R):

P A
(M/R) a dt

(R)

L’accélération relative de M est obtenue en dérivant la vitesse relative par rapport au temps
dans le référentiel relatif (R') :

g,z =W
(M/R’) r dt

(R)

La dérivation par rapport au temps de la relation :

- _doo'| n o owomLdidfdK
V, = +X 1y K X Yy — —
dt dt dt dt
(R) (R) (R) (R)
donne:
v vy . B B = = o
V) _d OZO +X Y 7K+ 2 el LY | ;K
dt | dt® | dt dt dt
(R) (R) (R) (R) (R)
d(dif o d(dj o d(dk’
+ X' — +y— +7'-—
dt| dt dt| dt dt| dt
(R) (R (R)
L di| o dy dk’ R A -
Avec: X'- +y'- 7' =X'-(a)/\l')+y'-(a)/\j')+2'( A ')
dt ®) dt ® dt ®
:aBA(x’ i"+y T+z’ W)
=& AV,
d (di’ d(ﬂj 5 5o di] _do s (GA7)
Bl Bl =—I\oAl =—Al'"+tOA— =—Al"+roOAr|lOAI
dt{ dt dt (R) dt dt
(R) (R)
dt| dt dt w® d dt dt
(R) (R)
E % :E(” '1 =d—a)/\p a")/\% =d—a)/\?+5)/\(a)/\f)
de dt ) - dt & dt dt
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o SAT) Al A de (i)
y +2 = AT +Y )+ 2k
dt| dt dt| dt dt| dt dt
(R) (R) (R)

+E)A(a3A(x’-F’+y’-?+z’-E7))

:@/\W + @A(@AW)
dt

Donc le résultat de dérivation est :

+Z—?AO'M + onl@AOM 234V,

(R)

— — d200’
Todt?

Il
QD
+

—

Et la relation entre les deux vecteurs accélération devient: a, =a, +a, +a,

— d’00’ déo = - (- =7 -
Avec: a, = e + s AO'M + oA (a) AO'M ) est I'accélération d'entrainement.
(R)
5; =20 /\\7; est appelée accélération de Coriolis.

Remarqgues :

1- Larelation Ea) = 5; + 5; + 5; est appelée la loi de composition des accelérations .
2- Si (R') est en translation rectiligne par rapport & (R), donc \ch_té, et par
conséquence : g; = g;

3- Si (R’) est en rotation uniforme (@ =cte ) et O = Q' , donc: E; = @A(@Am)
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Dynamique du Point Matériel

OBJECTIFS DU CHAPITRE

+ Apprendre et appliquer les trois lois de Newton.

«+ Comprendre les caractéristiques de certaines forces (poids, force
normale, force de frottement et force de rappel).

+  Appliquer le principe fondamental de la dynamique.

+ Introduire la notion du moment cinétique.

+ Apprendre et appliquer les théoremes de la quantité de

mouvement et du moment cinétique.

. W
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IV.1- Introduction

La dynamique est une partie de la mécanique consiste & étudier les causes physiques qui
produisent le mouvement des corps (les forces).

L’objectif principal de la dynamique est d’établir une relation entre le mouvement et ses
causes.

IV.2- Définitions
La force : c’est toute action mécanique exercée par un corps sur un autre, et qui entraine :
e lamodification de sa vitesse (le déplacer ou I'arréter) ;
ou/et
o lamodification de sa trajectoire ;
ou/et

¢ lamodification de sa forme (le déformer).
La force est représentée par un vecteur (souvent noté F ) posséde les mémes
caractéristiques gu’elle (direction, sens, valeur) et qui est lié a son point d'application.
On peut classer les forces selon leur distance d'action en forces de contact et forces a
distance.

La résultante des forces appliquée sur un corps (Z F ou la force résultante) est la
somme vectorielle de toutes les forces agissant sur lui.

La mécaniqgue de Newton (ou la mécanique classique) : c’est I'étude de la relation entre le
mouvement d'un corps et la force qui provoque ce mouvement.

La masse : c’est une propriété physique fondamentale des corps matériels. Elle exprime la
quantité de matiére présente en eux.

La masse est un scalaire positif (noté m, d'unité en Sl :le kilogramme ( KQ).).

L'inertie : c’est la résistance d'un corps immobile au mouvement ou d'un corps en mouvement
pour lui fournir une accélération ou changer sa direction (changement de son vecteur
vitesse).

Le degré d'inertie d'un corps est directement lié a sa masse.

Le systeme mécanigue (ou matériel) : c’est un ensemble des corps matériels (points matériels
ou corps solides), qui pouvant étre liés entre eux ou non, de masse ou de masse
négligeable.

Les forces appliquées sur un systéme mécanique sont :

o Desforces intérieures F

int

: exercées par les corps intérieurs au systeme ;

o Lesforces extérieures F

€

« . exercées par des corps extérieurs au systéme.

Un systeme mécanique qui n’est soumis a aucune force est appelé systéme isolé, ou un
pseudo-isolé s’il est soumis & une force résultante nulle.

51



cHAPITRE Iv | COURS Dynamique du Point Matériel

IV.3- Principe d’inertie
IV.3-1. Enoncé du principe

~—Enoncé

Si aucune force n'agit sur un corps ou si la force résultante est nulle, celui-ci reste au

repos s'il est initialement au repos ou se déplace en ligne droite a vitesse constante s'il

est en mouvement.

IV.3-2. Référentiel d’inertie (ou référentiel galiléen)
a. Deéfinition
Le principe d’inertie permet de définir le référentiel Galiléen (ou d’inertie). On appelle
référentiel Galiléen, tout référence (ou repére) dans lequel le principe d’inertie est applicable.
b. Exemples de référentiel Galiléens

Référentiel de Copernic

Le référentiel de Copernic a pour centre le centre du systéeme solaire (le soleil) et ses axes
sont donnés par les directions de trois étoiles tres éloignées (supposées fixes par rapport

au soleil).

Référentiel géocentrigue

Le référentiel géocentrique a pour centre le centre de la terre et ses axes ont des
directions fixes qui sont celles du référentiel de Copernic.

Etoile
o fixe @
A

Référentiel

géocentrique Référentiel de Copernic

~
~
~
N

Terre -mT Tl T T =~

\
1 \
7 Soleil \
\ 2 ) >)
Q p Etoile
N R fixe (2)
e So - . L’
-{ Etoile T -
fixe (1)

Référentiel terrestre

Un référentiel terrestre est un référentiel lié & la terre (au sol). Son origine est donc un
point de la planéte et ses axes sont fixes par rapport aelle.

Remarques :
1- Tout référentiel (ou systéme de coordonnées) en mouvement rectiligne uniforme par
rapport a un référentiel Galiléen est aussi Galiléen.

2- Un référentiel en mouvement accéléré est un référentiel non Galiléen.
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IV.4- Quantité de mouvement et centre de masse

IV.4-1. Vecteur quantité de mouvement d’un point matériel
La quantité de mouvement d’un point matériel M est définie comme le produit de sa masse m

par sa vitesse V : p=m-V
La quantité de mouvement P est un vecteur paralléle a la vitesse V , car la masse m est un
scalaire positif.

Dans le SI d’unités, I'unité de la quantité de mouvement est Kg-m- st

IV.4-2. Centre de masse (ou d’'inertie) d’'un systeme matériel
On considére un systéeme constitué de deux particules M, et M, de masses, respectivement,
m, et m,. Les particules M, et M, se situent le long de I'axe Ox d’un systeme de coordonnées

cartésiennes R(O; X,y,2).

L'abscisse X. du centre de masse « le point C » Y
de M, et M, est donnée par larelation :
m X +m,-X, b M, (X,)
Xe=—— " A G > X
m, +m, O *"/ml C(xc) m,

Avec: X, est X, sont les abscisses de M, et M, , respectivement.

Si les particules se trouvent sur le plan XOy de coordonnées (x;,Y;) pour M, et (X,,Y,) pour

M,.
Les coordonnées (X, Y.) du centre de masse C YA m, M. (X0 y.)
7 . 2 2172
sont donnees par les relations:: ’
XC:ml-x1+m2-x2 0 >X
m, +m, e
m - C(c.¥e)
yo = it My ¥y qég
m, +m, "> Ml(Xllyl)

En général, la position du centre de masse d’un systeme de deux particules M, et M, est
définie par le vecteur position :

— d - e m * F + m * F

=X l+Yo-j+zo -k =—21—22

m, +m,

Ou:
E=x-T+Yy,-j+z-Ket E=x-i+y,-j+2,-kK
sont les vecteurs position de M, et M,,
respectivement.

Remarque :

: Lo om-n4+m,-r. - . . .
La relation: f, = ———2—% est équivalente a la relation du barycentre des points M,
m, +m,

_—

etM,: m-CM,+m,-CM,=0
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a. Casd’'unsystéeme de n particules

Lorsque le systeme est composé de n particules de masses m;, m,, ..., m, . Laposition du
centre de masse de ce systeme est données par :

~ - - - m-L+m,-f+--o4+m T 1 ~
=X T+Yyc j+ze-k =—- — = ) Mg
M .
m +m, +----+m s 1
n
Avec: M, estlamasse du systéme; Mye=m +m,+----+m, = Zmi
i=1
Alors, les coordonnées (X, Yc,Z:) sont données par les relations :
1 1 3 1
XC=M_'Zmi'Xi ; yC=M—'Zmi'yi ; ZC:M_. m; - Z;
sys i=1 sys i=1 sys i=1

b. Casd'uncorps solide

En physique, un corps solide peut étre considérer comme un systéme matériel constitué
d’un grand nombre de particules (c'est-a-dire lorsque n — o« ).
Les coordonnées du centre de masse d'un corps solide de masse M sont déterminées

corps

par les relations d’intégration suivantes :

X = 1 -Ix-dm : yC:Ml -Iy-dm , o= 1 -Iz-dm

corps corps corps

Avec: dm est une masse ponctuelle infinitésimale (ou élémentaire) : M, . = Idm

Remarque :
La masse elémentaire dm dépend de la distribution dans le solide :

e Unsolide de distribution linéique : dm = A -d/
e Unsolide de distribution surfacique : dm = o -dS

= Un solide de distribution volumique : dm=p-dV

ou: o d¢, dS et dV sont respectivement des éléments de longueur, de surface et de
volume ;

o A, o et p sontlesdensités linéique, surfacique et volumique de masse.

IV.4-3. Vecteur quantité de mouvement d’'un systeme matériel

La quantité de mouvement d'un systeme composé de n particules de masses m;, m,, ..., m
est égale a lasomme de leurs quantités de mouvement :

n:'

n
psys = pl + pz +""+p3 :Zmi .Vi

i=1
Ou: \7. (\71, \72, e \7n) ont les vecteurs vitesse des n particules de masses m;, m,, ..., m
. - dr,
respectivement. Donc, V, = d_tl

ST Y LA L
= psys_;mi [dt j dt[;ml rlj

n'
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Avec: Zn:mi-ﬁ:M

i=1

s " Tc (T est le vecteur position du centre de masse de systéme), Donc :

P d(MsyS'rc):M It

* gt > dt
Si le vecteur position du centre C est: V. = dd:C , donc la quantité de mouvement d'un
systéme composé de n particules s’écrit : Pys = My, -\7C
Résultat

Le centre de masse d’'un systeme matériel est un point auquel la masse du systéme peut
étre supposée concentrée.

IV.4-4. Principe de conservation de la quantité de mouvement

~—Enoncé

Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un systeme matériel isolé (ou

pseudo-isol€) est constante : Ap,, = 0 (variation nulle)

dp,
dt

Ou

=0 (variation instantanée nulle)

~ choc élastique entre deux particules

Soit un systeme matériel constitué de deux particules M; et M, de masses,
respectivement, m, et m,. Les particules sont en mouvement par rapport & un
référentiel galiléen R(O; xyz).

Nous supposons M, et M, entrent en choc élastique (les masses des particules ne

changent pas) pendant une durée suffisamment courte pour que le systéme soit
considéré comme isolé au moment du choc.

Etat du systéme : avant le choc Etat du systéme : aprés le choc

Référentiel galiléen
R@; xyz) z p=m -V,
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Donc, nous avons les données suivantes :

Etat du systéme avant le choc :

Les vitesses de M, et M, sont, respectivement, \7l et \72.

= Laquantité de mouvement du systéme avant le choc est :

Pys =P+ Py, =M -V, +m, -V,
Etat du systeme apres le choc :
Les vitesses des particule changent et deviennent \71' et \72' .
= Laquantité de mouvement du systéme apreés le choc est :
Ple =Py + Py =m -V +m, -V,

Au moment du choc, le systéme est isolé et donc sa quantité de mouvement doit étre
conservée : APy =0 < Py = Py

7 7 I
< m-V+m,-V,=m -V/'+m,-V,

N

o mV,-m -V =-m,-V, +m, -V,
< AP, =—-Ap,

Le signe négatif (—Ap,) indique que, la quantité de mouvement du systéme reste

constante de sorte que la quantité de mouvement perdue par I'une des particules sera
acquise par l'autre.

IV.5- Les lois de Newton
Les trois lois de Newton sont les principes de base de la mécanique newtonienne.
IV.5-1. La 1¢re |oi (principe d'inertie)

Enoncé

En I'absence d'une force extérieure résultante agissant sur lui, un corps conserve son

état de repos ou son mouvement rectiligne uniforme.

Conségquence : La lere loi de Newton suggére qu'il existe une relation entre I'application d’une
force résultante non nulle et I'accélération (changement de la vitesse) d’un corps.

—Etat d’équilibre d’un corps matériel

Un corps (ou un systeme) matériel atteint I'état d’équilibre, lorsque la force résultante
qui s’exerce sur lui est nulle : Z F =0 (condition d’équilibre )

Equilibre statique: un corps est en état d'équilibre statique, s'il est initialement au
repos et qu’aucune force résultante ne s’exerce sur lui.

Equilibre dynamiqgue : un corps est en état d’équilibre dynamique, s'il se déplace en
mouvement rectiligne uniforme en I'absence de force résultante.
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IV.5-2. La 2¢me |oi

~—Enoncé

La force résultante exercée sur un corps est égale a sa masse multipliée par son

accélération. > F=m-a

Remarques :

m
1- Dans le Sl dunités, la force s’exprime en newtons (N) : 1 N=1 Kgx—-
S

2- Levecteur accélération a est orienté dans le méme sens que le vecteur Z F.

IV.5-3. La 3eme Joi (principe d’action—-réaction)

~—Enoncé

Lorsqu'un corps A exerce sur un corps B une force F,_ , le corps B exerce sur le

corps A une force F,_ , de méme grandeur, mais dirigée en sens opposé.

FB A+FA—>B :6

—

Conséguences :

1- Une force n’existe jamais seule et la présence d’une force d’action génére automatiquement
une force de réaction. L’action et la réaction s’exercent simultanément.

2- La résultante des forces intérieures d'un systeme est nulle Z Ifint =0 , clest puisque

chaque force intérieure F, . exercée sur un corps A par un corps B est équilibrée par

une force intérieure opposée F; ., .

IV.6- Le principe fondamental de la dynamique en translation (PFD)

~—Enoncé

Dans un référentiel galiléen, [I'accélération du centre d'inertied'un corps (ou
un systéme) de masse constante m est proportionnelle & la résultante des forces qu'il

subit, et inversement proportionnelle & la masse.
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1V.6-1. Formule du PFD

D’apreés le principe d’action-réaction : Z Ifint =0 , donc le PFD s'écrit sous la forme :

Zlfext:m'a

IV.6-2. Théoréme de la quantité de mouvement

Dans un référentiel galiléen, le PFD peut étre reformulé comme suivant :

La résultante des forces extérieures exercées sur un systéme de masse constante m est

égale a la dérivée du vecteur quantité de mouvement de son centre d’inertie.

= _dp
ZFext - dt

IV.6-3. Méthodologie pour résoudre un probleme de dynamique

Etape (D Identifier le corps (ou le systéme) a étudié

Etape 2 Tracer un diagramme des forces agissant sur chagque corps du systéme
Etape (3 Chaisir un référentiel qui simplifie les calculs

Etape (@ Ecrire le PFD et développer les équations des vecteurs force

Etape (5) Projeter les équation des vecteurs sur le référentiel choisi

Etape (6) Résoudre les équations obtenues

IV.7- Quelques types des forces
IV.7-1. Laforce de gravité (ou le poids)

Le poids (appelé aussi la pesanteur) « P » est la force gravitationnelle exercée sur un corps par
la Terre (ou une autre planete).

a. Laforce gravitationnelle

La force gravitationnelle « F » est I'attraction mutuelle entre les corps (ou les points
- \ m, -m
matériels) due a leur masse.._ F,=G —2
r

Ou: F;: la grandeur (ou le module) de la force

gravitationnelle

G :laconstante gravitationnelle :

2
G =667x10% N
Kg

m, et m, : les masses de corps en interaction (en Kg)

r : ladistance entre les deux corps (en m)
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Remarques :
1- Laforce gravitationnelle est une force qu’agit a distance.

2- Ifg est proportionnelle aux masses m, et m,, donc plus les masses sont grandes, plus la
force d’attraction gravitationnelle est grande.

3- F, est inversement proportionnelle a r? (carré de la distance qui sépare les deux

corps), donc plus la distance qui sépare les deux corps est grande, plus la force d’attraction
gravitationnelle est faible.

b. Lachute libre

La chute libre est le mouvement vertical d’'un objet qui n’est soumis qu’a la force de la
gravité. Ce mouvement est rectiligne uniformément accéléré (MRUA).

c. Accélération gravitationnelle

L’accélération gravitationnelle (ou I'accélération de la pesanteur) g est I'accélération
subie par un corps en chute libre sur la surface de la Terre (ou d’une autre planete).

Prés de la surface de la Terre, la valeur de I'accélération gravitationnelle (ou I'accélération
terrestre) est: g = 9,80 m.s?

Remarques :
1- Tous les corps en chute libre subissent la méme accélération g (indépendamment de leur
masse).

2- Lavaleur de g est obtenue a partir de la loi de la gravitation universelle, par la relation :
m

9=G-—
RT

Ou: m; :lamassedelaTerre: m, =598x10** Kg

R; :lerayondelaTerre: R, =6,37x10° m la verticale

3- Le vecteur accélération gravitationnelle 9 est orienté vers le bas m |
(vers le centre de la Terre).

d. Expression de la force de gravité P=m-g

La force de la gravité exercée sur un corps de masse m par la Terre

est donnée par la loi : P=m-g

Tout comme le vecteur @, le vecteur de la force P est toujours
orienté vers le centre de la Terre.
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IV.7-2. La force normale

La force normale « N » est la force normale exercée sur un corps par la surface d’un autre corps
(ou un support) en contact avec lui. Elle résulte du principe d’action-réaction.

Remarques :

1- Laforce N est perpendiculaire & la surface de contact.

2- Laforce normale N est une force de contact, si le corps n'est pas en contact avec la
surface,donc N =0.

—Exemples

1V.7-3. Laforce de frottement sec

La force de frottement sec « f » est la force exercée par la surface d'un corps solide sur un
autre corps solide, dans le sens opposé au mouvement de ce dernier sur cette surface.

Remarques :

1- Laforce de frottement entre deux corps est une force de contact, si les corps ne sont pas en
contact, il n’y a pas de force de frottement.

2- Larésultante: R=N + f est appelée la réaction du support.

a. Le coefficient de frottement

La force de frottement entre deux corps est proportionnelle a la force normale qui s’exerce
entre eux : fzul?uzu-N ,avec:N=HNH

M : est appelé coefficient de frottement., il dépend seulement de la nature des surfaces en
contact et de leur rugosité.

b. Lefrottement statique f

statique

C'est la force de frottement entre deux corps qui
ne sont pas en mouvement l'un par rapport a l'autre
(c'est-a-dire immobiles).

Le coefficient de frottement statique (noté L)

représente le rapport maximal entre la force de
frottement et la force normale avant que les corps se
mettent en mouvement.
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c. Lefrottement cinétique f

cinétique

Cest la force de frottement entre deux corps  sens de mouvement
qui sont en mouvement I'un par rapport a l'autre. -<-----
fcinétique
T N

Le coefficient de frottement cinétique (noté
L) est le rapport entre la force de frottement et

la force normale durant le mouvement I'un corps
par rapport a un autre.

Remarques:
1- fuiqe €St une force qui empéche la mise en mouvement, donc pour déplacer un corps
immobile sur une surface, il faut appliquer sur lui une force plus grande que la valeur de
f

statique *

2- Le coefficient de frottement statique i, est plus grand que le coefficient de frottement

cinétique p,donc: f > f

statique cinétique *

IV.7-4. Latension

La tension «T » est la force de traction qu’un fil (ou une corde) exerce sur un corps attaché a
lui.

Remarques :

1- En générale, Pour simplifier I'étude d’'un systéme mécanique constitué par des masses
suspendue a un fil, comme le pendule ou la machine d’Atwood, on peut supposer que :

e lamasse et I'épaisseur du fil sont négligeables ;

e |e cable ne s'étire pas (inextensible).

2- Si le fil du systéme étudié passe par une poulie fixe, le module «T » de la tension n'est pas
modifiée; seule sa direction change.

3- La tension est une force qui ne peut pas étre directement déterminée par une formule,
donc pour la calculer il faut déterminer la force qui s’y oppose (le poids par exemple).

—Exemples

Pendule simple Machine d’Atwood

/ —\

A
fZAk )
“Tl Ar_l__,
2
- m, @M
Pz" =
"F_)’l vP
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IV.7-5. La poussée d'Archiméde

Tout corps placé entierement ou partiellement dans un fluide (liquide ou gaz), subit une force
verticale, dirigée de bas vers haut et égale au poids du volume de fluide déplacé. Cette force est

appelée poussée d'Archiméde.
m Volume V

P=m-g
N N2+ ™ A

Py = —Ppuice - V-0 Niveau 1
Niveau 0 1
(cette formule est établie par /\ @

Archimede ) Densité p Volume P

OU: P :ladensité dufluide (en Kg-m™)

V :le volume de fluide déplacé (en m®)

IV.7-6. Laforce de frottement fluide (ou visqueux) fF

C'est une force opposé au mouvement d’un corps qui se déplace dans un fluide (liquide ou gaz).
Si le corps mobile est de forme sphérique, le module de f_ est:
fo=k-v =6r-u-r-v
Ou: k : coefficient de frottement (en Kg-s™)
v : lavitesse du corps mobile (en m-s_l)
L : laviscosité dynamique du fluide (en Kg-m™-s™)

r : le rayon d’'un corps sphérique (en m)

IV.7-7. Laforce de rappel d'un ressort (force élastique)

Quand on exerce une force sur I'extrémité d’un ressort hélicoidal pour I'étirer ou le comprimer,
ce ressort exerce en retour une force pour résister a I'étirement ou a la compression, qui se nomme

force de rappel « F, » .
Laforce F, est caractérisée par :

Ifr agit toujours en sens inverse par rapport au déplacement de I'extrémité libre du

ressort.
e Lemodulede F, est proportionnelle a la variation de longueur du ressort :

Fo=k-Al=k-|¢-0,]
Ou: k : laconstante de rappel du ressort ou la raideur (en N.m‘l).
£, :lalongueur initiale du ressort (c'est-a-dire lorsque le ressort est a son état libre).

¢ :lalongueur actuelle du ressort (c'est-a-dire apreés I'étirement ou la compression).
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ressort comprime ressort en état libre ressort étiré

2

IV.8- Quelques exemples sur I'application de PFD
IV.8-1. Le mouvement de projectile

Cest est le mouvement d'un corps (ou une particule) lancé avec une vitesse initiale V, qui a

. e s T
une composante horizontale non nulle, c'est-a-dire que le vecteur V, faitunangle 0<a < 5 avec

I'norizon.

Au cours de son mouvement, un projectile M , de masse m , est soumis a une seule force , qui
est le poids P.

Donc, le PFD sécrit: > F, =P =m-a

= Le mouvement du projectile M est uniformément varié avec une accélération constante :

_1 5.5
m

Donc, les équations de mouvement s’écrivent :

L dV (D) e
a=—- = V(toj;_dv?/(t) J;g -dt
= V({)=g-[t-t,] +V,
. dOM (1) oM ()
V== deM(t) _[g ft—t,] +9,)dt

OM (t,)=0M, to

= OM(t)—% [t-t, +9,-[t-t,]+OM,
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IV.8-2. Le mouvement d’'une bille qui tombe dans un fluide visqueux

A l'instant t =0, on lache, sans vitesse initiale, une bille
de masse m dans un fluide (I'air par exemple).

Avec la négligence de la poussée d'Archiméde pour la

simplification, la bille est soumise aux deux forces suivantes :
Lepoids:IS:m-g :

La force de frottement fluide :

fo=—k-V  (si le fluide cest Iair,
résistance de l'air)

f. sappelle la

LePFDsécrit: > F,, =P+ f.=m-a
La projection sur la verticaledonne: m-g—k-v=m-a = m-

= dt=

T jdt

> G

L’intégration donne :

o=

=t <

g

k

m- -
Donc, la vitesse de la bille a I'instant t est : Vv(t) =Tg-(1—e m

IV.8-3.

g —(kj-v(o B
m _ mt

at,=0;v,=0

Y
—

- -

~

dv

dt

e

‘J

harmonique)

0]
Yi
V=vj
et
Gg=9-j
Y+

Le mouvement d'un pendule élastique (systeme libre masse-ressort, ou Il'oscillateur

Soit un ressort, de longueur initiale 7, et de raideur k. A son extrémité libre, on attache une
masse m, et accrochée a I'extrémité libre duressort, et on laisse la étendre le ressort jusqu'a

I'équilibre.
Al'équilibre, lamasse m (immobile) est soumise aux deux forces

Lepoids:IS:m-g :

La force de rappel du ressort (a I'équilibre) : Ifr (équi) .

Donc, le PFD & 'équilibre s'écrit: > F,, = P+ F, qui = 0
La projection sur la verticale donne: m-g = K- Alqui

=
m-g

est: Al(qui) =

suivantes :

L’allongement d’un ressort (ou le raccourcissement en cas de compression) en équilibre
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état chargé par m
état libre en équilibre en mouvement

Al (équi){

Fr (équi)
X + A/l (équi)
at,=0¢0 .
Yi Fr 0
P
o ~ L. Elongation
En équilibre : F, ¢qui)+P =0 X
= K-Algquiy=m-g Xv+

En mouvement : g ) _ H ﬁr(x) H =k - (X + Al equi))

=k-Xx+m-g

Si la masse est écartée d’une distance X, (de la position d'équilibre) et relachée (a I'instant
t = 0, sans vitesse initiale), donc il se mette a osciller autour de la position d'équilibre.

En mouvement oscillatoire, lamasse m est soumise aux deux forces :
e Lepoids: P X
e Laforce de rappel: Ifr (x) .

Le PFD sécrit: » F, =P+F co=m-a

La projection sur I'axe choisi donne: m-g —K- (X + Alqui)) = m-X

En replacant par : Aﬂ(équi)=¥ = —k-x=m-X

Donc, I'équation différentielle du mouvement s'écrit :

G, 2 k
X+wy -Xx=0,avec o, =,/— .
m

Le mouvement de m c’est rectiligne sinusoidale (voir chapitre I1) .

L'équation horaire estdonnéepar:  X(t) =X, -cos(@, -t + ¢)

X =X
At:O:x:XO:{m °
¢=0

k
Donc, la position de m alinstant t est définie par : X(1) =% 'CO{\/% 'tj .
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IV.9- Dynamique de rotation

Contrairement au mouvement de translation, I'effet d'une force sur un corps en rotation (qui a
une accélération angulaire) dépend non seulement du module et de la direction de la force mais aussi
de son point d'application.

En fait, I'étude dynamique du mouvement de rotation dépend d'une quantité angulaire
associée a la force, appelée moment de la force.

IV.9-1. Moment d’'une force
a. Définition
Le moment d’une force par rapport a un point donné (souvent appelé pivot) est une grandeur

vectorielle exprimant la capacité de cette force a faire tourner un corps (ou un systéme) autour de
ce point.

b. Vecteur moment d’'une force par rapport a un point

Soit un point matériel M , de masse m, soumis a une force F . Le vecteur moment de la
force F par rapport au point O (l'origine du repére par exemple) est défini par :

Mo (E)=OM A E
Avec: OM : le vecteur position de M | il reliant le point O et le point d’application de la force F

Le vecteur Mo (F) est orienté selon une direction perpendiculaire au plan formé par les

vecteurs OM et F .

Le module du vecteur Mo (F) est: M,o(lf):H m/o(lf)uzr-F-sin(a) (N-m)
Ou: r :H oM H est le module du vecteur position W

= :H F H est le module du vecteur force F .

a est I'angle entre les directions des vecteurs OM et F.

Le moment d'un ensemble de forces Z F, , est lasomme des moments de ces forces :

M/o(z lfi)= Z|\—/|)/o(|3i)

c. Moment d’une force par rapport a un axe

La projection du vecteur moment d'une force par rapport & un point sur un axe (A) passant
par ce point est une grandeur scalaire appelée le moment de la force par rapport a I'axe (A). .
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(4) :
} *l\—/l)/o(lf)ZM,A(lf)U.
é gl
O o
OM

Le moment d’'une force par rapport a un axe exprime sa capacité a faire tourner un corps
autour cet axe )

M,,(F)=Mio(F) U

Avec: U : le vecteur unitaire de l'axe (A)

IV.9-2. Moment cinétique (ou moment angulaire)

Soit un point matériel M , de masse m, déplace le long d’un trajectoire (C). A l'instant t, le

vecteur quantité de mouvement de M est p= m-V , avec V Clest son vecteur vitesse a cet
instant.

a. Moment cinétique d’'un point matériel par rapport a un point

Le moment cinétique de M par rapport a un point O ”, est le moment de son vecteur quantité
de mouvement P par rapport a ce point.

E/o —OM A p = WA(mV)
Avec: OM : le vecteur position du point M alinstant t.

Le vecteur Lo est orienté selon une direction perpendiculaire au plan formé par les vecteurs
position OM et le vecteur vitesse V .

En générale, L,o change de direction (et de module) au cours du mouvement de M , mais si le
mouvement est dans un plan, il conserve une direction fixe perpendiculaire & ce plan.

Lo =OM A (m-V)

(Plan)

Trajectoire (C)
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Le module du moment cinétique de M par rapporta O est:

Lo = H |:/o =m-r-v-sin(B) (exprimé en (Kg-m?-s1))

Ou: r= H OM H est le module du vecteur position OM .

V= H \Vi H est le module du vecteur vitessede M alinstant t.

_—

B est I'angle entre les directions des vecteurs OM et V.

Le moment cinétique d'un systéme matériel est la somme des moments cinétiques (par
rapport au méme point O ) des points matériels constituant le systeme :

Lo (sys) = > OM. A B,

b. Moment cinétigue d’'un point matériel par rapport a un axe

La projection du vecteur moment cinétique de M par rapport a un point O sur un axe (A)

passant par le point O est une grandeur scalaire appelée le moment cinétique de M par rapport
al'axe (A).

L/A = I—/o U

Avec: U : le vecteur unitaire de l'axe (A) .

(A)
|
|
*E/o = L/A u
U]
(©) @

IV.9-3. Théoreme du moment cinétique

a. Moment cinétique d’'un point en mouvement de rotation

Soit un point matériel M , de masse m , tournant autour un axe (A) passant par le point O .

Si @ est savitesse angulaire a l'instant t, donc son vecteur vitesse linéaire V peut s’écrit :

doM ——

V= o o AOM (le mouvement de M est circulaire)
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Axe de
rotation (A)

Dans ce cas, le moment cinétique de M par rapporta O sera:

Lo =OM A(m-V) =m-|OM A (& OM)|

(En utilisant la formule du double produit —m. l(O—M «OM) &—(OM + @) WJ
vectoriel AA(BAC)=(A«C)B-(A«B)C ) —
H OM | =r2

(le vecteur de la vitesse angulaire « est
perpendiculairea OM = le produit -m-r’-o

—_

scalaire: OM e @ =10 )

Le facteur: m-r?, qui représente le produit de la masse de M par le carré de sa distance a

(A), est une grandeur positive appelée : le moment d’inertie de M par rapport a l'axe (A) :

2 -
mr=1, = Ly=I,o

——Moment d’inertie

Le moment d'inertie, noté | (unité : Kg-m?), est un scalaire refléte I'effet de la masse

sur la mise en rotation d’un mobile. Plus la masse d’un corps est concentrée loin de
son axe de rotation, plus son moment d’inertie est grand et plus sa mise en rotation

(ou l'arrét de la rotation) est difficile.

b. Théoréme du moment cinétique

—Enoncé

Dans un référentiel galiléen, la dérivée premiére par rapport au temps du moment

cinétique d'un point matériel M est égale au moment en O (point fixe) de la

- - : dL — =
résultante des forces extérieures agissant sur M . T/O = Z Mo (F.y)
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Soit un point matériel M , de masse m, en rotation autour d’un axe fixe (A) dans le référentiel
galiléen, d’origine O, point fixé sur (A).
La dérivée du moment cinétique par rapporta O de M sécrit :

aC. d — ,
o _ L OM A(m-V
it = g OM A (m-V))
= doM A(m-V)+mAd(m£V)
=OM Am-& (puisque doMm =V = —dOM/\(m-\7)=0)
dt dt
- _ Al e
Etd'apréslePFD: » F,, =m-a = T:OM A F

Avec: OM A > F
extérieures appliquées au point M .

:Zm/o(lfext)c’est la résultante des moments en O des forces

ext

oo o ..o dL — =
Donc, le théoreme du moment cinétique s’écrit : T/O = Z Mo (F.)
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Travail et Energie

OBJECTIFS DU CHAPITRE

<+ Introduire les notions du travail, de puissance et d’énergie.

4+ Déterminer I'énergie cinétique, I'énergie potentielle et I'énergie
mécanique.

“+  Appliquer le théoréme de I'énergie cinétique.

+ Comprendre et utiliser le principe de conservation de I'énergie
mécanique.

+  Définir la condition d’équilibre stable d'un systéme physique.
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V.1- Introduction

Dans ce chapitre, on étudier le mouvement d’un point matériel a I'aide d’'une nouvelle grandeur
physique appelée « énergie ».

V.2- Définitions
Champ scalaire : est une fonction de plusieurs variables scalaires.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes un champ scalaire s'écrit (X, Y, z)

Champ vectoriel (champ de vecteurs) : est une application qui associe a tout point M de
I'espace, un vecteur.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, un point M(X, Y, Z) soumis a une force F, qui
peut étre un champ vectoriel défini par ses fonctions composantes: F, (X,Y,2),

F,(x,y,2) et F(X,Y,2).

Opérateur nabla V : est un vecteur, c'est-a-dire qu'il satisfait aux régles de calcul de produit
scalaire et vectoriel, mais ses composantes ne sont pas des scalaires. Les composantes de

V sont des opérateurs différentiels.

Expression de Y

2 o A J+=—-k
En coordonnées cartésiennes o oy o
= 0 — 1 0 — 0 -~
. . . V=—U +——.U,+—-k
En coordonnées cylindriques op p p 00 0" 57
= 0 — 1 0 — 1 0 —
4 A V=—=U, +=—U,+ —
En coordonnées sphériques ar " o 00 o, sin(0) o¢ 0

Gradient d'un champ scalaire (gradient d’une fonction scalaire f):

Cest un vecteur V (ou champ vectoriel) défini par larelation: V = grad (f) =V f
Le gradient transforme un champ scalaire en un champ vectoriel.
Par exemple, en coordonnées cartésiennes, le gradient de la fonction (X, Y, Z) s'écrit:

= af—' af—' af"
rad (f)=V f(x,y,2)= A+ ]+ -k
g (f) (x,y,2) = ayJ p

Remarque :

Lorsque un champ vectoriel : V = grad (f), on dit que V dérive de la fonction scalaire f .

Divergence d’'un champ vectoriel (divergence d’un vecteur \7) :

C’est une fonction scalaire (ou champ scalaire) définie par larelation: div(V)=V.V

La divergence transforme un champ vectoriel en un champ scalaire.
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Par exemple, en coordonnées cartésiennes, la divergence du champ vectoriel V' s’écrit :

L i . .].{. Z.lz
OX oy 0z

Rotationnel d’'un champ vectoriel (rotationnel d'un vecteur \7) :
Cest un vecteur U (ou champ vectoriel) défini par la relation : U= Rot(V) = VAV
Le rotationnel transforme un champ vectoriel en un autre champ vectoriel.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, le rotationnel du champ vectoriel V  s’écrit :

V|V N=VAV=|— — —
y |= Rot(V)=V AV p
v, vV, V, V,

Remarque :

Le rotationnel d’'un gradient est nul, c'est-a-dire que si f est une fonction scalaire, donc :
Rot(grad (f))=0

Autrement dit, si un vecteur \7 dérive d’une fonction scalaire, donc : Rot (V) = 0

V.2- Travail et puissance d’'une force

V.2-1. Travail élémentaire d’une force

Soit un point matériel M, de masse m , décrivant une trajectoire (C) par rapport aun
référentiel (R ) . Au cours de son mouvement, le point M est soumis & une force F.

Le travail élémentaire effectué par F sur le point matériel M lors de son déplacement
élémentaire (infiniment petit) d¢ est donné par la loi : dW(F)=F. d¢

V.2-2. Travail d’'une force

On suppose que le point matériel M |, qui soumis a la force F , passe a l'instant t, par la
position M, etalinstant t, par laposition M,.

Le travail effectué par la force F lorsdu déplacementde M; a M, est:
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M, .
WM1—>M2(|E) = Ilf . dl  (expriméenloule "J"[1J=1 N-m])
M;

Remarques :

1- Si la force F est constante (ne dépend pas du mouvement, comme le poids = par
exemple) et le déplacement entre M, et M, est rectiligne. Le travail de F sécrit:

WM1_>M2(|3) =F. MM,

2- Silaforce F est perpendiculaire au trajet de M, a M, son travail au cours de ce

déplacement est nul : Wy, ;. (F)=01J

3- Laforce appliquée F estdite:

- motrice si son travail est positif W(If) > 0 (travail moteur) : la force F tend a faire
déplacer le mobile dans le sens positif du mouvement.

- résistante si son travail est négatif W(If) < 0 (travail résistant) : la force F tend a
s‘opposer au mouvement du mobile.

. netravail pas si son travail est nul : W (F) =0 J .

4- Le travail effectué par un ensemble de forces ZFi, est lasomme des travaux de ces

forces:  W(XF)=> W(F)

V.2-3. Puissance d’une force

Soit un point matériel M de masse m et de vitesse v , soumis a une force F . La puissance de
F (notée P(F)) est la grandeur scalaire définie par la relation :

P(F)=F.V (expriméeenWatts "W" [L W=1J-s7])

—

— . - de : .
D’apres la définition du vecteur vitesse V :E, la relation entre la puissance d’une force et

son travail élémentaire s'écrit: ~ dW (F)=F . 4/ = P(F)-dt
t
Par conséquence : le travail d’une force égal : W,, - (F) = I P(F)-dt ,
e}
dwW (F)
dt

Ou: la puissance d'une force égale: P(F) =

Remarque :

La puissance d'une force F est:

. positive P(F)>0,si F est motrice (W (F)>0)
. négative P(F)<0,si F est résistante (W (F)<0)

« nulle P(F)=0, si F ne travail pas ( F perpendiculaire au trajet (W (F)=0 J )),
ou si le point matériel est immobile.
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V.3- Energie d’'un systéme matériel

L’énergie (notée E) est une grandeur scalaire qui décrit I'état du systéme matériel. Dans le SI
d’unités, I'énergie est exprimée en Joule "J" .

V. 3.-1. Energie cinétique
a. Deéfinition
On définit I'énergie cinétique d’un point matériel M , de masse m, animé avec une vitesse vV

,par lagrandeur E. ,telleque: E_ :%mv2

b. Théoréme de I'énergie cinétique

~—Enoncé

Dans un référentiel galiléen, la variation d'énergie cinétique d’'un point matériel
soumis & un ensemble de forces extérieures entre une position A et une autre

position B est égale a la somme des travaux de ces forces entre ces deux points.

AE¢ = Ec(®)-Ec(®) =Y W, 5 (Fr)

Soit un point matériel M, de masse m, en déplacement entre les points A et B , sous

I’action d'une force extérieure F .

Le travail élémentaire de F est donné par: dW (F)=F . d
. e dl o
Alors que, la vitesse s'écrite : V = E =d/=V dt

- dv
Et d’apres le P. F. D (Principe fondamental de la dynamique),ona: F=m—

dv

Donc, dW(F)=m i V dt

Sachant que : d(v?)=d(V . V)=2V . dV

Alors : dW (F) :% md(v?) = dW (F) =dE,
Par conséquence, le travail effectué entre les positions A et B sera:
- B L B
W, s (F)=[F.dr=[dE,
A A

= Ec(B) - EC (A)

V. 3-2. Energie potentielle

a. Forces conservatives et non conservatives

Une force F est dite conservative si son travail entre deux positions M, et M, dépend
uniquement de la position de départ (M, ) et de la position d’arrivée (M,).
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Remarques :
1- Le travail W,, ., (IE) effectué par une force conservative est indépendant du chemin
1 2

suivi pour déplacer de M, a M,.

2- Si la trajectoire du mobile est fermée (M; = M, — M,), le travail effectué par la force

conservative F est nul : Wi, om, (F) :—WMZ%Ml(IE)

3- Sile travail W,, ,, (F) dépend du chemin suivientre M; a M,, laforce F est dite non
1 2
conservative.

—Exemples
Forces conservatives ( Ifc ) Forces non conservatives ( IfNC )
- Lepoids P; . Laforce normale de laréaction N ;
- Laforce de rappel Ifr : . Les forces de frottement ;
. Latensiondufil T .

b. Energie potentielle
1- Définition

Soit un point matériel M de masse m , soumis & une force F .

—Condition

La force F est conservative si elle dérive d'une fonction scalaire (ou potentiel); c'est-a-

dire qu’elle existe une fonction scalaire E, telque: F =—grad (E,)

E; :est appelé I'énergie potentielle du point M .

Remarques :
1- L’énergie potentielle E; n’est définie qu’a une constante prés C; c'est-a-dire que
E, sécrit: E, =E, +C
2- Puisque : Rot(grad (f)) =0, quelque soit la fonction f , donc pour vérifier qu’une
force F est conservative, il suffit de vérifier que : Rot(F) = 0

3- On peut associer une énergie potentielle uniguement aux forces conservatives.

2- Relation entre I'énergie potentielle et le travail

Le travail effectué par une force conservative F. quand un point matériel M se

déplace de M, vers M, est égal a I'opposé de la variation de I'énergie potentielle entre ces
deux positions :

Wi, S, (lfc) =-AE; = —(Ep(Mz) - Ep(Ml))
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3- _Energie potentielle gravitationnelle

C'est I'énergie potentielle associée a la force du poids (ou la pesanteur) P.
Dans un référentiel R(O, x, y, z), on considére le mouvement d’un point matériel M

de masse M soumis a la pesanteur Z

terrestre: I3:—ng Lol

Donc, le travail de Isquand le point
matériel se déplace de M, vers M, est:

W, . (P) = Mfﬁ. di = Zf—m g dz
M, z

1

=-mg(z,-2z)=-mgAh

Donc, I'énergie potentielle gravitationnelle du point de masse m peut étre donnée par
la relation : E-=mgh+C

Ou: h :lahauteur de la position de M par rapport a un niveau h=0

C :une constante d'intégration.

4- Energie potentielle élastique

—

C'est I'énergie potentielle associée a la force du rappel F, d'un ressort.

On considére le mouvement d’un point N=x>0
matériel attaché & un ressort de raideur / s
k (figure ci-contre). —
La force de rappel du ressort est donnée £ -5
par : _\MMFL iz
— - e X X
F =—kAli =kxi 5 - - > X
— r
Donc, le travail effectué par F. quandle —\QXXXXXXXJ%—' m |
PR PR PR A RRL

point matériel se déplace de M; a M, est:

W, oy, (F) = Mfﬁr . di= Xf— k x dx
M,

1 1
= Zkx.-=kx
(2 * 72 Xl}
Alors, I'énergie potentielle elastique est donnee par: E, = % kx*+C

Ou: x :l'allongement du ressort

C :une constante d'intégration.
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V. 3-3. Energie mécanique

Soit un systéme se déplacant, entre les points A et B sous I'effet de forces conservatives et
non conservatives.

D’apres le théoréme de I'énergie cinétique, ona:
AE. = Ec(B)-Ec(A) = ZWAAB(IEC) + ZWAAB(IENC)
= Ec(8)-Ec(m) =—(Ex(8) - En (W) + Y W, 5 (Fyc)

& (Ec®) +Ep () - (Ec(A + En(m) = D W, 5 (Fye)

On introduit une nouvelle grandeur symbolisée par E, et qu’on I'appeler « Energie mécanique
dusysteme » telleque: E=E.+E;

Alors, entre les deux points A et B : E(B) - E(A) :ZWA_,B(IENC)

Théoréme de I'énergie mécanique

—Enoncé

La variation de I'énergie mécanique d’un systéme, en mouvement entre deux points A
et B, est égale a la somme des travaux des forces extérieures non conservatives

appliquées a ce systeme.
AE =E@B)-E®) =) W, s(Fy)

Cependant, si le systeme ne subit aucune force extérieure non conservative, I'énergie

mécanique se conserve: AE =0

V.4- Conditions de stabilité d’un équilibre de systéme
V.4-1. Equilibre et condition d'équilibre

Dans un référentiel galiléen, un systeme est en équilibre ala position M, si abandonné en
ce point sans vitesse initiale, il y demeure au repos.

D’apres le principe d’inertie, il suffit que la résultante des forces appliquées sur le systéme
placéen M, soit nulle:

SE=0 o YE+3Fc=0

Pour un systéme soumis uniquement & une force conservative F. (Z Fye =0), son énergie

potentielle est donnée par larelation: F. =-grad (g)

= dE, -
Etdanslecasou E, ne dépend que d'une variable X, nous avons: F. = —d—pl
X
. , e N , . = ~ dEp
Donc, la condition d'équilibre du systeme s’écrite: F. =0 < . =
X

I
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-~ Position d’équilibre d’'un systéme

2 anA Ep dEp

D'aprés lacondition: ——=0 a =0
dX EP(X) X X=X1,Xz,Xg
.. P R Instable

La position d'équilibre du systéme
est définie par un extremum de la

) Instable
fonction Ej(x),
Cest la position a laquelle
I'énergie potentielle est maximale
ou minimale .

- Stable
X, 5(2 Xy X

V.4-2. Stabilité d’'un équilibre
On écarte un systeme matériel de sa position d’équilibre M :

e Si la résultante des forces qui apparait tend a ramener le systtme en M,, alors
son équilibre est dit stable.

e Si la résultante des forces qui apparait tend a éloigner le systemede M, alors
son équilibre est dit instable.

V.4-3. Condition de stabilité d’'un équilibre

Soit le systéme masse-ressort de la figure ci-contre.

La force conservative agit sur le systéme dans ce :
cas, est la force de rappel du ressort. : k E
:
L’énergie potentielle ne dépend que d'une —
variable X. 0
. o o 5 Ly > X
Supposons que la position d’équilibre est X,, X <X X=X
donc: p _E
:
. —ooooe— |
P — 0 ,,,,,,,,,,,,,, T TTTIrrrR:
dx N N
X=Xo Position d'équilibre

On ecarte le systeme a X < X,, donc la composante de la force de rappel, qui raméne le systéme

E E
anouveauen X, ,estpositive: F, >0 = d—p<0 (puisque F, :—d—p
X X

de
Cependant, dans le cas d’écartementa X > X,, lacomposante est négative = d—p >0
X

.. . UdE . . . .
Donc, ladérivée —- est une fonction croissante qui s'annulea X=X, <

dx dx?

Et I'énergie potentielle du systéme présente un minimum pour X = X,

Et par conséquence, la condition de stabilité traduite par E, minimale, peut s'écrite par la
relation :

‘78
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~—Conclusion

Systeme en équilibrea X=X, ,si:

d’e
2 >0
dx
X=Xp
Conditions
dE, 0
dx ‘e
2
. : - E
Equilibre stable si : E,(X,) minimale = —* >0
X X=X
’E
Equilibre instable si : E, (X,) maximale = ; " <0
X
X=Xp

79
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