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Exercice 1 Montrer que dans une algebre de Boole B on a les identités suivantes:

i) 11=0,10=1;
ii) Ya € B,|]la=a
iii) VYa,b € B:](aVb) =]an]bet | (a Ab) =]aV]b
iv) Ya,b € B,aNb=](]aV]b) et aVb=](]aA]b)

V) Va,beB:a/\}bz()(z)a§boua§bd§fa\/b:b<:)a/\b:a.
Exercice 2 Soit S un ensemble ordonné. Montrer que sup @ = min S et inf @ = maximum S.

En particulier, le sup & existe si et seulement si S a le plus petit élément; de la méme
facon, l'inf @ existe si et seulement si S a le plus grand élément.

Exercice 3 Soit (B, A, V) est une algebre de Boole, ot | B| > 2. On définit deux nouveau opérations
binaires + et - sur B, par: a+b= (a Abl)V (a/ A b) et a-b= a A b, respectivement.
Montrer que (B, +,-) est un anneau commutatif avec unité, dans lequel a*> = a pour
tous les a € B. Réciproquement, soit (R, +,+) un anneau de Boole. On définit deux
opérations binaires nouvelles A et V sur R, par: aAb=a-betaVb=a+b+a-b.
Montrer que (R, A, V) est une algebre de Boole.

Exercice 4
1. Sia et bsont des éléments d’une algébre de Boole B, de telle sorte que (aVb/)A(ar’Vvb) = 1p,
montrer que a = b.
2. Soient a, b, et ¢ des éléments d’une algébre de Boole. Montrer que
(@anb)V (s Ne)V (bAc)=(aNb)V (alAc).

3. Montrer que isomorphisme booléenne « est une relation d’équivalence sur chaque ensem-
ble d’algebres de Boole.

4. Soit f : B — C un isomorphisme booléen. Montrer que si a est un atome de B, alors

f(a) est un atome de C.

Exercice 5 Soit B = {1,2,3,5,6,10, 15,30} I’ensemble de tous les entiers positifs diviseurs de 30.

(a) Montrer que (B, pged, ppem) est une algeébre de Boole.



(b) Trouver une formule pour savoir comment calculer le complément d’un ’d’un élé-
ment a € B.
Soit n un entier positif et B I’ensemble des diviseurs positifs de n.

(¢) Montrer que (B, pged, ppcm) est une algebre de Boole, si et seulement si n n’a

pas de diviseur de la forme p?, o1 p est un nombre premier. Quels sont les atomes
de B?



