Université Mohamed Boudiaf -M’sila-

Faculté de mathématiques et de ’informatique
Département de mathématiques

3éme année licence

Equation de la physique mathématique

TD 3: Méthode de séparation des variables.
Corrigé

Exercice 01
D’apres le résultat du cours dans le cas des conditions aux limites du type
Dérichlet avec k = 17 et L = 7, la solution est donnée par la formule suivante

+oo .
t) = Z S§p sin(nz)e 1T
n=1

ou
Op = — /7r sin(na)dz = —[— cos(nz)|% = —(COS(T) - (=™
"o E 2 n 2
d’ou
+
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= Z = (cos(—) — (=1)") sin(nmz/L)e 1™t

T
Explication
1) on cherche une solution de la forme

u(z,y) = X(2)T(t) )
substituant (*) dans ’équation on obtient
X// T/
T'X = 17TX" = — -\ AER

X 1T
Alors les deux ODEs sont

X"+AX =0
T+ 17 T =0

En outre, on a :

On obtient donc un probléme & valeurs propres :

X"+ AX =0
{ X(0) = X(n) =0



En étudiant ce probléme selon les valeurs de A
Cas 1 A = —p? < 0, alors la solution est donnée par

X(z) = aeh® 4 fe™H*

X0)=a+5=0 a=-p
X(m) = ae!™ 4+ fe *T =0 ael™ + Be HT =0
a=08=0

b4
b
[

U = 0 (solution triviale)
Cas 2 A = 0, alors la solution est donnée par X (z) = ax + 8

X(0)=p=0 _ 5
{X(?T)OL?TO = a=§=0
= X=0

= U =0 (solution triviale)

Cas 3 A = pu? > 0, alors la solution est donnée par X(x) = acos(ur) +
Bsin(pz)

{ XO=a=0 { sin(i:))ozo

{ a=20
umr=nm, n € Z*
= pu=n,ners”
= p=n, n€ N (car: sin(—z)= —sin(z))
d’ou
{ An=n% neN*
X, (x) = B, sin(nx)

résolvant maintenant I’équation
T, +1m*T, =0, n€ N
on trouve )
T, (t) =~,e "Wt ne N

d’ou

—17(n)?t —17n%t

up(x,t) = B, sin(nx)y,e = d, sin(nx)e

Par le principe de superposition, on obtient

—+oo

2

u(z,t) = Z Sy sin(nz)e 1T
n=1



calculant §,,, de la condition initiale

+oo
u(@,0) = £(0) = 3 b, sin(na)e=
n=1

Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de
la donnée initiale f(z), ou

4 nmw

=1 /wau) sin(rna)do = - / 2sin(ne)dz = - (cos("0) ~ (~1)")

T )z ™ 2

Exercice 02
1) on cherche une solution de la forme

u(z,y) = X (2)T(t) *)
substituant (x) dans (1) on obtient

X// T/
TX =kTX" = "—=-—=-)\, A\éR
X il » A€
Alors les deux ODEs sont

X"+ XX =0
T +kXT =0

En outre, on a :

{ um(o,i) =

X'(0)T(t)
Uy (L, 1) X'

g _ D = X'(0)=X'(L) =0

On obtient donc un probléme & valeurs propres :

X'"+XX =0
{ X'(0)=X'(L)=0

En étudiant ce probléme selon les valeurs de A
Cas 1 A = —p? < 0, alors la solution est donnée par

X(z) = ae!® 4 fe™H*

X'(0)=0 a=—-0
{ X' (L)=0 = { plaett — BeHL) =0
= a=f8=
= X=0
= U =0 (solution triviale)



Cas 2 A = 0, alors la solution est donnée par X (z) = az + 3

X'0)=0 _ [ a=0
X(L)=0 7\ X() =5
Cas 3 A = p? > 0, alors la solution est donnée par X (z) = acos(px) +

Bsin(ux), X'(x) = p(—asin(pz) + 5 cos(ux))

{X’(O) % N { p(B) =0

X'(L) p(—asin(pl)) =0

p=0
sin(ul) =0
= wuLl=nm, neZ"

nm
= p=—

T nE N* (car: sin(—z) = —sin(z))

d’ou

An = (LLW)Q’ nenN
Xn(z) = ay cos(Fx)

résolvant maintenant I’équation
nmw

on trouve )
To(t) = 7, *CE)t ne N

d’ou

—RCEE = 5, cos(ﬂx)e_k(%)zt

Un (2,t) = ay cos(ﬂx)'yne 7

L
Par le principe de superposition, on obtient

“+o0

“+o0
u(z,t) = nz:%an cos(”%x)e*k%ft =80+ dn cos(”%x)efﬂ%ﬁ

n=1
calculant ¢,,, de la condition initiale

“+o0
u(z,0) = f(z) = do + Z On cos(n%:c)

n=1

Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier paire de la
donnée initiale f(z)
2)

+oo
u(w,t) = 6o + Z On COS(nz)eilQ(%)Zt

n=1



50:%f01f33 z=21[T(1+sin’z)de=1 [T 1—Sln(3)+§rsm( z))dr = (7 +4/3)/7
6n =% [y f(z)cos(na)dr = 2 [T(1+sin®z) cos(nz)de = 2 (1 — sin(3z) + 3sin(z)) cos(nx)dx
2(6(-1)"+1)

- m(nt —10n2 4+ 9)
3) t_l}inoo u(z,t) = dp
Exercice 03

Ut = Uz +hu, O<z<m, t>0
u(0,t) = uy(m,t) =0, t >0
w(z,0)=z(r—z), 0<zx <

ou h est une constante réelle.
1) on cherche une solution de la forme

u(z,y) = X(2)T(t) )
substituant (x) dans (1) on obtient
X// T/

T'X:TX”—&—hXT:>7 T_h_ -\, AER

Alors les deux ODEs sont

X"+ XX =0
"+ A=h)T =0

En outre, on a :
u(0, X(0)T'(t) —XT() —
{ul ): X' () T(#) = X0)=X'(n)=0

On obtient donc un probléme & valeurs propres :

/-\/-\

X"+ XX =0
{ X0)=X'(mr)=0

En étudiant ce probléme selon les valeurs de A
Cas 1 A = —pu? < 0, alors la solution est donnée par

X(z) = ael® 4 fe™H*

{X(O):a—i-ﬁ—o N { a=—f
X'(m) = plaeh™ — fe ™) =0
= a=f8=
= X=0
= U =0 (solution triviale)



Cas 2 A = 0, alors la solution est donnée par X (z) = az + 3

{ X(0)=8=0

X'(m)=a=0 = a=f§=0

= X=0
= U =0 (solution triviale)

Cas 3 A = p? > 0, alors la solution est donnée par X (z) = acos(ux) +
Bsin(uz), X'(z) = p(—arsin(uz) + B cos(s))

{ PR { i con(ur) = 0

N a=0
cos(um) =0
= ;urz(?n-i—l)gﬂ, nez

2n+1
Mzi

5 nE N (car: cos(—x) = cos(x))

d’ou

résolvant maintenant I’équation

T + [(2"2+ Ly =0 nen
on trouve
T,(t) = vne[h*(%ﬁt, nenN
d’ou
up(z,t) =6, sin(2n + 1x)’yne[h7(2n2¢)2]t =J, sin(wz)e[}“(%ﬁﬁt

Par le principe de superposition, on obtient

“+oo “+oo

U(iﬂ, t) = nzf:o(sn Sin( TL;— l-)e_k(T)2t = 7;)(571 sin( n;— l')e[h_(L;rl)ﬂt
calculant ¢, de la condition initiale
+oo
2n+1
0) = —z) = Oy, si
u(z,0) = x(7m — ) ; sin( 5 x)



Cette derniére série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de
la donnée initiale f(z) = z(r — z), ou

2 [T on + 1 2
671 = — — 51 d =
/0 a(m—z) sin( D = R T o v en 1)

- (=47 cos(mn)—8nm cos(mn)+16))

Exercice 04

Ut = Ugy — U, O<l’<1, t>0
u(0,t) = uy(1,8) =0, t >0
ulw,0) =22 - 2), 0z <1

1) on cherche une solution de la forme
u(z,y) = X(2)T(1) *)

substituant (*) dans (1) on obtient
X// !
Te=TX" - XT="="+1=-)\ ACR
T = X T + , AE
Alors les deux ODEs sont
X"+ XX =0
T"+A+1)T=0
En outre, on a :

u(0,1) = 0 = X(0)T (1) e
{ us(1,8) =0 = X'()T(t) X(0)=X'(1)=0
On obtient donc un probléme & valeurs propres :

X" 4+ AX =0
{ X(0) = X'(7) =0

En étudiant ce probléme selon les valeurs de A
Cas 1 A = —p? < 0, alors la solution est donnée par

X(x) = aet® + pe™H

I+

{ X(0) =

B=0 a=-p
X'(1)=0

7\ ulaet — ey =0
= a=0=0

= X=0

= U =0 (solution triviale)

D

Cas 2 A = 0, alors la solution est donnée par X (z) = azx + 8

X(0)=8=0 _5_
{X’(l)aO = a=§=0
= X=0

= U =0 (solution triviale)



Cas 3 A = p? > 0, alors la solution est donnée par X (z) = acos(px) +
Bsin(ua), X'(x) = p(—asin(ur) + § cos(jua))

=0 N a=10
0 3 cos(p) =0
a=0
cos(p) =0
= u:(2n+1)g7r,n€Z
= pu=02n+ 1)%, n € N (car: cos(—z) = cos(x))
d’on

A= (BBH7)2, neN
Xo(z) = B, sin 2t nz)

résolvant maintenant I’équation

2 1
T+ [( "; )24+ 1)T, =0, ne N
on trouve it 2
Tn(t) = ’Y'rle_[l—‘r(Tﬂ-) ]t) n e N
d’ou

n+1
2

2ntl e ()

ﬂx)vne_[l"'(%)z]t = 0y, sin( x)

un(x,t) = B, sin(

Par le principe de superposition, on obtient

+o0o +o00o
2 1 n 2 2 1 n 2
u(z,t) = E 8., sin( n2—|— 771:)67[1“2 2 )l = E 0, sin( n2—|— 7T$)€7[1+(2 )]t
n=0 n=0

calculant ¢,,, de la condition initiale

“+o0
u(z,0) =z(r —z) = Z On sin(2n2+ 17r:n)

n=1

Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de
la donnée initiale f(z) = x(7m — z), ou

2 2n+1 2 1 1 2

2

~ 2cos(m(n + )

mx)dr = ;(COS(W(TH‘*))(

s

5y =2 /01 2(2—2) sin

w3 (n + %)3

w(n+ %)



