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Examen �nal.

Algèbre 1

Exercice 01 :

1. Soient P , Q deux propositions.

(a) À l'aide de la table de vérité, véri�er que :

(P ∧Q)⇔ (P ∨Q)

2. Démontrer par récurrence : ∀n ∈ N∗, 2n > n .

3. Soient A,B deux parties non vide d'un ensemble E.

(a) Trouver l'expression de la di�érence symétrique A∆B.

(b) Déduire l'expression de la di�érence symétrique A∆B, pour A ∩B = ∅.

Exercice 02 :

Soit R, la relation dé�nie sur R∗ par :

∀x, y ∈ R∗, xRy ⇔ x− 1

x
= y − 1

y
.

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.

2. Déterminer la classe d'équivalence de a ∈ R∗, puis trouver l'ensemble quotient R∗/R.

Exercice 03 :

1. Soit G = R, on dé�nit sur G la loi de composition interne ∗ dé�nie par :

∀x, y ∈ G, x ∗ y = x + y − 1

2
.

(a) Montrer que ∗ est une loi commutative.

(b) Montrer que (G, ∗) est un groupe.

2. Soit,

f :(G, ∗) −→ (R,+)

x 7−→ f(x) = 2x− 1.

(a) Montrer que f est homomorphisme de groupe.

(b) L'application f est-elle bijective ? justi�er.

(c) Déduire un autre nom pour l'application f .

Exercice 04 : On considère le polynôme P (X) de R[X], qui s'écrit,

P (X) = X3 + 2X2 + aX + b.

1. Déterminer les valeurs de a et b pour que P (X) admette i comme racine dans C.
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Corrigé type d'examen �nal.

Algèbre 1

Correction de l'exercice 01 :

1. Soient P , Q deux propositions.

(a) À l'aide de la table de vérité, montrer que : (P ∧Q)⇔ (P ∨Q).

P Q P Q P ∧Q P ∧Q P ∨Q (P ∧Q)⇔ (P ∨Q)
1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1

2. Par récurrence démontrons que : ∀n ∈ N∗, 2n > n .
Soit P (n) la propriété : 2n > n.

• Pour : n = 1, 21 = 2 > 1, c'est vraie.

• Supposons que, P (n) est vraie.i.e : ∀n ∈ N∗, 2n > n .

• Démontrons que, P (n + 1) est vraie.i.e : ∀n ∈ N∗, 2n+1 > n + 1 .

Nous avons,
2n+1 = 2× 2n > 2n,

et on a, pour tout n de N∗, 2n > n + 1. Donc,
2n+1 > n + 1,

P (n + 1) est vraie, alors P (n + 1) est vraie pour tout n de N∗.

3. Soient A,B deux parties non vide d'un ensemble E.

(a) L'expression de la di�érence symétrique A∆B.

A∆B = (A−B) ∪ (B −A)

(b) Déduire l'expression de la di�érence symétrique A∆B, pour A ∩B = ∅.
Si : A ∩B = ∅ ⇔ (A−B = A, et B −A = B). Donc,

A∆B = A ∪B

Correction de l'exercice 02 :

Soit R, la relation dé�nie sur R∗ par :
xRy ⇔ x− 1

x
= y − 1

y
.

1. R est une relation d'équivalence.

(a) R est ré�exive car,

∀x ∈ R∗, x− 1

x
= x− 1

x
⇔ xRx

ce qui montre que R est ré�exive.
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(b) R est symétrique car on a,

∀x, y ∈ R∗, xRy ⇔ x− 1

x
= y − 1

y
,

⇔ y − 1

y
= x− 1

x
,

⇔ yRx.

donc
∀x, y ∈ R∗, xRy ⇔ yRx.

ce qui montre que R est symétrique.

(c) R est transitive car on a,

∀x, y, z ∈ R∗, xRy ∧ yRz ⇔ x− 1

x
= y − 1

y
∧ y − 1

y
= z − 1

z
,

⇒ x− 1

x
+
�

�
�

y − 1

y
=
�

�
�

y − 1

y
+ z − 1

z
,

⇒ x− 1

x
= z − 1

z
,

⇒ xRz.

donc
∀x, y, z ∈ R∗, xRy ∧ yRz ⇒ xRz

ce qui montre que R est transitive.
De (a), (b) et (c), on déduit que R est une relation d'équivalence.

2. Déterminons :

(a) La classe d'équivalence de a ∈ R∗. Nous avons,

ȧ = {x ∈ R∗, xRa}

alors,

xRa⇔ x− 1

x
= a− 1

a
,

⇔ x− 1

x
− a +

1

a
= 0,

⇔ ax2 − (a2 − 1)x− a

ax
= 0, et ax 6= 0,

⇔ ax2 − (a2 − 1)x− a = 0.

∆ = a4 + 2a2 + 1 = (a2 + 1)2 ⇒
√

∆ = a2 + 1.

x =
a2 − 1 + a2 + 1

2a
=

2a2

2a
= a,

∨

x =
a2 − 1− a2 − 1

2a
= − 2

2a
= −1

a
.

Ainsi,

ȧ =

{
a,−1

a

}
(b) L'ensemble quotient R∗/R D'après les classes d'équivalence de a, (a ∈ R∗), par suite

R∗/R =

{{
a,−1

a

}
, a ∈ R∗

}
.
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Correction de l'exercice 03 :

1. Soit G = R, la loi de composition interne ∗ dé�nie sur G par :

∀x, y ∈ G, x ∗ y = x + y − 1

2
.

(a) ∗ est une loi commutative. Nous avons,

∀x, y ∈ G, x ∗ y = x + y − 1

2
= y + x− 1

2
= y ∗ x,

d'où,
∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x.

ce qui montre que ∗ est une loi commutative.

(b) (G, ∗) est un groupe.

i. ∗ est associative.
∀x, y, z ∈ G, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) .

A. (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ y) + z − 1
2 = x + y − 1

2 + z − 1
2 = x + y + z − 1.

B. x ∗ (y ∗ z) = x + (y ∗ z)− 1
2 = x + y + z − 1

2 −
1
2 = x + y + z − 1.

De A. et B., on déduit que ∗ est associative.
ii. ∗ admet élément neutre. Soit e est un élément neutre de ∗ dans G, et comme la loi ∗ est commutative, on a :

∀x ∈ G, x ∗ e = e ∗ x = x

x ∗ e = x⇔ �x + e− 1

2
= �x⇔ e =

1

2
∈ G.

iii. ∗ admet un élément symétrique (Inverse). Soit x ∈ G, alors il existe un x′ ∈ G tel que :

x ∗ x′ = e =
1

2
.

x ∗ x′ =
1

2
⇒ x + x′ − 1

2
=

1

2
⇒ x′ = 1− x ∈ G.

De i., ii. et iii., on déduit que (G, ∗) est un groupe.

2. Soit,

f :(G, ∗) −→ (R,+)

x 7−→ f(x) = 2x− 1.

(a) Montrons que f est homomorphisme de groupe. Soit x, y ∈ G, alors

f(x ∗ y) = 2(x ∗ y)− 1

= 2

(
x + y − 1

2

)
− 1

= (2x− 1) + (2y − 1)

= f(x) + f(y)

(b) L'application f est bijective, car

∀y ∈ R, ∃!x ∈ G, y = f(x).

Pour tout y ∈ R, l'équation y = 2x− 1 admet solution unique x = y−1
2 ∈ G.

(c) Comme l'application f est homomorphisme et bijective alors f est isomorphisme..

Correction de l'exercice 04 : Soit le polynôme P (X) de R[X]

P (X) = X3 + 2X2 + aX + b.

/ Déterminons les valeurs de a et b pour que P (X) admette i comme racine dans C.

P (i) = 0⇔ i3 + 2i2 + ai + b = 0,

⇔ −i− 2 + ai + b = 0,

⇔ (b− 2) + (a− 1) i = 0.

Donc,
b− 2 = 0,∧ a− 1 = 0⇒ a = 1 ∧ b = 2.
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