UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF-M’SILA DEPARTEMENT DE L'INFORMATIQUE

Premiére année informatique Le :11 Janvier 2023
Semestre 1 Durée : 1" :30 min.

Examen final.
Algébre 1

Exercice 01 :

1. Soient P, () deux propositions.

(a) A l'aide de la table de vérité, vérifier que :

(PAQ) & (PVQ)
2. Démontrer par récurrence : Vn € N*, 2" > n .
3. Soient A, B deux parties non vide d’un ensemble E.

(a) Trouver 'expression de la différence symétrique AAB.
(b) Déduire I'expression de la différence symétrique AAB, pour AN B = ().
Exercice 02 :
Soit R, la relation définie sur R* par :
. 1 1
Ve,ye R*, 2Ry &z —— =y — —.
T Y

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de a € R*, puis trouver I’ensemble quotient R?R.

Exercice 03 :

1. Soit G = R, on définit sur G la loi de composition interne x définie par :
1
Vz,y € G, x*y:x+y—§.
(a) Montrer que * est une loi commutative.

(b) Montrer que (G, *) est un groupe.
2. Soit,
f :(Ga *) — (Ra +)

r+— f(z) =2z — 1.

(a) Montrer que f est homomorphisme de groupe.
(b) L’application f est-elle bijective 7 justifier.
(c) Déduire un autre nom pour l'application f.
Exercice 04 : On considére le polynome P(X) de R[X], qui s’écrit,
P(X)=X?+2X?+aX +b.

1. Déterminer les valeurs de a et b pour que P(X) admette ¢ comme racine dans C.
1
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1. Soient P, @ deux propositions.

(a) A l'aide de la table de vérité, montrer que : (P A Q) < (P V Q).

0.50.5 0.5 0.5 0.5 0.5
PIlQ|P|Q|PAQ|PAQ|PVQ | (PAQ) = (PVQ)
1/1]0]o0 0 1 1 1
1001 1 0 0 1
ol1[1]0 0 1 1 1
olo|1]1 0 1 1 1

2. Par récurrence démontrons que : Vn € N*| 2 > n .
Soit P(n) la propriété : 2" > n.

e Pour : n =1,2! =2 > 1, c’est vraie. (.5
e Supposons que, P(n) est vraie.d.e : Yn € N* 2" > n .
e Démontrons que, P(n + 1) est vraiei.e : Vn € N*, 2l > pn 1.

Nous avons,
ol — 9 % 2" > 2, 0.5

et on a, pour tout n de N*, 2n > n + 1. Donc,
2"*'>n+1, 0.5

P(n+ 1) est vraie, alors P(n + 1) est vraie pour tout n de N*.
3. Soient A, B deux parties non vide d’un ensemble E.

(a) L’expression de la différence symétrique AAB.

AAB=(A-B)U(B-4) 05

(b) Déduire Pexpression de la différence symétrique AAB, pour AN B = ().
Si: ANB=0«< (A—B=A,et B— A= B). Donc,

Uk AAB=AUB 0.5

Soit R, la relation définie sur R* par :

1
TRy r——=y——.
x

1. R est une relation d’équivalence.

(a) R est réflexive car,

1 1
VreR*, x——=2x— — < zRx
x x

ce qui montre que R est réflexive. (4



(b) R est symétrique car on a,

1 1
Ve, y e R*, Ry — —=y— —,
€ Y
1 1
FY— =T = —,
y x
& yRa.
donc
Va,y € R*, 2Ry < yRx.
ce qui montre que R est symétrique. 01
(¢) R est transitive car on a,
1 1 1 1
Ve,y,z ER*, sRyAyRz s ——=y——Ay—— =2z — —,
x y Yy z
>r——F+YyF—=yF—-+z- -,
Y Y z
1 1
=>Tr——=2——,
z

donc
Vr,y,z € R*, 2Ry AyRz = xRz

ce qui montre que R est transitive. ()1
De (a), (b) et (c), on déduit que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminons :
(a) La classe d’équivalence de a € R*. Nous avons,

a={r e R*, zRa}

alors,

1
xRa@a:—f:a—a, 0.5
1
Sr———a+-=0,
a
2 2
— (a2 =1z —
az” — (a )z azO,etaz;«éO,

<:>ax27(a2—l)x—a:0.0_5

A:a4—|—2a2—|—1:(a2—|—1)2$\/Z:a2+1.0_5

a2—1+a2+1_2a2

T T2, % 05
\Y

_azfl—aQ—l_ 2_ 1

v 2a T 28 a 0.5

Ainsi,

(b) L’ensemble quotient R;R D’aprés les classes d’équivalence de a, (a € R*), par suite

1
R?R: {{a,—a}, GER*} 0.5
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1. Soit G = R, la loi de composition interne x définie sur G par :
1
Vz,y € G, x*y:x—l—y—i
(a) * est une loi commutative. Nous avons,
1 1
Va,y € G, x*y=x+y—§ =y+m—§ =y*zx,
d’ou,
Ve,y€e G, txy=1yx*x.
ce qui montre que * est une loi commutative. 0.5
(b) (G, x*) est un groupe.
i. * est associative.
Vr,y,2 € G, (zxy)xz=x % (y*2).
A (zxy)xz=(zxy)+z—3=ac+y—3+z—3=a+y+2-1.0.5
B.ox(ysz)=x+(y*2)—t=a+y+z—-31-1=a+y+2-1 0.5
De A. et B., on déduit que * est associative.
ii. * admet élément neutre. Soit e est un élément neutre de * dans G, et comme la loi * est commutative, on a :

Ve e G, xxe=exxr ==

x*e:x@yé—i—e—%:yé(:)e:%EG. 01

iii. * admet un élément symétrique (Inverse). Soit z € G, alors il existe un 2’ € G tel que :
1

rxxr =e==.

2

=2=1-2z€G.01

N =

x*x':1:>x+x’——:
2 2
De i., ii. et iii., on déduit que (G, *) est un groupe.
2. Soit,
f :(Gv*) - (Ra +)
x— f(x) =2z — 1.

(a) Montrons que f est homomorphisme de groupe. Soit z,y € G, alors

flaxy)=2(z*y) -1

1
:2<x+y—§>—1

=2zx—-1)4+(2y—1)
= f(@)+fy) 01
(b) L’application f est bijective, car

Yy eR, Az e G, y=f(2). 0.5
Pour tout y € R, I’équation y = 2z — 1 admet solution unique x = y%l €G. 0.5
(c) Comme I'application f est homomorphisme et bijective alors f est isomorphisme.. 5

[Correction dePexercice 041 Soit le polynome P(X) de R[X]
P(X)=X*4+2X?+aX +0.

© Déterminons les valeurs de a et b pour que P(X) admette ¢ comme racine dans C.

0.5 0.5
P@i)=0%i*+2i*+ai+b=0,

& —i—24ai+b=0,
& b-2)+(a—-1)i=0.05
Donc,
b—2=0ANa-1=0= a=1Nb=2. 05
3



