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Questions de cours : (04 Pts)
1. Donner la définition formelle de : << la suite de réels (u,,)nen converge vers m >> .
2. Donner la définition formelle de : << la fonction f : R — R tend versmen 1 >> .
3. Enoncer le théoréme de Rolle.
4. Enoncer la régle de 'Hospital.

Exercice 1 : (04 pts)
Soit A I'ensemble suivant : A = {x € R, 2.0 < 4 — 22}
— Déterminer ’ensemble A.
— Déterminer, s'il existe I’ensemble des majorants, I’ensemble des minorants, inf(A), min(A), sup(A)
et max(A).
Exercice 2 : (06 Pts)
On définit les deux suites (U, )nen €t (vy)nen par :

U():l ¢ 1)0:2
, €
Upr1 =1+ u,, VneN Upt1 =+V1+v,, VneN

1. Montrer que la suite (u,),en est croissante et la suite (v, ),en est décroissante.

1
2. Montrer que Vn € N on a |u,11 — vpy1| < §|un — Up.

, 1
3. Montrer par récurrence que Vn € N on a |u,, — v,| < o

4. Déduire que (u,)nen €t (v, )nen sont adjacentes et calculer leur limite commune.

Exercice 3 : (06 Pts)
Soit la fonction f: R — R définie par :

3—z2
si x<1
flz) = 1 2
— si x>1
T

Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
Montrer que f est continue sur Dy.

Montrer que f est dérivable sur Dy.

= W o=

En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe ¢ €]0,2[ tel que

2f'(e) = f(2) = f(0).

- Déterminer toutes les valeurs possible de c.



Corrigé de ’examen d’analyse 1

Questions de cours : (04 pts)

1. Ve >0, dIN e N,Vn > N alors |u,, — 7| < e. ... (0.5)
2.Ve>0,30>0,Ve eR, sijlz -1 <d=|f(z) —7| <e ... (0.5)
3. Théoréme de Rolle : soit f : [a,b] — R telle que : .. (1.5)

— f continue sur [a, b];

— f dérivable sur a, b];

— f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.
4. Regle de I'Hospital : Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et soit xqg € I. On

suppose que ... (1.5)

— [f(zo) = g(20);

— Vz € /I\{a:o} : g'(xg) # 0.
Lo

Si lim - =lalors lim f(zo) =1
Tr—T0 g (l‘o) Tr—T0 g(l'o)

Exercice 1 : (04 pts)

— L’ensemble A : On remarque que :

V2.2 <Vi—2r V2.2 <\/22-2) < V2—1}

eSiz>0et2—2>0,doncx €[0,2] deplusz®>+2—-2<0; ze€]—2,1[N[0,2] =10,1].
o Siz <0; x <+2—x est vérifier donc x €] — 00,0

Par conséquent 'ensemble A = [0, 1[U] — 00, 0[=] — 00, 1] .. (2)
— L’ensemble des majorants : [1,4o00[. L’ensemble des minorants : n’existe pas.
sup(A) =1, max(A) : n’existe pas inf(A), min(A) : n’existes pas. - (2)

Exercice 2 : (06 pts

1. Pour découvrir laquelle est croissante et laquelle décroissante, on peut, par exemple commen-
cer a calculer quelques termes de chacune.

w=1, u=vV2>uy u=V1+vV2>uwy (car2<1+\/§$\/§<\/1+\/§)
v=2, v=vV3<w, vy=V1I+V3<V3 (carl++v3<3=1+V3<V3)

Donc on peut conjoncture que (u,) est croissante et (v,,) est décroissante.
*  Montrons, par récurrence que (u,) est croissante :
On a u; — ug > 0; on suppose que u,1 — u, > 0; alors

Upt1 — Un
un+2_un+1:\/1+un+1_\/1+un:\/1 i > 0.

+un+1 + \/1 + Unp,

D’ou (u,) est croissante. .. (1)
*  (vy,) est décroissante de la méme fagon :
On a v; — vy < 0; on suppose que v,,1 — v, < 0; alors

Un+1 — Un
Un+2_vn+1:\/1+vn+1_\/1+vn:\/1 a

<0
+un+1+\/l+un -

D’ou (v,,) est décroissante. .. (1)



[
VItu, +vVI+ov,
Il est clair que Vn € N, uw,, > 0etwv, > 0. Donc v/1+u, > let/1+wv, > 1, dou
1 1

|tns1 — Vpy1] = ‘\/1 + U, — V1 + vp| =

<
Vit+u, +/14+v, = 2

1
Donc  |upi1 — Upi| < §|un — Uy (1)

3. Montrons par récurrence que Vn € N : |u, —v,| < —

< o
1
Powrn=0: |uy—wv|=1-2=1< 2 vérifier.
1
Supposons que Vn € N : |u, —v,| < . et nous montrons que Vn € N : |u, 1 —v,41| < St ?

On a d’apres la question précédente

11
= -0

N —
N—

1
[Uns1 — Vng1| < St —vp| <
2

1
4. On a (u,) est croissante et (v,) est décroissante et lim |u, —v,| =0 car lim — = 0. Donc
n—-+o0 n—+oo 2N

les deux suites sont adjacentes. (1)

5. Dans les deux cas on a :

I=VI+laP-1-1=0,A=5 I = ..(0.75)

[y < 0, impossible, doncl = [l =

Exercice 3 (06 pts) :

1. Df=R. .. (0.5)

3 1
2. Pour x < 1, la fonction f est continue car f polyndéme (5 — 5:(;2)

1
Pour z > 1, la fonction z — — est continue, il reste
x
Pour z = Tona lim f(2) = lim * — 1= f(1) et lim f() = lim > —1— f(1)
ourx =1ona lim f(z)= lim —=1= et lim f(x)= lim =1=
z—1+ z—1+t T =1 z—1— 2
D’ou f est continue sur Dy. .. (1,5)

3. On remarque pour = # 1, f est dérivable (comme précédent sur la continuité)

— Pour z < 1: limM—
r—1— z—1 z=1- 1 —1

— Pourz >1: lim —f—"—~
r—1+ rz—1 z—1+t x — 1

Dot fi(1) = f;(1). f est dérivable en 1, par conséquent f est dérivable sur Dy .. (1.5)
4. Théoreme des accroissements finis (TAF) : si f fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
la, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
On a f continue sur [0,2] et dérivable sur |0, 2[ alors d’apres le (TAF), il existe ¢ €]0, 2], tel
que f(2) = f(0) = (2-0)f'(c) =2f(c) .. (1)

Les valeurs possible de ¢ .. (1)

_ ! _3 L3 _gp o) = 2+
F@) =1 et f(0) = 2.done L2 =200 & 1) =
Alors



1 1

f’(c):—c:—§:>c:§.

1 1
— Pour 1 < ¢ <2, f’(c):——2:—§:>62:2:>c::|:\/§.
c

Puisque — /2 ¢]0, 2[ alors ¢ = /2.

— Pour0<c <1,



