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Examen : Programmation Linéaire (PL) (Corrige Type)
Durée: 1h30 - Documents interdits Année Universitaire : 2022 / 2023
Date : 16/01/2023 (14 : 30 — 16 : 00) Niveau : L3Sl Semestre : 6

Exercice 1 : (8 points / 40 minutes)

Un artisan fabrique des objets A et de objets B.

La réalisation d'un objet A, demande 30 DA de mati¢ére premiere et 125 DA de main d'ceuvre. La
réalisation des objets B demande 70 DA de maticre premicre et 75 DA de mains d'ceuvre. Les
profits réalisés sont de 54 DA par objet A, et de 45 DA par objet B.
La dépense journaliére en matiere premiére ne doit pas dépasser 560 DA. La dépense journaliére
en main d’ceuvre ne doit pas dépasser 1 250 DA.

Q1) Identifier les variables de décision du probleme. (0.5 + 0.5 = 1 pt)

» X1 :le nombre d’unités du premier objet A
» X2 :le nombre d’unités du deuxiéme objet B
Q2) Ecrire le programme linéaire Primal (P) qui permet d’optimiser les profits. (1 pt)

Le programme linéaire qui modélise ce probléme est :

max Z = 54x; + 45x,
30x; + 70x, < 560
125x; + 75x, < 1250
x1=20,x, =20

Q3) Donner le dual (D) [forme canonique] du programme linéaire (P). (1 pt)

Forme canonique du dual

30y, + 125y, > 54
70y; + 75y, = 45
y120,y, 20
Q4) Trouver la forme standard du programme dual (D) . (0.5+ 0.5 =1 pt)

Forme standard du dual
min W = 560x; + 1250x,

30y; + 125y, —e; = 54
70y, + 75y, — e, = 45
Y1, Y2, €162 20
Le M-probléme auxiliaire associé au probléme (II) s’écrit :
min W = 560x; + 1250x, + MA, + MA,

30y, + 125y, —e; + A; = 54
70y; + 75y, — e, + A, = 45

Y1, Y2, €1,€2,41,4; 2 0
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Q5) Trouver la solution du programme linéaire Primal (P) a partir de la solution de son
Dual (D) en utilisant la méthode de SIMPLEX pour maximiser le bénéfice. (1 x 4 pts)
D’apres la premicre et la deuxiéme contraintes :

Ay =54 =30y, — 125y, + ¢4
A, =45 =70y, — 75y, + e,
D’ou min W = 560y; + 1250y, + MA, + MA,
min W = 560y; + 1250y, + M(54 —30y; — 125y, + ;) + M(45 —=70y, — 75y, + e3)
max Z = (560 — 100M)y; + (1250 — 200M)y, + Me, + Me, + 99M

min W = 560x; + 1250x, + MA; + MA,
30y; + 125y, —e; + A; = 54
70y, + 75y, — e, + A, = 45
Y1, Y2, €1,€2,41,4; 20

217

Tableau initial : (1 pt) 1
Y1 )!2 1 ez Ay A, C;
A 30 125 -1 0 1 0 54 54/125=0.432 ==—p
A, 70 75 0 -1 0 1 45 45/75=0.6
Min W —¢; 560 1250 M M 0 0 | -99M
—100M —200M
Itération 1 : (1 pt) 1
V1 V2 eq e, Aq A, C;
Vs 30/125 1 -1/125 0 1/125 0 54/125 54/30
A, 52 0 3/5 -1 -3/5 1 63/5 63/260 =—p
MinW =il om | O | MM g |0 | s
Itération 1 : (1 pt)
Y1 Y2 e, e, Aq A, Ci
Vs 0 1 -7/650 | 6/1300 | 7/650 | -6/1300 | 81/250
V1 1 0 3/260 -1/52 -3/260 1/52 63/260
MinW — ¢ 0 0 7 5 -1+M -5+M - 603
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Le critére d’optimalité est vérifié, la solution (y4,y,) = (

63 81
260’ 250

probleme dual (D), avec Min W = 603.

Donc on déduire que, la solution pour le probléme Primal (P) est : (xq,x3) = (7,5)
est optimale pour le probléeme Primal (P), avec MaxZ = 603. (1 pt)

Exercice 2 : (6 points / 25 minutes)

On se donne le programme linéaire (P) suivant: <

La solution proposée pour (P)

Questions

Q1) Donner la forme standard du programme (P) et vérifiez que la solution proposée est

réalisable. (1 +1=2

5
est: (xq, Xg, X3, Xy, X5, Xg) = (O,O,E,%, 0, %)

pts)

La forme standard du programme (P) : (1 pt)

\

maxz = 4x; + 5x, + x3 + 3x4 — 5x5 + 8x¢

X1 —4x3+3x4 +x5+x5+te; =1
5x1 + 3x, + x3 —5x5 + 3x5 + e, =4

) 4x, + 5%, —3x3 + 3x4 —4x5 + x5 + €3 =4

—Xy + 2x4 + X5 — 5x¢ + €4, =5
—2x1 + X, + X3+ x4+ 2x5 + 2% + €5 =7
2x1 — 3x, + 2x3 — x4 +4x5 + 5xg + €6 =5

X1,X2,X3, X4, X5, X6, €1, €2, €3, €4, €5,€6 = 0

Vérifier que la solution proposee est réalisable (1 pt)

En remplacer les valeurs de x4, x5, x3, X4, X5, et X dans les contraintes:

) est optimale pour le

maxz = 4x; + 5x, + x3 + 3x4 — 5x5 + 8%
X1 —4x3+3x4+x5+x5 <1
5x; +3x, + x3 —5x5 +3x5 < 4
4x1 + 5%, —3x3 + 3x4 —4x5 + x5 < 4
—Xy + 2%x4 + X5 — 5x <5
—2X1 + Xy + X3+ X4+ 2x5+2x5 <7
2x1 — 3%y + 2x3 — x4 + 4Xx5 + 5x5 <5
\ X1,X2,X3,X4,Xs5,Xg = 0
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(maxz = 4x; + 5x, + x3 + 3x4 — 5x5 + 8x4
4 ><5+3><7+ 1+ =1
2 2T 27T )
5 1 i e; =0
E+3XE+€2:4 e;:O
32 r3xlely 4 &5 =5
—o X = X = el = = —
) 2 22T I R
L Sxliye=s i =3
2 X 57 X > +e, = z: >
E+E+ XE+€5— e =1
2 > 7+5 1+ 5 =5
X=—=+5X%X= =
272 2"
\ X1, Xy, X3, X4, X5, Xg, €1, €5, €3, €4, €5,e¢ =0
Donc e, e;,e3,e;,ez,e¢ = 0 ====> lasolution proposée est réalisable

Q2) Ecrire le dual (D) du programme (P). (1 pt)
Ecrire le dual (D) du programme (P)
minw = y; + 4y, +4y; + 5y, + 7ys + 5y,
y1+5y; +4ys —2ys + 2y, 2 4
3y, +5y3 = Ya+¥s —3y6 =5
—4y;1+y, —=3y3+ys +2ys 2 1
3y1 +3y3+ 2y, +ys— Y6 =3
V1= 5Y2 —4yz + ya + 2y5 + 4ys = =5
y1+3y2 +¥3 = 5ys +2y5+ 5y 2 8
Y1,Y2, Y3, Y V5, Ve = 0

Q3) Appliquer le théoréme des écarts complémentaires pour vérifier 1’optimalité de la
solution proposeée. (1 + 1 + 1 = 3 pts)

A

Vérifier ’optimalité de la solution proposée (1 pt)

D’apres la question (1) on a :

(e; = —=-> 0 = y3 = 0
L
eg = 1 > O === y6 =

D’autre part les variables x3,x, et x, sont strictement positives
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( 5 C.0.P.D
x3=§>0:> —4y; +y, =3y3+ys +2ys =1
7 C.0.P.D
{ X4:§>O:> 33’1"'33’3"'23’4"'3’5_3’6:3 (II)
C.0.P.D
x6=§>0 — y;+3y,+y3—5y,+2y; + 5y, =8
D’apres (I) et (II) on obtient le systéme d’équation suivant : (1 pt)

1

1= 2

(W1t Y2 —3ystys +2y6 =1 (A1t Y2 tys =1 3

3y1+3y3 +2ystys —ys =3 3y1 tys =3 Y2 =35

<yy+%&+y3—5%y+%@+5y6=8==><y1+3%rt%@=8 ==y, =0

y3=0 y3=0 s =0

Ya=0 ys =0 3

\ Y6 =0 Y6 =0 Ys =3

\Ye =0

En résolvant ce systéme, on obtient :(v1, Y2, ¥3,, Y4, Vs, V6) = (%% 0, o,g, 0)

Cette solution satisfait toutes les contrainte du probléme dual. Elle est donc
réalisable et par suite la solution primale proposée est optimale. (1 pt)

Exercice 3 : (6 points / 20 minutes)
max Z = — 2x; — 4x,
2x1 - 2x2 = 4 I
4x; +2x, = 6 O
X1,%X, =0

Considérons le probleme linéaire suivant :

Q1) Ecrire le probléme (1) sous forme standard. (1 + 1 = 2 pts)
La forme standard associée au probléeme (1) est : (1 pt)

max Z = — 2x; — 4x,
le - ZXZ = 4
4‘X1 + ZXZ — € = 6 (II)

X1,X2,65 =0
Le M-probléme auxiliaire associé au probléme (II) s’écrit : (1 pt)
max Z = — 2x, —4x, — MA, — MA,
2x1 —2x, + A1 =4
4x, +2x, — e, + A4, =6
X1,%Xy,65,41,4, =0

(111)
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Q2) Résoudre par la méthode des variables artificielles (Big-M) le probleme (I). (1+ 1

+1+1 =4 pts)

D’apres la premiére et la deuxiéme contraintes :
Al - 4‘ —2x1 + 2x2
A2 :6—4X1—2X2+62

D’ou

max Z = — 2xq —4x, — M(4 —2x1 + 2x,) — M(6 — 4x; — 2x, + €;)

Tableau initial : (1 pt)
A

max Z = (6M — 2)x; —4x, — Me, — 10M

9-!-1 X e, Ay A, Ci
Ay 2 -2 0 1 0 4 42 =2
A, 4 2 -1 0 1 6 6/4=3/2 =i
Max Z — ¢; | (6M-2) -4 -M 0 0 10M
Iteration 1 : (1 pt) 4
X1 X3 e!2 Aq A, Ci
Ay 0 -3 1/2 1 -1/2 1 1U(1/2) =2 =—=p
X1 1 1/2 -1/4 0 1/4 312 (3/2) I(-1/4) =-6
Max Z — c; 0 -3(M+1) | %2 (M-1) 0 % (3M-1) M+3
Itération 2 : (1 pt)
X1 X e Aq C;
e 0 -6 1 2 2
X1 1 -1 0 1/2 2
Max Z — c; 0 -6 0 -(M-1) 4

Le critéere d’optimalité est vérifié, la solution (x4,x,) = (2,0) est optimale pour le
probleme (I), avec MaxZ = — 4. (1 pt)
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Exercice Bonus : (2 points / 5 minutes)

( max Z = 3x; +x, — 2x3
X, +2x, =210
3x1_x2+X3:7
X, +3x3<8 1)
X3 <2
\ X1 ER, x5,x3 20

Considérons le probleme linéaire suivant : <

Question : Ecrire le probléme (1) sous forme standard. (0.5 + 0.5 + 1 = 2 pts)

Comme la variable x; € R, alors on fait le changement de variable suivant : (0.5 pt)
X1 =24 —Zyetzy 20,2z, =0
Le probléme (1) s’écrit alors sous la forme (0.5 pt)

( max Z = 3z; — 3z, +x, — 2x3
Z1—2Zy +2x, 210
3Z1_322_Xz+X3=7

\ Z1 — Zp +3x3S8 (2)
X3 <2
\ Z1,Z9,X,X3 >0

Le probleme standard associé au probleme (2) est (1 pt)

( max Z = 3z4 — 3z, +Xx, — 2x3
Z1—2Zy +2x,—e; =10
321 — 32y —x3 +x3 =7
Zy—Zy +3x3+e3=8
X3 te, =2
Z1,Z3,X3,X3,€1,€3,4 =0

(3)

Bon courage
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