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Finis

Exercice 1 (6 pts):

Soient A un alphabet et (M, -, 1;;) un monoide commutatif. Considérons
le morphisme de monoides h : A* — M.
* — ulg.
1. Montrons que Yu € A* h(u) = H (h(a))™=:

acA
Soit u € A*, on distingue deux cas:

-Siu=e onah(e) =1y =[] (h@)d=]] ()"
acA acA
-Siu=aj.ap ot k € N* V1 <i<ka; €A,alors h(u) =h(ay)...h(ag),
comme (M, -, 1) est commutatif alors h (u) = H (h (a))"e.
acA
Soient n € N,n > 1 et A un alphabet. On considére I'application ¢ : A* —

Z/nZ,u — |u| (mod n)

1. Montrons que ¢ est un morphisme de monoides:

On a Yu,v € A* ¢ (uwv) = |uv|(mod n) = |u|(mod n) + |v| (mod n) =
o) +o(0).

De plus ¢ (¢) = 0.

Soit ¢ : {a, B} — (Z,+) définie par ¢ (o) = 2;9 (8) = 3

3. (u) = 2ul, + 3 |uls.



Exercice 2 (8 pts):

Soient (M, -, 1)) un monoide et A C M. On définit sur M la relation R4
comime suit:
(aRAb) & (Vz,y € M,zay € A< xby € A).
1. Montrons que Va,a’, b, € M, (aRab et a’ Rsb') = aa’ RAbV':
Soient x,y € M,onaz(ad)y € A< x(a)dy e A
srb)dyc Asab(d)ye A xb(V)y< x(bb)y € A.
On définit sur M x M la loi 7 %7 comme suit:
(a,b) *x (a’',b') = (ad’, bb').
2. Montrons que (M x M, ) est un monoide;
-laloi ” x” est interne.
- laloi 7 %7 est associative.
- 'élément (1p7,15/) est I'élément neutre de (M x M, ).
On considére 'ensemble F = {(a,b) € M x M,aRb}.
3. Montrons que (E, %) est un sous monoide de (M x M, x):
- On pour tous z,y € M,zlyy = 2y € M & xlyy = vy € M, par
conséquent 1,;R1,,.
Donc (1, 15) € E.
- Soient (a,b),(a’,b) € E, i.e aRab et a’ RaV, qui implique aa’ RAbY, par
conséquent (a,b) * (a’, V') € E.
Soit [1M] = {U e M, (lM,u) S E}
4. Montrons que ([15],-) est un sous monoide de (M, -, 1,):
-on (1p,15) € E donc 1y € [1p/].
- solent u,v € [ly], i.e 1yyRau et 1y Rqv, donc 1y Rauv, par conséquent
wv € [1p].

kM

Exercice 3 (6 pts):

Soient ¥ un alphabet et L C ¥*. Soient M un monoide fini et h : ¥* — M
un morphisme de monoides tels que il existe K C M avec L = h™! (K).
On considére Pautomate A = (Q, X, I, F,0) on Q = M, I ={1y},F =K,
5 : M x %* — M définie par 6 (m,u) = mh (u),m € M,u € X*.
1. Montrons que L(A) = L:
On L(A) = {u €5 (L, u) € K} —{ue S h(u)eK}=L.

Soit A = (Q,%,I,F,§) un automate fini. Considérons I'application f :
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(2*7 ) - (p (Q X Q) ) O) définie par:
f(w) =R, ot R, = {(q,q’) €QxQ,6(q,w) = q’}-

2. Montrons que f est un antimorphisme de monoides:
-ona f(e) = R = {(q,q'> €QxQd(@)=d} = {(.0),0€Q} =
AQXQ.

- pour tous w,w’ € ¥*, f =

fenearas(ium )i o

{(0.0) € Q% Q3 (quw') = ¢}
= Ry o Ry,



