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Finis

Exercice 1 (6 pts):

Soient A un alphabet et (M, ·, 1M) un monoïde commutatif. Considérons
le morphisme de monoïdes h : A∗ →M .
1. Montrons que ∀u ∈ A∗, h (u) =

∏
a∈A

(h (a))|u|a:

Soit u ∈ A∗, on distingue deux cas:
- Si u = ε, on a h (ε) = 1M =

∏
a∈A

(h (a))|ε|a =
∏
a∈A

(h (a))0.

- Si u = a1...ak où k ∈ N∗,∀1 ≤ i ≤ k, ai ∈ A, alors h (u) = h (a1) ...h (ak),
comme (M, ·, 1M) est commutatif alors h (u) =

∏
a∈A

(h (a))|u|a.

Soient n ∈ N, n ≥ 1 et A un alphabet. On considère l’application ϕ : A∗ −→
Z/nZ, u 7−→ |u| (mod n)
1. Montrons que ϕ est un morphisme de monoïdes:
On a ∀u, v ∈ A∗, ϕ (uv) = |uv| (mod n) = |u| (mod n) + |v| (mod n) =
ϕ (u) + ϕ (v).
De plus ϕ (ε) = 0.
Soit ψ : {α, β}∗ −→ (Z,+) définie par ψ (α) = 2;ψ (β) = 3
3. ψ (u) = 2 |u|α + 3 |u|β.
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Exercice 2 (8 pts):

Soient (M, ·, 1M) un monoïde et A ⊆M . On définit surM la relation RA

comme suit:
(aRAb)⇔ (∀x, y ∈M,xay ∈ A⇔ xby ∈ A).
1. Montrons que ∀a, a′, b, b′ ∈M, (aRAb et a′RAb

′)⇒ aa′RAbb
′:

Soient x, y ∈M , on a x (aa′) y ∈ A⇔ x (a) a′y ∈ A
⇔ x (b) a′y ∈ A⇔ xb (a′) y ∈ A⇔ xb (b′) y ⇔ x (bb′) y ∈ A.
On définit sur M ×M la loi ” ∗ ” comme suit:
(a, b) ∗ (a′, b′) = (aa′, bb′).
2. Montrons que (M ×M, ∗) est un monoïde;
- la loi ” ∗ ” est interne.
- la loi ” ∗ ” est associative.
- l’élément (1M , 1M) est l’élément neutre de (M ×M, ∗).
On considère l’ensemble E = {(a, b) ∈M ×M,aRAb}.
3. Montrons que (E, ∗) est un sous monoïde de (M ×M, ∗):
- On pour tous x, y ∈ M,x1My = xy ∈ M ⇔ x1My = xy ∈ M , par
conséquent 1MR1M .
Donc (1M , 1M) ∈ E.
- Soient (a, b) , (a′, b′) ∈ E, i.e aRAb et a′RAb

′, qui implique aa′RAbb
′, par

conséquent (a, b) ∗ (a′, b′) ∈ E.
Soit [1M ] = {u ∈M, (1M , u) ∈ E}.
4. Montrons que ([1M ] , ·) est un sous monoïde de (M, ·, 1M):
- on (1M , 1M) ∈ E donc 1M ∈ [1M ].
- soient u, v ∈ [1M ], i.e 1MRAu et 1MRAv, donc 1MRAuv, par conséquent
uv ∈ [1M ].

Exercice 3 (6 pts):

Soient Σ un alphabet et L ⊆ Σ∗. SoientM un monoïde fini et h : Σ∗ →M
un morphisme de monoïdes tels que il existe K ⊆M avec L = h−1 (K).
On considère l’automate A = (Q,Σ, I, F, δ) où Q = M, I = {1M} , F = K,

δ̃ : M × Σ∗ →M définie par δ̃ (m,u) = mh (u) ,m ∈M,u ∈ Σ∗.
1. Montrons que L(A) = L:

On L(A) =
{
u ∈ Σ∗, δ̃ (1M , u) ∈ K

}
= {u ∈ Σ∗, h (u) ∈ K} = L.

Soit A = (Q,Σ, I, F, δ) un automate fini. Considérons l’application f :

2



(Σ∗, ·)→ (p (Q×Q) , ◦) définie par:
f (w) = Rw où Rw =

{
(q, q′) ∈ Q×Q, δ̃ (q, w) = q′

}
.

2. Montrons que f est un antimorphisme de monoïdes:
- on a f (ε) = Rε =

{
(q, q′) ∈ Q×Q, δ̃ (q, ε) = q′

}
= {(q, q) , q ∈ Q} =

∆Q×Q.

- pour tous w,w′ ∈ Σ∗, f (ww′) = Rww′ =
{

(q, q′) ∈ Q×Q, δ̃ (q, ww′) = q′
}

=
{

(q, q′) ∈ Q×Q, δ̃
(
δ̃ (q, w) , w′

)
= q′

}
= Rw′ ◦Rw.
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