La corrigée de la sériel

Ce qui implique que: les propositions a), b) et d) sont des tautologies mais b) n’est

pas une tautologie.

Exercice 02: Pour n € N*, Montrons par un raisonnement par ’absurde que:

(1) si n? est pair, alors n est pair.

Supposons que: 7 n’est pas pair = n est impair = 3k € N tel que: n =2k +1 = n? =

(2k +1)° = 4k + 4k + 1 =2 (2k% + 2k) + 1

=2m + 1 avec m = 2k% + 2k € N = n? est impair (contradiction avec I'’hypothése).

(2) Si 2" —1 est un nombre premier alors n est premier.

Supposons que 1 n’est pas premier= Ja.b € N avec b # 0 tel que: n =a-0, (a.b) # (n.,1)
et (a,b) # (1.n).
Alors 2" —1 = 2% — 1 = (29)° — 1 = [(2%) — 1] [P (2%)] avec deg P (2%) = b — 1. Mais
[(22)—1]# 2" —1et [(22)—1] #1
. 9n_1 — M-[P(2%)] avec M £ 27"—1 et M # 1 = 2"—1 n’est pas premier (contradiction
avec I’hypothése).

3) Siz ety sont différents alors les nombres (x+1)(y —1) et (x — 1) (y + 1) sont différents.
Supposons que (x+1)(y—1)=(z—1)(y+1)=ay—z+y—l=2y+az—-y—1=

2y = 2x = x = y (contradiction avec I'hypothése).

1) @ et p sont deux entiers naturels; montrer que l'on a :

( p premier et p divise a® ) = p divise a.



( p premier et p divise a? ) = p divise a.

Si p premier et p divise > = 3k € N tel que: a’=k-p=a-a=k-p
a divise p et k divise a contradiction avec le fait que p est premier.
= = p divise a.
ou bien: pdivise a et adivise k
(5) si p est premier alors ,/p est un nombre irrationnel.
Supposons par I'absurde que: /P est un nombre rationnel= Ja.b € N, (a.D) = 1 avec
b£0et p=2=p= () =p 02 =a
= p divise ¢ mais p premier= pdivise a = a=k-p, k € N=0? = p- k? = p divise b2,
mais p premier=- p divise b
= p # 1 est un diviseur commun de a et b contradiction avec (a.b) =1 = /p est un

nombre irrationnel.

(6) /2 est un nombre irrationnel. Déduire que: V2 ++/3 est irrationnel.

D’apreés (5) V2 est un nombre irrationnel. Supposons que V2 +/3 est rationnel=
1

B EQ= V2 -V/3eqQ

la somme des deux nombres= 2/2 € Q = V2 e @ contradiction=- V2 +/3 est irra-

tionnel.

Montrons par récurrence que:

1) Yn € N.4" +6n — 1 est un multiple de 9.

n
1
2) ¥Vn € N*.Zﬁ:(k—!—])(ﬁ:—k?)=In(n—|—1)(n—|—2)(n—|—3).
k=1
3) ¥n € N 2" 1 <nlaveen!=n(n—1)(n—2)..1et 0 =1

1) ¥n € N.4™ + 6n — 1 est un multiple de 9.(R,,)

Sin=0,42-6-0—1=0=09=49—6-0— 1 est un multiple de 9 = Ry est vrale.
Supposons que (Ry,) est vraie pour un n € N (I’hypothése de récurrence), et montrons que

(Rpy1) lest aussi, c’est-a-dire:

4+ 1L 6 (n+1) — 1 est un multiple de 9.



En effet:

4D L gn+1)—1 = 4-4"+6n+—-1+6
= 9.k +3.4" +6 ('hypothése de récurrence)
= 9k+39%k—-6n+1)+6=9(k+3k—-2n+1)

= 4+l g (n+1) — 1 est un multiple de 9.

Conclusion:
¥n € N.4"™ + 6n — 1 est un multiple de 9.

2) VneN*.Zk(kH)(k—Q):}n(n+1)(n+2) (n+3).(Ry)

k=1
1

Sin= 1.Zze(k+1)(z;+2) =1(2)(3)=6et gn(n+1)(n+2)(n+3)=31(2)(3)(4) =
6 = Rj est vi;ile.

Supposons que (R,) est vraie pour un n € N* (I’hypothése de récurrence), et montrons que

(Rpt1) Vest aussi, c’est-a-dire:

n+1

Zk(k—i—l)(!s—!—?) zi(n—kl)(n—Q)(n—S) (n+4)
k=1
En effet:
n+41 mn
Z!c(k+1)(k+2) = Zk(k—]}(k—i—?)—!—(n—f—])(?1—1—2)(?1—0—3)
k=1 k=1

nn+l)(n+2)(n+3)+(n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

e | e |



Conclusion:

= 1
VReN"Y k(k+1)(k+2) = 7 +1) (0 +2) (n+3).
k=1

3)Vne N*. 2" 1 <nl (R,) avecn! =n(n—1)(n—2)...1 et 0! =1

Pour n=1.,21"1=920 =1 < 1! =1 = Ry est vraie.

Supposons que (R, est vraie pour un n € N* (I’'hypothése de récurrence), et montrons que
(R,41) Dest aussi, c’est-a-dire:

2" < (n+1)!
En effet:

m=22""1<onl < (n+1).nl=(n+1)

Conclusion:

Wn € N* 271 < pl,
Exercice 04: A, B et C sont trois parties d’'un ensembleE. Montrons que:

(1) AUB=ANC&=BCACC.
"= " Montrons que: AUB=ANC=BCACC
a) BCAsireB=rxcAUB=rscANC=xcA=BCA
b)ACC, sizeA=2rcAUB=rzcANC=aocAetazecC=ACC

=BCACC

"="BCACC=AUB=AnNnC
rcAd=acC
a) AUBCANC,size AUB = =rxc AnCcC
oureB=xcd=xecC

b) ANCCAUB,sizeANC=x€eA=x€ AUB



(2)

ACBeCEcCi=AUB=B
a) Montrons que: AC B = CE c CZ
En effet:
"= "sir€cCE=rcFeto¢gB=rcEetzrd Acar ACB=2x€C4
'"="sizrcA=z2¢Ca=r¢CE=x¢B
b) Mentrons que: CE C C'g < AUB=F
"= "1) AUB C B?
reAd=>2¢Cp=>2¢CE=xcB

sirc AUB = = xrecB
oux<cB

2)B C AU B évident dans tous les cas.

"="CE cCCg?

sizeCE=2véB=>r¢ AUB=x¢ A=z C}.

Cg'B=cgncg

"CcrCcpUB cegncEr

sizeCpP=2¢ AUB=adAeta¢gB=acCpetrcCE=2cCiNCE
"S>” CgnNCE ccgvB
sizeCgnNCE=reCietreCl=r¢Aetzé B=r¢ AUB=z€cCg'5
B=Cs(ANB=ANC e¢e AUB=A4UC)

"= " Montrons que: (ANB=ANC et AUB=4UC )7
siB=C=ANB=ANC et AUB=AUC

"< " Montrons que: B = C7

"C'sixe B=zrzcAUB=xc AUl



reEA=0cANB caronareB=xcANC=xecC
ouxeC

=xecl

"D"sixelC=zc AUC=2€ AUB
reAdA=rcANCcaronarzceC=rcANB=xcB
ouxeB

=x B
() (A\B)\CC A\ (BUC).

stz € (A\B)\C=zxc(A\Bletz g C=>axc Aetx g Betrx & (C =x6c Aet
(r¢& BetxzgC)
=redetx g BUC=x2c A\ (BUC)
(6) On suppose que:ANB =AUC.At-on B=C.
Non car par exemple: 4 ={1,2.4} , B={1,2,4} et C ={1,2} ona: ANB = AUC.mais

B#C.

Solent E un ensemble non vide, et P (E') I'ensemble de ses parties. On suppose que card

E=n.

Montrer par récurrence que:

card P (E) =2".VYn € N".

Par récurrence:

lére étape: Pour un ensemble qui contient un seul élément par exemple: E = {a} = P
(E) ={2.{a}}

=card P (E)=2'=2

donc la relation est vraie pour n =1

2éme étape: supposons que pour un ensemble A, qui contient n éléments alors: card P

(A,) =27



et montrons que pour un ensemble A, | qui contient 12 + 1 éléments alors: card P
(Aps1) = 2741

En effet: si on a un ensemble A, ] qui contient n 4+ 1 éléments alors: l'ensemble des

parties contient les sous ensembles

qui ont un lien avec les n premiers éléments qui sont 2™ sous ensembles et on ajoute les

mémes sous enembles mails qui contients

I’élément d’ordre (1 + 1) & chaque fois.= card P (Apyy) = 27 + 27 = 27+

conclusion:

card P (E) =2",%Yn € N*.
Exercice 06: Soient E un ensemble, A, B € P (E) .Résoudre dans P (E) les équations suivantes:
(1) YuA=E et (2)XNnA=EB

(3)X—A=B e (4)XAA=B

(1) XUA=B = ACB=X=C4UY avect C A

Alors 'ensemble des solutionsest Ty = { X = C4UY avec Y € P (A) — ensemble des parties de 4}
(2) XNA=B=BCA=X=BUY avecYCCg

Alors 'ensemble des solutions est T's = {X =BUY avec Y € P (Cé) — ensemble des parties de Cé}
B)X—A=B=ANB=@=X=BUY avecY C A

Alors I'ensemble des solutions est 'y = {X =BUY avec Y € P(A) — ensemble des parties de A}

() XAA=B=X=(B-—A)U(ANB).



