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[Remarque 1]
I’exercice noté par (x) ou supplémentaire ne sera pas corrigé dans le sience de TD
¥
Soit a, b deux réels strictement positifs. Pour tout u(x,y) € IR?, on note :
[uCx, y)Il = 4/ a?x2 + b2y2.
Montrer que ||.|| est une norme sur R?.
Dessiner la boule unité ouverte pour cette norme.
Montrer que ||.|| et ||.||2 sont des normes équivalentes telle que ||ul|; = /x% + y2.
¥
Pour quelles valeurs de A € R I'application
INA )| = (/2 + 22y + 2
définie une norme sur IR?,
¥
Soit x = (x1,...,x4) € R% On pose
1=n i=n ) %
il = X bl -l = (X [5) et 1wl = max |
Montrer que ||.||2 est une norme sur R".
Montrer que pour tout x € R" :
lelloo < Hlullz < flully < nfjufle et [Jull2]] < vrlulle.
Représenter dans IR? la boule unité fermée
B(0,1) = {(x,y) e R?*: [(x,y)] <1},
par chacune des normes ||.||1, ||-]|2 et ||-]co-
¥
Soit 'espace vectoriel normé R".
wl
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Montrer que pour tous vecteurs x, y € R” on a I'inégalité
[l = yl| < lx =l

Déduire que si une suite (xg)gen de vecteurs x; € R" converge dans 1’espace vectoriel
normé (IR, ||.||) alors,
Hm [lxg]| = || lim xg.
—+o0 k— o0

Soient (xi) et (yx) deux suites vectorielles de R”. Montrer que si klim xp =1 € R"et
—+00

lim |jxe — vl =0 it i = 1.
Jm [lxe — yill =0, on voit lim v,

(Exercice[5]

Soit E = C([—1,1],R) l'espace vectoriel des fonctions continue sur [—1, 1] a valeurs dans R muni
de la norme infinie | f|leo = sup,|_q ) |f(x)|, et soit I'application ¢ définie par

p: E — R
1 5 ;
f— Go(f)—/lH—xzf(x) x.

Montrer que ¢ est linéaire et continue.
Exercice supplémentaire 1| A ¢
Soit N une application de IR? définie par

tx + y|

N(x,y) =su
(oy) te]llz 1+t

Montre N est une norme sur IR?.
En utilisant 'inéqualité de Cauchy-Schwarz montrer que N < Nj.

Soit (A) la droite d’equation: tx +y = 0 et Mo(xo, yo) un point de IR?. Donner la valeur de
d(Mo, A), puis, en déduire 1’équivalence de N et Ny, c’est a dire N ~ Nj.

[Exercice supplémentaire 2] YA ¢

1
P , DXy = <—,1 _”).
our n € IN, on pose: x; 100 +e

Etudier la convergence de la suite (x,),cn dans R? muni de la norme || ||oo.

Etudier la convergence de la suite (x,),en dans R muni de la norme ||||.

‘ Exercice supplémentaire |3 | A¢
Soit C([0, 1], R) I'espace des fonctions définie et continue sur [0, 1] a valeur dans R.

1
Montrer que || f||c = sup |f(x)], et ||f]1 = J |f(x)|dx sont des normes sur C([0,1],R), (x).
0

0<x<1

1—-(n+1)x si0<x<
On définit la suite (f,)sen par fu(x) = 1 n+1
0 Si 1 <x<1

n—+
Calculer || fulleo €t || full1-

Vérifier que || fu|| €t || fx||1 ne sont pas équivalentes.
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