Chapitre 1

Préliminaires et complément d’analyse

Soit n,m € N* & = (x1,x2,...,2,) € R™ Q un ouvert borné de R, T' = 9N la frontiere de 2 On
note x = (2, z,) ou o’ = (x1,x2,...,2p—1) € R". On désigne par R} = {z € R" : z,, > 0}.

1.1 Rappel d’analyse vectorielle

On appelle une fonction (champ) scalaire toute fonction f de R™ dans R.

On appelle une fonction (champ) vetorielle toute fonction F' de R™ dans R™.
Sin=1,m > 2 on dit que F' représente une courbe paramétrique.
Sim >2,n=m — 1 on dit que F représente une hypersurface (surface si m = 3).
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L’opérateur V est un dpérateur formel, défini par V = I/—, — e, .
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Définition 1.1. : Soit F : R™ — R", différentiavle. La divergence de f est : divF = V.F = Z 83;
i=1 "

Définition 1.2. : Soit F : R? — R3, différentiable. La rotation F est :
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Définition 1.3. : Soit f : R" — R.

i) Le gradient de f est : grad f =V f = <08f’ aaf,,aaj)
1 Ox2 n
" . . = 0% f
ii) Le Laplacien de f est : Af = div(Vf) = 922
T4
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iii) La dérivée de f dans la direction indiquée par un vecteur unitaire v est : a—(x) =Vf(z)v(z).
v
Remarque 1.1. : 5i F : R" — R", on écrit :

VF = (VF\,VF,,...,VF,) (matrice).
AF = (AF,AF,, ..., AF,) (vecteur).

1.2 Domaines réguliers, intégration sur le bord

Nous désignerons par @, Q)+, Qo les sous ensembles suivants :

Q:={x eR":|2| < 1;|z,| < 1}



Qy ={(2,zy) eR": /| < 1;0 <z, < 1}
Qo := {(2',0) e R" ™1 x {0} : [+ < 1;}

Définition 1.4. : On dit que Q est de classe C* si pour tout x € T', il existe un couple (U, p) ,ou
est un ouvert de R™ contenant x, et p € C’k(U) un diffémorphisme de U dans Q tel que pour ) = ¢
on a :

1.4 e CHQ);
2. p(UNT) =Qo;

Définition 1.5. : on notera v(zx) le vecteur unitaire normal extérieur au point x € I'. Si u est une
fonction assez réguliere définie sur €2, on a la dérivée normale de u sur I" :
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Remarque 1.2. : Si Q est de classe OF, on peut extraire une paramétrisation x; = ¢(y1,y2, -, Yn_1),
ot ¢ est de classe C*. Dans ce cas la T est le fraphe de ¢ dans un repére orthonormé, et on a :
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On peut dire que le bord d’un ouvert de classe ¢

.

y =

k& une paramétrisation par une fonction de classe

Définition 1.6. : Q est lipschitzien si I' a une paramétrisation par une fonction lipschitzienne.

Proposition 1.1. : Supposons que  est de classe C'. On peut toujours décomposer T' en une union
disjoint, tel que I'; est le graphe d’une fonction ¢; acns un repére orthonormé comme dans la remarque
précédante. On définit l'intégral curvilligne pour une fonction f définie sur I' comme suivant :
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Théoréme 1.1. [ Formule d’Osirogradsky ] : Soit Q un ouvert borné de classe C1, et T' son bord.
Soit F un champ de vecteurs, i.e une fonction de C*(Q), a valeurs dans R™. Alors :

/dwF d:c/f z)do(z)

Corollaire 1.1. [ Formule de Green | : Soit Q un ouvert borné de classe C*, et T' son bord. Soit u
une fonction de classe C*(£,R), v une fonction de classe C*(2,R). Alors :

/Qv(:c)Au(x)dﬂs—F/QVU(QS).Vu(x)da::/ o(a )gZ( )do (x)

1.3 probléme aux limites, conditions aux limites

Soit I’équation aux dérivées partielles de seconde ordre dans R? :
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i) Si %2 —4ac > 0, on dit que I'équation est hyperbolique. Par exemple : 92 o f(x).
T Y



ou  0%u
a*x—aT/Q = f(=).

ii) Si b2 — 4ac = 0, on dit que I’équation est parperbolique. Par exemple :
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ii) Si b2 — 4ac < 0, on dit que I’équation est elliptique. Par exemple : 922 + 92 = f(x).
€z Y

En générale, une équation linéaire de type elliptique (ou simplement elliptique) linéaire sous la
forme : Lu =0, ou :

Lu_i;;( ) Zbk —+c() 0.

ij=1

ou : a;j(x), bg(x), c(x) sont des fonctions ne dépend pas de u.
On écrit parfois :
Lu = —div(aij(x)Vu) + b(z).Vu + c(x) = 0.

ou la matrice a;;(x), le vecteur b(z) et c¢(x) ne dépend pas de u.

Définition 1.7. ‘n probléme aux limites at une équation différentielle (aux dérivées partielles) sur w,
associée auxr conditioins sur une partie de L.

On prend quelques conditions aux limites célebres :

Condition de Dirichlet : ©w =g sur I'.

0
Condition de Neumann : <o — g sur I'.

ov

Condition de Robin : hu + kgu =gsurl.
v

I
Condition de mélée (mixte) : u=g; sur I'y e 53 =ggsur 'y, avec ' =T1 UTs.
v

ou h, k, g sont des fonctions définies sur I" ¢t v est le vecteur normal exterieur unitaire de I'.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. : Soit la fonction vectorielle telle F : R® — R3 que : F(x,y, z) = (2%,9%,22) .
Calculez div divF et rotF .

Exercice 1.2. : Soit la fonction scalaire ¢ : R® — R telle que : p(x,y,z) = x?yz3, et la fonction
vectorielle F : R — R3 telle que : o(x,y,2) = (vz,y2, 20%y).
Calculer : Vi, Ap, div(p.A).

Exercice 1.3. : Etablir, a partir des relations de définition, les formules de composition :
1. V(f+g9)=Vf+Vg
2. V(f.g)=fVg+gVf
3. div(F+G) =divF + divG
4. div(f.G) = f.divG+ G.Vf

Exercice 1.4. : Déterminer l'intégration surfacique sur le bord de la boule de centre 0 et de rayon
R > 0 dans Uespace R>.

Exercice 1.5. : Soit A(1,0) et B(T 7) Soit G U'ensemble formé du segment [OA], de l'arc de

cercle AB de centre O( lorigine), et du segment [BO]. On paramétrise [OA] par (,0),(0 < z < 1),
AB par (cosf,sinf), (0 <0 < %), et [BO] par (t,t), (0 <t < %)

Déterminer Uintégration sur G.



