Chapitre 2

Formulation variationnelle de
problemes aux limites elliptiques

2.1 Probléme variationnel abstrait

Soit V' un espace de Hilbert, réel, muni de produit scalaire (.,.)y, et de la norme associée |||y .
Soit a une forme bilinéaire sur V' x V', et soit F' une forme linéaire sur V.

Définition 2.1. : On dit que la forme bilinéaire a est continue si et seulement si :
M > 0,YVu,v € V : |a(u,v)| < Miilly.||v|lv
Définition 2.2. : On dit que la forme bilinéaire a est sémyirie si et seulement si :
Vu,v €V :a(v,u) = a(u,v)

Définition 2.3. : On dit que la forme bilinéairz a est V-elliptique (ot coercive) surV si et seulement

si :
IN>0,Ve € Vi a(v,v)] > alv|?

Théoréme 2.1. (Stapacchia): Soit ¢ # K C V un conveze fermé, et soit f € V' Considérons le
probléme suivant : Trouver u € K, solution de

au,v —u) >< ffo—u> WYwekK (2.1)

Si la forme bilinéaire a est continue, coercive sur V. Alors, le probléme (2.1) admet une solution unique
u. De plus, l'opérateur f — w est lipschitzien, ie. siuy,us sont deuz soluitions assocuées a f1, fo alors;

1
lur = wzllv < Sl = follve
Théoréme 2.2. (Lax-Milgram) : Considérons le probléme suivant : Trouver u € V', solution de
a(u,v) =< f,o> YveV (2.2)

Si la forme bilinéaire a est continue, coercive sur V. Alors, le probléme (2.2) admet une solution unique
u. De plus, si ui,us sont deux soluitions assocuées a f1, fo alors on a :

1
|ur — ually < XHfl — fallvr

Remarque 2.1. : Si a est symétrique, alors u vérifie la propriété suivante :

1 1
ia(u,u)— < Fyu>= ixéi‘r/l{Qa(v,v)— < F,v >}

Remarque 2.2. : Les problémes (2.1), (2.2) sont des problémes variationnels abstraits.



2.2 Probléemes aux limites elliptiques linéaires

Soit © un ouvert borné de R”, telle que I' = 99 est de classe C' par morceaux.

Définition 2.4. : Un problémes auz limites d’ordre 2, elliptiques linéaires est un probleme de la forme
sutvante :

Lu=f dans (2.3)
G(u, D) =0 sur 0N '
ot a est un multi-indice, vérifie ||a|| < 2, L est lopérateur suivant :
—div(a(x)Vu) + b(x).Vu + c(x)u
a(x) est une matrice n X n,b(x) est une fonction vectorielle, c(x) est une fonction scalaire.
Exemple 2.1. :
1. Sia=1,,b=0,c=0 on trouve : Lu = —Au , opérateur de Laplace.
2. Sia=al,,c=0 on trouwve : Lu = —aAu + Bu.
Remarque 2.3. :
1. Si G(u, D) = u — g(x), on dit que le probléme (2.3) est un probléme de Dirichlet.
0
2. Si G(u, D) = 8—u — g(z), on dit que le probléme (2.3) est un probléme de Neuman.
v
. ou . . \ ,
3. Si G(u, D) = Em + u, on dit que le probléme (2.3) est un probléme de Robin.
v
, . ou
Dorénavant, on suppose que a = I,,,b(x) = 0, ¢(x) = a > 0(constant) , G(u, Da") = s + fu —
v
g(@).
Le probleme (2.3) devient comme suivati :
((—Au+ou=f dans Q
) ¢ (2.4)

du
| a—kﬁu:g(az) sur T

Définition 2.5. : Une solution classique du probléme (2.4) est une fonction u de classe C? sur €,
satisfait (2.4).

Nous donnons maintenant, une formulation variationnelle formel du probléme (2.4) (d’aprés la
formule de Green) :

/(Vu.Vv—i—au.v)dx - / %vda(a:) = / foder YveV. (2.5)
Q r v Q

ou v est une fonction que l'on choisie selon la régularité de f, et les conditions aux limites.
La fonction v est dite une fonction test.

2.3 Probléme de Dirichlet

Définition 2.6. : On appelle probléme de Dirichlet homogéne le probléme suivant :
Trouver une fonction u, définie sur ) telle que :

{ —Au+au=f dans

u=20 sur T (2.6)



Définition 2.7. : Une solution faible du probléme (2.6) est une fonction u € H} (), satisfait :
/(VU.VU + au.v)dr = / fdr v e Hi(Q) (2.7)
Q Q

Théoréme 2.3. (Existence et unicité) : Pour toute f € L?*(S), il existe une solution unique
u € H}(Q) du probléme (2.7). De plus, u s’obtient par :

1
in <= [ (Vo + 2d—/.d}
veIII-}(l}r(lQ){2/Q(| v|* + av)dx va x

Définition 2.8. : Soit g € C(I'). On appelle probléme de Dirichlet non homogéne le probléme suivant :
Trouver une fonction u, définie sur 2 telle que :

{ —Au+aou=f dans (2.8)

U=y sur T

Proposition 2.1. : Il existe g € H'(Q) N C(Q), telle que : § = g sur T.
Soit maintenant, I'espace K = {v € H(Q) : v — g € H}(Q)}.

Théoréme 2.4. (Existence et unicité) : Pour toute f € L*(Q), il existe une solution unique u € K
du probleme (2.7). De plus, u s’obtient par :

1 2 2
iIél[I(l{Q/Qﬂvv‘ + av )da:/gf.vdx}

Théoréme 2.5. (Régularité) : Soit u une solution fable des probiémes (2.6), (2.8). Alors;
1. Si Q est de classe C2, f € L*(Q); alors, u € H*(Q), et on a : lull 2y < ell fllz2e)-

2. 8iQ est de classe C™2, f € H™(Q); alors, u € H"™ (), et on a : [Jul| gm+2q) < c|| fllgm -

En particulier, si m > g; alors, u € C%(Q).

3. 8i Q) est de classe O, f € C*®(Q); alors. » € C®(Q).

2.4 Probléme de Neumanu

Définition 2.9. : On appelle problcme de Neumann homogéne le probléme suivant :
Trouver une fonction u, définie sur ) telle que :

—Au+ou=f dans
0 2.9
gu_ 0 sur T (2:9)
ov

Définition 2.10. : Une solution faible du probléme (2.6) est une fonction u € H* (), satisfait :

/(VU.VU + au.w)dr = / fo Ywe HY(Q) (2.10)
Q Q

Théoréme 2.6. (Existence et unicité) : Pour toute f € L*(Q), il existe une solution unique
u € HY () du probléeme (2.10). De plus, u s’obtient par :

: 1 2 2 _/
verl{llllr(lQ) {2 /Q(\VU\ + av®)dx Qf.vdx}

Théoréme 2.7. (Régularité) : Soit u une solution faible du probléeme (2.10). Alors;
1. 8iQ est de classe C?, f € L*(Q); alors, u € H*(Q), et on a : ||ul g2(q) < cllfll12@)-

2. 8iQ est de classe C™2, f € H™(Q); alors, u € H™2(Q), et on a : [Jul| gm+2) < c|| fllgm -

En particulier, si m > g; alors, u € C%(Q).

3. Si Q est de classe C™, f € C=(Q); alors, u € C®(Q).
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2.5 Exercices

Exercice 2.1. : Soit f une fonction continue sur [0, 1], et soit le probléme suivant :

—u'(x)=f x €]0, 1]
\ ) 2] =0 (21
Montrer que ’équation (2.11) admet une solution unique, donné par la formule :
1 1
Ve e[0,1]: u(x)= x/ F) (1 —t)dt —/ f(@)(z—t)dt
0 0
Exercice 2.2. : Pour f € L?(]0,1[), on considére le probléme suivant :
Trouver u solution de : , 0.1]
—u'=f dans 10,1
{ W(0) = /(1) = 0 (2.12)

1
1. Montrer que si u est une solution de probléme (2.12), alors : / flx)dz =0
0

1
2. Soit lespace : V = {v € H'(]0,1]) : / v(x)dx = 0}. Montrer que V est un espace de Hilbert,
0
pour le produit scalaire de H'(]0, 1]).

3. Montrer que le probléme (2.12) admet une solution unique dans l'espace V.

4. Montrer que si u est une solution du probléeme (2.12), alors : il existe ¢ € R, et uw € V solution
de (2.12), tels que u =u+ ¢

Exercice 2.3. : Soit Q =]a, b[x]c,d[C R?. Consédircns le probléme swivant :
Trouver u solution de :

—Au=1 dans €

ou )
u(a,y) =0, a—(b, y)=0 st c<y<d (2.13)
gZ(JC):L a*Z(x,d):x si a<x<b

Etudier le probleme variationnel associé a ce probléme.

Exercice 2.4. : Soit Q un ouvert borné de R", f € L*(Q),g €€ L*(T'). On considére le probléme
sutvant :
Trouver u solution de :

ou (2.14)

—Au=f dans
g sur 02

52

1. Montrer que si u est une solution de probléeme (2.14), alors :

ot o=t

Cette condition est connue sous le nom : “condition de compatibilité”.

2. Montrer que le probléme (2.14) admet une solution unique sur l’espace :

V:{UEHI(Q):/UZO}

Q
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Exercice 2.5. : Pour f(x),c(x) des fonctions numriques sur l'intervalle borné (a,b). On considére le

probléeme suivant :

Trouver u solution de :
—u" +e(x)u=f dans Ja,b|

u'(a) + au(a)

=d (2.15)
' (b) + Bu(b) = f

1. Etablir une formulation variationnelle associée au probléme (2.15).

2. Donner les conditions pour avoir existence et unicité de la solution de cette formulation varia-
tionnelle.

Exercice 2.6. : Soit Q un ouvert borné de R?, f € L?(Q), F une fonction vectorielle réquliére de
vers R2, telle que dans, F = 0 dans Q. On considére le probléme suivant :
Trouver u solution de :

{F.Vu—Au:f dans (2.16)

u=0 sur 082
1. Etablir une formulation variationnelle associée au probléme (2.15).

2. FEtudier existence et unicité.
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