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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

V(zo) : voisinage de .

I~ : f et g sont équivalentes au voisinage de x.
feC™(I,R) :La fonction f de classe C" sur I, (n € N).
ft : La fonction réciproque de f.

>

L : Développements limités.







Introduction

Cette polycopié est une tentative de donner un coup de main & nos étudiants, en résolvant
en détail certains exercices d’analyse 4 et dans tous les chapitres liés a la polycopié comme
la topologie dans l'espaces R™ et le concept du normes, limites et continuité des fonctions a
plusieurs variables, les dérivées partielles et le calcul différentiable, extrémums et théoréme
d’inversion locale, les intégrales mutiples.

De plus, nous n’avons généralement pas résolu les exercices notés par une étoile (x) ou les
exercices supplémentaires et avons laissé le soin au lecteur.

Ce travail, et comme tout travail humain, il n’est pas exempt d’erreurs et de manquements,
nous vous demandons donc de nous conseiller et de corriger nos erreurs si possible.




Topologie de R"

Exercices du série 1

Remarque 1.1

L’exercice noté par (x) ou supplémentaire ils sont généralement laissés au lecteur.

Soit a, b deux réels strictement positifs. Pour tout u(z,y) € R? on note :

lu(z, y)|| = v/ a?x? + b2y2.

@ Montrer que ||.|| est une norme sur R2.
2] Dessiner la boule unité ouverte pour cette norme.
Bl Montrer que ||.|| et ||.||2 sont des normes équivalentes telle que ||ulls = /22 + y2.

Pour quelles valeurs de A € R I'application

INx(z, )| = V2% + 2\ay + 2

définie une norme sur R2.

Soit x = (x1,...,2,) € R™. On pose

i=n i=n 1
2
ol = 3l Nl = (1) et ol = nx
1= 1=

@ Montrer que ||.||2 est une norme sur R”.

2] Montrer que pour tout x € R™ :

2lloe < Nlzllz < llzlly < nllzlloc et flzll2ll < Vnll2lloo.




g ’ Chapter 1 @ Topologie de R"”

Bl Représenter dans R? la boule unité fermée

B(0,1) = {(z,y) e R?: ||(z,y)] <1},

par chacune des normes ||.||1, ||-||2 et ||-]/co-

Soit ’espace vectoriel normé R™.

@ Montrer que pour tous vecteurs z, y € R” on a 'inégalité
[zl =yl < llz = .

[2] Déduire que si une suite (73)ren de vecteurs x;, € R™ converge dans l'espace
vectoriel normé (R”, ||.||) alors,

g el = el

Bl Soient (1) et (y;) deux suites vectorielles de R™. Montrer que si lim x, =1 €
+
—+00

n ] — = 1 i =
R et kllglooﬂxk ykll = 0, on voit kEI-lI-looyk L

Soit E = C([—1,1],R) l'espace vectoriel des fonctions continue sur [—1,1] a valeurs
dans R muni de la norme infinie || f[|c = sup,ei_y1,1 [ ()], et soit Iapplication ¢ définie
par

p: F — R
f—>90(f)=/

Lo

11+5E2

f(z)dz.

Montrer que ¢ est linéaire et continue.

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

({1{.1 Exercices supplémentaires

Pour n € N, on pose : x, = (

1
1+n
@ Etudier la convergence de la suite (z,,),en dans R? muni de la norme ||. ||oc.

,1+e‘”>.

[2] Etudier la convergence de la suite (z,)neny dans R? muni de la norme ||.||;.

Dr: D. Bouafia Université de M’sila



Section 1.2 @ Corrections d’exercices du série 1 ’ Q

Soit C'([0,1],R) I’espace des fonctions définie et continue sur [0, 1] & valeur dans R.

1
@ Montrer que || f]jc = sup |f(2)], et ||fi = [|f(z)]dz sont des normes sur
0<a<1 0

C([Ov 1]7]R)7 (*)
Il—(n+1)z si0<z<
[2] On définit la suite (f,)nen par fo(z) = 1 ntl
0 st n <z<1
n

Calculer || fulloo €t || frull1-

B Vérifier que ||.]|s et ||.]l1 ne sont pas équivalentes.

Soit N une application de R? définie par

@ Montre N est une norme sur R2.

2| En utilisant I'inéqualité de Cauchy-Schwarz montrer que N < Nb.

Bl Soit (A) la droite d’equation : tx +y = 0 et My(x,yo) un point de R?. Donner
la valeur de d(My, A), puis, en déduire I’équivalence de N et N,, c’est a dire
N =~ Ng.

Corrections d’exercices du série 1

Correction d’exercice 1.1 ]

Soit a, b > 0. Posons Vu(z,y) € R*: |u| = /a?z? + b%y2..

@ Montrons que |.|| est une norme sur R?. Alors, pour tous (z,y), (2/,3') € R?,
et \eR,ona:

@ Séparation : [lu(z,y)|| = 0 & a*2® +b%y* = 0 < (2,y) = (0,0).
@ Homogenéité : ||(Az, \y) = /a?\2a2 + 02222 = |\|\/a222 + b%y2
(Al (G, )l

‘ Inégalité triangulaire : On utilisant inéqalité de Cauchy-Schwarz, on trouve,

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

Iz + 2",y +)I* = a’(@+2')* +b*(y +/)°
a*r? + b’y + a®2”? + b*y* + 2(ax)(az’) + 2(by) (by')

< a2z2 + b2y2 + a2z + bzy/z
+2\/(a2x2 + bzyz)(a%’2 + b2y’2)
< (\/azxz + b2y2 + \/azx’z + bel2)2

Université de M’sila Dr: D. Bouafia



g ’ Chapter 1 @ Topologie de R"”

Ce qui donne : ||(z + 2,y + )| < /a222 + b2y2 + /a2 + b2y2.
2 2
2 B(0,1) = {(v,y) € R?: a®2? +1*y* < 1} = {(z,y) € R?: xT + yT <1}. La

boule unité donc est l'intérieur de I'ellipse.

1/b Va

o

FIGURE 1.1 — Présentation de la boule unité fermée.

Bl 11 est facile de majorer et minorer la norme donnée, en effet, on a

min(|al, [b])[[u(z, )| < [lu(z, y)|| < max(|al, [b])]u(z, y)]-

Ce qui sinifier que |||z =~ ||.||.

Sy
[N
T

Correction d’exercice 1.2 }

Pour vérifier la condition de séparation on doit voir :

A2y + >0 A =N -1<0e g - 1,1

Correction d’exercice 1.3 }

Soit x = (z1, ..., z,,) € R™. Posons

i=n i=n 1
2
= 3l ke = (k) et o = i il
1= 1=

@ On montre que ||.||2 est une norme sur R”.

‘ Les propriétés de séparation et d’homogénéité sont faciles a vérifier.

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

Pour montrer l'inégalité triangulaire, on considére deux points = =

(1, y 1) ety = (Y1, ..., yn) de R2
Si x +y = 0 alors le résultat est clair.

Dr: D. Bouafia Université de M’sila



Section 1.2 @ Corrections d’exercices du série 1 ’ Q

Si x4y # 0. d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

i=n

lz+yls = D (x+ )

=1

= izz(% + i) + iyz(xz +ui)
i=1 i=1

= (;1‘2) (Z;:(x +yi)2)% + (2:53/2) (Z:f(:v —{—yi)Q)%

< (lllz + llyll2)lz + yll2)-

Comme ||z + yl|2 # 0, en divisant par ||z + y||2, on obtient donc linégalité
triangulaire.

2] Montrons que pour tout x € R™ :
lulloe < Hlullz < flully < nllufls et [Jull2]] < Vllu]lw.
‘ Pour tout 1 <7 < n n on a les inégalités
|z;| < max{|z1], ..., |zn]} = ||7] - (1.1)
Par sommation membre & membre dans (1.1), on trouve,
1] 4 A | = (2]l < nfl2llo.
‘ Si on prend autre fois la somme des carrés des inégalités (1.1), on obtient
224 o+ 22 = all} < nllal%.

Par conséquent,

lzll2 < V2o

@ On sait que,
o2t < (24 ),

Donc, on aura :
]l < [lf3,

D’ou,
[ zll2 < )3

‘ Comme pour tout 1 <4 < n on voit que :

lzi| <\ J22+ ...+ 2 = ||7]|2,

Passons donc au maximum on trouve,
max{|z1], .., [zn]} = [lz]l < ll2[2-

BI@ Laboule B,(0,1) = {(z,y) € R?: |z|+ |y| <1} dans R? est un losange par
rapport & ||z|;. (Voir le figure au dessous)

Université de M’sila Dr: D. Bouafia
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Q ’ Chapter 1 @ Topologie de R"”

@ La boule By(0,1) = {(z,y) € R?: 22+y? < 1} dans R? est un disque centré
dans (0,0) et de rayon 1 par rapport a ||z||a,

@ La boule B3(0,1) = {(z,y) € R* : max{|z[+[y|} <1} dans R? est un carré
par rapport a ||z||eo.

FIGURE 1.2 - B,(0, 1). FIGURE 1.3~ By(0, 1).

FIGURE 1.4 - B3(0, 1).

Correction d’exercice 1.4 }

@ Montrons que pour tous vecteurs x, y € R” on a l'inégalité
[zl = lyll| < e =yl
D’apres I'inégalité triangulaire, on voit que

Izl = Iz —y) +yll < llz =yl + [yl
Iyl = Wy =) +zll < lly — ] + (]

Par conséquent, on a

[z =yl
ly — |-

[l = 1lyll

<
Iyl = llzll <

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

Donc, on aura
—[lz =yl < ll=l] = llyll < [lz =yl
D’oul le résultat,
[zl =yl < llz = .

2] En on déduit que I'application |.]| : R* — R (la norme) est continue. Ce qui
donne, si une suite (xy)ren de vecteurs z;, € R™ converge dans l'espace vectoriel
normé (R", [|.||) alors,

li =| L .
Jm el = I, lim o]

Dr: D. Bouafia Université de M’sila



Section 1.2 @ Corrections d’exercices du série 1 ’ Q

B] 2™ Méthode : Supposons que z; — [ quand k — +o00. Alors pour tout € > 0,
il existe ky € N tel que

VEkEN: k> ko= |lon— 1| <e,

Ainsi, d’aprés la question 1 on a pour tout entier £ € N tel que k& > kg, on
obtient
[l = 12| <l = 1 <ce.
C’est a dire,
li = = I )
Jim | = ] = | T

[ Supposons que lim z, =1 € R et lim |2} —yx|| = 0. Alors, d’aprés I'inéga-
k—+o00 k——+o0
lité triangulaire
gk = U < llye — @ll + [lze — 1]

Par passage a la limite, on trouve,
li —1| < 1 - li — 1| =0.
Jm (g =1 < lim flye =@l + lim (g =1 =0

Dou lim gy, =1.
k——+o0

(%.1 Corrections d’exercices supplémentaires

Remarque 1.2

Comme on le sait, tous les normes sont équivalents dans I’espace de dimension finie.
Cet exemple explique non équivalence des normes, bien qu’elle soit définie dans un
espace de dimension infinie.

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

Remarque 1.3

Rappelons que deux normes || f||; et || f]|2 sur un espace véctoriel £ ne sont pas équi-
valentes, s’il existe une suite (z,),en telle que

= = +00
nobee || fulla

notoo [ fulla

Université de M’sila Dr: D. Bouafia



9 ’ Chapter 1 @ Topologie de R"”

Correction d’exercice 1.5 }

@ Soient f,g € E et A\, u € R, alors on a :

O(Af +pg) = /_1 . fo (A (2) + pg(x)]de

1 1
= /\/_1 1fx2f(x)dx—|—u/_l 1fng(x)d:c
= Ap(f) + ne(g).

Donc, ¢ est linéaire.

2] ¢ est continue si et seulement si
3C >0, Vf € E: |o(f)] < Ol fll-

Bl Soit f € E, alors, on a :

1+ 22

< 00 d

Loog
= . dr =In2|| fle. 1.2
Il | Trsde =2 (12)

I

On prend C' = In 2 pour que ¢ soit continue.

Correction d’exercice 1.6 }

Soit la suite z,, = (
14+n

semplement vers la limite (0,1), car,

, 1+ e_”), n € N. On remarque la suite (x,)nen converge

lim =0,et lim (1+e ™) =1.
n——+oo | +n n—-+oo

Alors, on voit que :

@ (2,)nen converge uniformément (ou par la norme ||.| o) ssi

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

Ve >0, Ing, Yn € N: n>ng = |lz, — (0,1)]| < e.

Soit € > 0, et pour tout n € N, tel que (n > ng). on obtient, donc,

0 = 0o = || (7e7")

14+n’

1 n 1
‘ :sup{ € }S <eE.
o npen U1+4n 1+n

1
Cela implique que n > — — 1. Alors, il suffit de choisir ng = max {0, [% 1]+ 1}.
€
2] (z,.)nen converge par la norme ||.||; ssi

Ve >0, Ing, Yn € N: n>ng = |lz, — (0,1)|; <e.

Dr: D. Bouafia Université de M’sila



Section 1.2 @ Corrections d’exercices du série 1 ’ Q

Soit € > 0, et pour tout n € N, tel que (n > ny). on a, donc,

e = ©. Dl = | (1=

. 11
1+ne )’1_’1+n’+‘6 -1 <&

_|_
) 2 :
Par conséquent n > - 1. Alors, il suffit de prendre ng = max{ s—1]+ 1}.

Correction d’exercice 1.7 |
J

Soit C([0, 1], R) I'espace des fonctions définie et continue sur [0, 1] & valeur dans R.

@ Reste comme exercice.
1
2l On a || fulle =1 et [[fulli = 1

Bl || f.llco et || full1 ne sont pas équivalentes, car

[ fullo _ .
= lim (n+1) = +o0.
n—-4oo ”fn“l n—>+oo( )

Correction d’exercice 1.8 }

Soit N : R? — R une application définie par N(x,y) = sup

@ Montrons que N est une norme sur R2. Soient (x,y), (2,y') € R? et A € R.
Alors,

@ Séparation :
N(z,y)=0&|tr+y|=0,VteR=>2=y=0.

Réciproquement si z =y =0 = N(z,y) = 0.
[tAx + Ay

Homogénéité : N(A\x, A\y) = su A
® Homo: (O, 2y) = sup L2 = N (),

t / / t tl /
N@+oy+y) = sup FEF 2N+ Wy _ Izt y) + (2 +y)

teR VIt  ieR V1t 2

tx + ta' +
] iy = N(z,y) + N(z',y/).

+ sup —=—
telg V142 te]g V1+t2

2] En utilisant I'inéqualité de Cauchy-Schwarz, on voit donc,

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"

<

tr +y| = [((t, 1), (z,y))| < VI+2/2%+ 92,

ce qui donne N < ||.]|s.
.‘ 17r¢ Méthode : On a
[tzo + Yol

d(My, ) = 2=

Université de M’sila Dr: D. Bouafia



@ ‘ Chapter 1 @ Topologie de R"

Soit A la projection orthogonale du point My sur la droite (A). Alors, on a

[tzo + yol
d(A,A) = “———Z" = d(My, A).
(4, 8) = Z2F = d(Mo, A)

Comme la droite (A) passe par l'origine, cette distance d(A, A) sera maxi-
male lorsque A se confondra avec l'origine. On voit donc

tzo + Yol
d(O, My) = \/22 + 32 = su [tzo + gol .
( 0) 0 yO p m

teR

D’ou I’équivalence de deux normes N et N,.

. t 2
‘ 2'me Méthode : Soit la fonction f(t) = %, alors, on sait que
- (1 + t2)2

. ) x
Donc, la fonction f admet un maximum pour ¢t = —, sa valeur est
Y

z 2 .2 (tr +y)?
— =" +y =sup——5—
f(y) Y telg 1+1¢2

Donc, N =~ Ns.

1.CHAPTER 1 TOPOLOGIE DE R"
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Limites et Continuiteée

Exercices du série 2

Dans chaque cas, déterminez et représentez le domaine de définition des fonctions
données si possible.

@ fi(z,y) =In(z+y—1).() E f(z,y,2) = ! —l—x2.
TYz
2 fo(z,y) = vI—ay. _ Iy
2 . f5(1',y) - m

4_ 2 2,2
Bl fy(z,y) = Y—— L B fs(z,y) =

2+y2—1 VY

Dans chaque cas, déterminez les courbes de niveau des fonctions de deux variables

données.
@ fz,y)=z+y-1 Bl f(z,y) =y — cosz.(x)
2 f(z,y)=e". @ f(z,y) = In(z —y?).

Calculer la limite si elle existe dans les cas suivants :

m Y @ lm @
(m,y)—)(0,0) SC2 _|_ y2 ' (w,y)—>(070) € + y (m:y)_)(oyo) € + 373/ + y
1 . 1 . /x 2 -3
2 lim _ Bl lim —sin (—) B lim i, (%)
(zy)—(1,1) T — Y (z,y)—(0,m) T Y (zy)—00) z+y+1
3 . zy vy _ ]
. Yy . €
1 7 B lm — 1 .
(m,y)lE)I%LO) (x —1)2 4+ ¢ (@y)=0,0) \/ 22 + 12 & (m,y)IE%O,O) e’ —1

@ Soit la fonction f définie sur R? sauf les points de la premiére bissectrice (y = x),
sinx — sinz — siny

sin
telle que : f(x,y) = ST T SNY  Montrer que, ( %111(1 ey Ccos .
r—1Y z,y)— (o, r—1Y




2.CHAPTER 2 LIMITES ET CONTINUITE

g . Chapter 2 @ Limites et Continuité

x J——
2] Calculer la limite suivante  lim y

(@.9)00) /T — /Y

Bl Calculer la limite suivante  lim e~ +¥") sin(2zy).
(@) ll2—=+o0

Soit f la fonction de R? — {(0,0)} a valeur dans R définie par : f(x,y) =

2xy?

z? 4 y?
Montrer que  lim  f(z,y) = 0 de trois maniéres différentes :
(z,y)—(0,0)
@ Par majoration.
2] En utilisant les coordonnées polaires.

B] Selon la définition.

Soit les deux fonctions f, ¢ suivantes définies sur R? par :

- st (x, ,
@ fz,y) = 22+ y? (z,y) # (0,0)
0 si (w,y) = (0,0)
:E——i-y st (T
2 g(z,y) =< Vai+y? (z,y) # (0,0)
0 si (z,9) = (0,0)

Etudier si les fonctions suivantes peuvent étre prolongées par continuité au point a

W f(e) = - a(0.0) 8 f(e) = 50 a0.0) ()
B /(@) = gy a(2.0)

(e.l Exercices supplémentaires

Université de M’sila
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Soit la fonction f : R? — R définie par : f(z,y) = { 2 1

Montrer que f est continue sur R2.

Montrer que les ensembes suivents sont compacts

@ Az{(x,y)GRQ: x2+y2§9,}.
v
4

2
.B={(x,y,z)€R3: +%+z2:1}.

Corrections d’exercices du série 2

| I
l\DHI g,
W+

<
[\
I
\.D—‘
VA

wm .
=
P+

<
[\

\

\‘l—‘

Remarque 2.1

@ Si lim  f(x,y) =1 (finie), en A(xg,y0), alors la restriction de f a tout
(z,y)—(wo,y0)
courbe continue passant par A a la méme limite.

2] Pour montrer que  lim  f(x,y) n’existe pas en A(zg, o), il suffit de chercher

(x,y)—>($0:y0)
deux restrictions aux des courbes continues passant par A qui conduisent & des

limites différentes.
Bl Voici quelques courbes continues passant par A(zq, yo).
@ Les droites :

= 1x9, la droite verticale

= m(x —x9) + v, meR.

‘ Les paraboles

2.CHAPTER 2 LiMITES ET CONTINUITE

y = m(r—20)*+v0, meER,
r = m(y—yo)+x9, mekR

Correction d’exercice 2.1 }

On détermine le domaine de définition des fonctions suivantes :

@ Si fi(r,y) =In(z +y—1). Alors, on a: D; = {(m,y) €ER?: y>1 —33}-
Voir, au dessous le présentation de D;, ou i € {1,...,5}.

Université de M’sila



2.CHAPTER 2 LIMITES ET CONTINUITE

Chapter 2 @ Limites et Continuité

2] Pour fy(z,y) = v/T— 2y. On a, donc,

Dy=(z,y) €eR?: ay <1} =

Bl Dans le cas, f3(z,y) =

. f5(l‘,y) =

(z,y) € R?

= {(z,y) €R?

1+ 22
. fﬁ(xayaz)_ :

TYz

s
R
]
N

SRR
SR
QSRS
AR
AU,

7
o
R
e,
s
&
&

S
s
R
R
R
R
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Ry
R
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O
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K
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FIGURE 2.4 — D,.

(r,y) €ER*: 2 + 9> <4, et 2* +9y* > 1

= J(z,y) €R*: 1< a? +y?* <4},

(z,y) ER*: y >0, etz —y>0

= {(n,y) eER*: O<y<umy.

Dsg=1(r,y) ER*:2#£0, y#0et z#0¢ =R*—{(0,0,0)}.

R
\pnanRasRaaauans
G
RS
b
VeI e

y<a? ety >0

0<y<a?}.

FIGURE 2.5 — Ds.
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Correction d’exercice 2.3 }

On calcule les limites (si elles existent) dans les cas suivants :

@ On utilisant une majoration, et comme, V(z,y) € R? : ay < 2zy < 2% + 9>

Alors,
2

lim | < limy| =0
(z,y)—(0,0) | 22 + y2 = 450 |3/|

2] On utilisant la restriction de f sur la courbe continue x = 1 qu’elle passe par

A(1,1).

) 1 . 1 . . .

lim —— = —o0, et lim —— = +o00. Ainsi, lim n’existe pas.
y=1+ 1 —y y—=1-1—y (zy)—(1,1) T — Y

Bl En passant aux coordonnées polaires,

xr=1+rcosb,
r =rsind, our >0, 6 €0,2n].

Alors, on obtient,

3 sin® 6
1+ rcosf,rsinf) = = rsin® 6.
i ) r2cos2 6 + r2sin’ 6

Comme, on a
|f(1+7cosB,rsind)| < |rsin®f| <r — 0.
r—0

3
. . Y
Ainsi, lim @—FF——— =
@y)—(1.0) (z —1)% + y?

x
4 La limite ( l)in%O 0 Tyz n’existe pas car, pour y = mx, m € R, on a :
z,y)—(0,0) T Yy

mx2 m

ilir(l)f(x,mx) = g 22+ m22  1+m?

Donc, la limite est dépend de m.

1z .1 sin(3) 1
lim —sin (—) = lm —-xX-—=-.
(z,y)—(0,m) T Yy (z,y)—(0,7) Y 5 ™
Car,
1 —1
lim S~
a—0 0%

6] En utilisant les coordonnées polaires, posons

x =rcosb,
x=rsinf, our >0, 0¢€][0,2n]

Alors, on trouve,
f(rcos@,rsinf) = rsinfcosé.

Par suite, lim v lim ( sin 6 cos §) = 0.
(@y)—(00) /22 +y2 0

2.CHAPTER 2 LiMITES ET CONTINUITE
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8] Par les coordonnées polaires,

xr =rcosb,
r=rsinf, our >0, 0 € |0,2n].

Alors, on voit que,

sin 6 cos 6

f(reosf,rsin) = ;=

P it I xy . sin 6 cos 0 sin 6 cos 0
ar suite im ————— =1lim = )
" @)= 00) 22+ 1y +y2  r—>01+sinfcosd 1+ sinfcosh

la limite dépend de 6 alors elle n’existe pas.
2 -3

@ lim Y=
(@y)=00) T +y+1

a—0

si (z,y) — (0,0). Par conséquent, on aura

@0 Posons, a = zy, donc, {

e —1
Ty xry
m Tl o — T pm y—o
@)=00) e =1 @y-00 € —1  @y-00)
xr
Car,
T Y
a—0 o

Correction d’exercice 2.4 }

sinx — siny

@ La fonction f définie sur R? — {(z,2) : x € R} par f(x,y) = P

Alors, En utilisant les formules trigonométriques, on obtient :

sin x — sin sin(%4 x —
- 5_2 ) X cos(—y) = cos a.
r—y = 2
_ sin(*%5Y)
Sachant que  lim — =1, on a, donc,
(@y)=(a) Y

2.CHAPTER 2 LIMITES ET CONTINUITE

lim T,1Y) = COs Q.
(w,y)ﬁ(a,a)f( v)

. — . Ve =y (VT +/Y) -
2 lim 7Y — iim = lim x4+ =
(2.9)(00) /T — /Y (@y)—(0,0) VT = /Y (w,y)%o,o)(\/_ Vo)

0

Bl On a |sin(27y)| < 22y. Alors, posns :

x =rcosb,
r=rsinf, our >0, 0 € [0,2n].
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Donc, on voit que,

|€—(w2+y2) sin(2xy)| < 26_(’”2+y2)|x||y| = 2e "7?|sinf cos f)|.

D’ou,
0< lim 2 "r*|sinfcosf| < 2r’e™" — 0 .
T—+00 r—+00
Correction d’exercice 2.5 }
. : o 5 2112
Soit f une fonction définie sur R* — {(0,0)} par : f(x,y) = o
Y

Montrer que . 1)11)1%0 ) f(z,y) =0.
@ 17¢ Méthode : Par majoration. On a
Y(z,y) € R* — {(0,0)} : 2Jay| < 2 + >
Alors, par conséquent, on trouve,
V(z,y) € R? —{(0,0)} : 2|zy?| < lyl(=® +y°).
Donc, en résulte que

229>

< lim =0
(z ,y)a(o 0) ‘:ﬁ + 21 T y=0 Iyl =

2] 2/m¢ Méthode : En utilisant les coordonnées polaires.

x =rcosb,
r=rsinf, our >0, 0 € |0,2n]

Alors, on voit que,

lim  f(rcosf,rsinf) = lim 2rsin® 6 cos § = 0.
(2,y)—(0,0) r—0

B] 3ime Méthode : 11 faut montrer que

Qxy

Ve > 0, 30(2) |[(2,y) — (0,0)]l» < 8(c) = ‘

Soit & > 0. Sachant que z? + y? > 9?2, alors, an trouve

21 21
‘ 2‘ ’ ‘—2|:c|<2\/9c2+y <e.

2 +y

11 suffit de prendre 6(¢) = =

0‘<€.

2.CHAPTER 2 LiMITES ET CONTINUITE
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Correction d’exercice 2.6 ]

On étudiant la continuité des fonctions f, g sur R? telles que :

B ey | T S@n 700

0 si (z,y) = (0,0).
On a sait que f est continue sur R* — {(0,0)} car elle est quotient de deux
fonctions continues, (x,y) — xy, (polynéme), et (z,y) — /2 + y2, ( racine
carrée) de polynéme). Donc, il reste de prouver la continuité en point (0, 0).
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc

x =rcosb,
r=rsinf, our >0, 0 € |0,2n].

Alors, on trouve,
f(rcos@,rsinf) =rsinfcosé.

Par suite, lim L lim (7 sinf cos ) = 0.
(@y)=>(0,0) /22 +y2 70

Tty ,
—= si(z,y) #(0,0)
2l g(z,y) =] V22 +y?
0 si (z,y) = (0,0)
La continuité de g sur R* — {(0,0)} est claire.

La limite ( l)in%0 0)g(a:, 0) n’existe pas, en effit, si y = max, m € R, on trouve,
z,y)—(0,

(1+m)z n 1+m

lim zr,y) = lim ——— = +—
(z,9)—(0,0) 9(zy) 2=0 /1 + m?|z| V1+m?

n’existe pas. D’oil ¢ est continue seulement sur R? — {(0,0)}.

. Cela signifi¢ que la limite

Correction d’exercice 2.7 ]

On étude la prolongement par continuité au point A du fonctions suivantes :

@ f(z,y) =

.’L’2y2

———, A(0,0). On étudie la continuité en (0,0). En passant aux
2 + y?

{ xr =rcosb,

. btient
r=rsinf, our >0, 0€|0,2n, on obient,

coordonnées polaires.

4 2 2
r*sin” § cos* 0 .
—|§hmr2=0.

lim [f(z,y)| = ll_rf(1)| r2 70

(2,4)—(0,0)

2.CHAPTER 2 LIMITES ET CONTINUITE

Par coséquent ( l)in%o 0 f(z,y) = 0= f(0,0). Cela prouve que f est continue en
)0,

(0,0). Donc elle est prolongeable par continuité en (0,0) par f telle que :

r f(x7 )7 st (CE, )7'é (070)
f(“”y):{o, ! si (x,z):(0,0).

On remarque que f est continue sur R2. Car la fonction f est continue sur
R? — {(0,0)} comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.
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-2
[2] Pour la fonction f qui définit par f(z,y) = (ac—wa +1, A(2,0). Posons,
z=rcosf+2, on aura donc
x = rsind, our >0, 0 €l0,2nr] k ’
) . |cosb|
| = lim —— =
e |f(z,y)] = lim — +00

Ce qui est signifier que f n’est pas prolongeable par continuité en A(2,0).

B ey = EHY

ey A(0,0). (). Reste comme exercice.
=Ty

(&2{.1 Corrections d’exercices supplémentaires

Correction d’exercice 2.8 }

Montrons la continit¢é de la fonction f sur R? telle que : f(z,y) =
1
§x2+y2—1, six? +y* > 1,
1, )
——z°, si non.

2
Soient D l'extérieur du disque unité et E son intérieur, c’est a dire

D={(z,y) eR*: 2>+ > > 1}, E={(v,y) eR*:2? 44> < 1}.

Soit (xg,%0) € R% Alors, on distinguer deux cas possibles.
[ Si le point (zg,yo) dans D ou E, alors f est continue, car elle est polynome.

[2] Dans le cas ot le point (zg,%o) aux bord de D (ou E), c’est a dire 22 +y2 = 1,
donc, on trouve

@ Lorsque (z,y) € D,

1 1
lim x, = lim _xz + 2 _ 1) = ——$2 = f(o, -
(mﬂ/)—)(mo,yo)f( v) (m,y)a(mo,yo)(Q Yy ) 90 f (o, 90)

‘ Lorsque (z,y) € E,

1 1
lim x,y) = lim 22 = —=a2 = f(z0, o).
(x»y)ﬁ(mo,yo)f( y) (x’y)%(wo,yo)( ) 90 f( 0 yo)

D’oi la continuité de f sur R2.

2.CHAPTER 2 LiMITES ET CONTINUITE
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Correction d’exercice 2.9 }

Montrer que les ensembes suivents sont compacts. Premiérement, rappelons que, une
partie de R™ est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

o A= {(x,y) eR?: 22442 <9, } Soit I'application f définie par

f:R* - R
r > x2+y2.

Alors, f est continue, car elle est un polynéme, comme, on a
A= f_l([ov 9])7

et I'ensemble [0, 9] est fermé dans (R, |.[), alors, A est aussi fermé dans (R?, ||.[|).
On a aussi A C B((0,0),6), c’est a dire A est borné. D’ou la compacité de A.
2 2
2 B= {(x, y,2) € R3: % + % +22 = 1}. De méme maniére qui est ce précéde,
on peut définir 'application f par

f:R® - R
2 y2 )
— — 4 == )
x 4+9+z

Alors, on a :

@ B = f"'({1}), f est continue (un polynome), et {1} est fermé. Donc B est
le aussi.

‘ La bornitude de B, car B C B((0,0,0),6). D’oil la compacité de B.
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Deérivabilité et Différen-
tiabilite

Exercices du série 3

Dans chaque cas, calculer toutes les dérivées partielles premiéres des fonctions sui-
vantes.

@ f(z,y) = 2% + 32y* — 49° Bl f(z,y,2) = zsin(yz) —In(3 —e™1Y).
2 f(z,y) = ycos(e™™).

Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) =

22— g '
fﬂy(m) st (,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
@ Montrer que f est continue sur R?(%).

2] Calculer Vf(z,y).

Bl Montrer que f admet des dérivées partielles secondes en tout point.

@ Que peut-on déduire du calcul de il (0,0) O (0,0)7?
P Oxdy " Oyox
222 .
Soit la fonction f : R? — R définie par : f(z,y) = 22 + y2 si(z,y) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0)
@ f est-elle continue sur R?? M Est ce que f est différentiable sur
2] Calculer Vf(z,y). R??
Bl f est-elle de classe C*(R?)?




\

-

ERENTIABILITE

ERIVABILITE ET DIFF

-

3.CHAPTER 3 D

@ . Chapter 3 @ Dérivabilité et Différentiabilité

Vérifier, en utilisant la définition, que les fonctions f : R? — R suivantes sont différen-
tiables dans le point indiqué :

. f(x,y) =Ty — 31:27 en (172)' . f(xay) = y\/Ev en (4’ 1)’ (*)
2 f(z,y) = 2y — 2% en (=2,3). (»)

3_,3
. on {1 R® R défine par S si(a,y) # (0,0
Soit la fonction f : R® — R définie par : f(z,y) = ¢ 22 + 1?2
0 si (z,y) = (0,0)

@ Calculer les dérivées partielles en point (0, 0).

2] Calculer les dérivées partielles premiéres en (0, 0).

Bl Etudier la continuité des dérivées partielles premiéres en (0,0).
[ Est ce que f est différentiable en (0,0)?

Soit la fonction f : R* — R définie par : f(x,y,2) = vy + yz + 2.
Vérifier que f est différentiable et donner sa différentialle.

@ Calculer la dérivée directionnelle de la fonction : f(z,y) = 32y — 4y, au point

o V3 1
(1,2), le long la direction v = (7, —5)
e iy of of
2] Vérifier I'equalité D, f(1,2) = Vf(1,2).v = %(1, 2).u1 + 8_y(1’ 2).vs.

Sachant que la fonction f : R? — R est différentiable et que
f(2,5) =6, 0,f(2,5) =1, et 0,f(2,5) =—1

donner une valeur approchée de f(2.2,4.9).
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Soit la fonction f : R? — R de classe C'(IR?), telles que

T4y

flu,v) = u+v, ot u(z,y) =" et v(z,y) = 2° + 9°.

Calculer les dérivées partielles d’ordre un de la fonction f.

Soit la fonction f : R? — R de classe C''(R?), telles que

r+y

flu,v) = u+v, ot u(z,y) =" et v(z,y) = 2° + 9°.

Calculer les dérivées partielles d’ordre un de la fonction f.

Donner le développement limité de d’ordre 2 en (0, 0) des fonctions suivantes

@
@ f(z,y) = 25 Bl f(z,y) = e« (x). =
cos Yy m
.f(x7y)_2+y . f(a:,y)zeycosx, (*) E
=
@g)
s
=
 Bxercice 312 5
A
ﬂj5 .
SOit la fonction f . RZ — R définie par : f(x’y) — (y _ 11)2)2 + x4 S? (~T7y) 7& (0, 0) \
0 si (z,y) = (0,0)

@ Démontrer que la fonction f est continue en (0,0).

2] Démontrer que la fonction f admet une dérivée selon tout vecteur non nul h =
q
(h1, hy) € R? au point (0,0).

-

ERIVABILITE ET

<

Ql/.l Exercices supplémentaires

3.CHAPTER 3 D

Soit la fonction f de classe C' sur R% Calculer les dérivées partielles des fonctions
suivantes.

B@ Flz.y) = f(y.2) ® Fo) = fla.2)
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@ ‘ Chapter 3 @ Dérivabilité et Différentiabilité

[2] Veérifier vos résultats sur I'exemple f(z,y) = 2° + zy?.

Soit la fonction f : R® — R définie par f(x,y,2) = x + y* + 2. Calculer la dérivée
directionnelle au point (1,1, 1) selon la direction des vecteurs suivantes

@ v =(21,3) 2 v =(,-11).

On considére la courbe plane d’équation
ze? + e"sin(2y) = 0. (3.1)
@ Veérifier que I'équation (3.1) définie une et une seule fonction y = p(z) au

voisinage de (0,0).

[2] Calculer ¢(0) et écrire I'équation de la droite tangente au graphe de la fonction
¢ en le point (0, ¢(0)).

Bl En déduire la limite de Y quand (z,y) tend vers (0,0) en étant sur la courbe.
x

On considére la courbe plane d’équation

223y + 22 + y* = 0. (3.2)
@ Vérifier que I'équation (3.2) définie une et une seule fonction y = o(z) au
voisinage de (1,1).
2] Calculer ¢(0) et écrire I'équation de la droite tangente au graphe de la fonction
¢ en le point (1, ¢(1)).
Bl Calculer le développement de Taylor de ¢ & 'ordre 1 centré en 1.

Trouvons le développement limité au voisinage de (0,0) a 'ordre 2 de la fonction f
définie sur R? par

24 x+vy
@ Corrections d’exercices du série 3
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Correction d’exercice 3.1 }

Calculons les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes.
@ Si f(z,y) = 2%+ 32y?> — 4y°. Alors, on a

of B s  Of P
am@w%—ﬁﬁﬁy,%ay@w%—®w 20y".

2] Pour f(x,y) = ycos(e®*%). On trouve, donc,

0 0
—f(:c, y) = —y?sin(e™ ), et —f(x, y) = cos(e™T¥) — y(x + 3) sin(e™ ).
ox dy
Bl Les dérivées partielles premiéresles de f(x,y, z) = zsin(yz) —In(3 — e**) sont :
) _ Tty 0 __ Tty 0
a—i(x, y) = sin(yz) — ﬁ, 8—£(x, y) = xzcos(yz) — ﬁ et a—JZc(x, y) =
xy cos(yz). 2
=
M
!
H
Correction d’exercice 3.2 } z
o]
f est une fonction définie sur R? par : f(z,y) = xy(wg + y2) st (z,9) #(0,0) E
0 st (z,y) = (0,0) A
H
@ On étudiant la continuité de f sur R2. &
f est continue sur R2—{(0,0)}. Car les fonctions (z,y) — wy, (z,y) — 12+y> B
et (x,y) — x* — y* ( des polynémes). Donc, il reste de prouver la continuité =
en point (0, 0). 2
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc E
‘=
x =rcosb, A
r=rsinf, our >0, 0 € [0,2n[ -
Alors, on trouve, g
A,
f(rcos,rsinf) = r*sinf cos d cos 26. é
ry(a? — o) k
Par suite, lim ’2—‘ = lim |(r?sinf cos #) cos 20| < limr? = 0.
(zy)—=(0,0) | 224 y? r—0 r—0
Donc,
lim z,y) =0= f(0,0).
pm  f(@,y) f(0,0)

D’oit la continuité de f sur R2.

[2] On calcule Vf(z,y).
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Chapter 3 @ Dérivabilité et Différentiabilité

8f(g; ) yr' —y° +da
a 4 2_|_ 2)2
Vf(z,y) = %( 0 = a:y4(f 5 _%4‘,17 y
gy (a2 +y?)
@ Pour (z,y) = (0,0), on a
o L F(,0) = £(0,0) .
V0.0 = § =1 " o™ 10.0) :(0)
ay 00 . h
B] D’aprés ce qui précéde on a :
(4 3 2_3 2
| lim GE - EE =0 si(z,y) = (0,0)
/ 4 3 3 2 _ 2
- x(gg - y2)3 ) si (x,y) # (0,0)
A AT SR TR
| Jim P = 0 i (2,9) = (0,0)

25 4+ 9xty? — 922 — 92yt — o5

si (z,y) # (0,0)

o2 (22 + y2)3
dudy V) = g—i(h, 0) - g—i(o, 0)
lim - =1 si(r,y)=(0,0)
et
28 + 92ty? — 922 — 9%yt — o8
2 - si (2.3) # (0,0)
0*f B of (a +8yf)
Dg0r =Y = GL0.) = (0.0
}llli% h =-1 s (x,y) = (070)
[ Comme i (0,0) # il (0,0) le théoreme de Schwarz permet de conclure
0x0y "’ oyox "’ Warz b
o*f o*f
les dérivé d isé t —— t ti
que(oesO | érivées secondes croisées - 9 (z,y) e D90 (x,y) ne sont pas continue
n (0,0).
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Correction d’exercice 3.3 }

2,2
La fonction f définie sur R? par : f(z,y) =< 22 + 42 si(z,y) # (0.0)
0 st (z,y) = (0,0)

[ La fonction f est continue sur R? — {(0,0)}. Car quotient de fonctions polyno-
miales dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est aussi continue en (0,0),
en effet, on utilisant les coordonnées polaires, on trouve :

. 1 2 2 2 < 1i 2 — 0 = .
(x’yl)gr%o’o)|f(x,y)| 71"1_1>I(1)|7" sin® @ cos” 0| _ll_r)%r 0= £(0,0)
Donc f est continue sur R2.
2] On calcule Vf(z,y).
( 2yt
/ R si (.9) # (0.0)
5V TN f@0) — £(0,0)
| i AR 0 i @) = (0,0)
( 22ty
7 \5Y) =
llg(l) ; =0 si(z,y)=(0,0)
Bl On calcule Vf(z,y).
@ Pour (z,y) # (0,0), on a
8f( ) 2y
3.\ Y (22 +12)2
oy @+
@ Pour (z,y) = (0,0), on a
| ICUES (RN
_ _ z—0 €T _
vi0.0=| § T G L0 = 50.0) < 0 )
8 y—0 Yy
. C’est a dire,
af - of -
Vif(z,y) = af - Of -
2zy 37 3= .
— (1’2+y) ( Z+J}]), SZ(l’,y)%(0,0)
0i 4 0i = 0, si (z,y) = (0,0)

\
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@ 7 cci(r??

En utilisant I'inégalité : 2|zy| < x?+y?2, , on peut faire les majorations suivantes :

of |y°| lylly?|
ox (x,y)‘ T (2249?22 (a2 +y?)? T v

Par passage a la limite on obtient

lim of

(2.9)(0,0) O

of
(x,y) =0= %(070)'

0
Donc la dérivée partielle —f(m, y) est continue en (0,0).

ox

Sur R? — {(0,0)} la fonction 8—(3:, y) est continue comme quotient de fonctions
x

0
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas. C’est a dire a—f(x,y) est
T
continue sur R?. of
De maniére analogue, on démontre que—=(x, y) est continue sur R? et par consé-

dy

quent
f e CYR?).
Bl f € C'(R?), donc, elle est différentiable sur R2.

Correction d’exercice 3.4 ]

En utilisant la définition, pour calculons la différentiable de f dans le point indiqué.
Une application f: R? — R est différentiable en (g, yo) € R? ssi

1) = a0 = 5 o)z = ) = 5,0 = )

lim
(z,y)—(20,y0) \/(.’L" —10)2 + (y — y0)?
. Pour f(x7y) = Ty — 3.T2, €n (172)5 on a f(172) = _]-7 %(Z‘?y) =Y - 6377
x
of _ ., 9f _ of _
8x(1’2) =—4 By (x,y) = et 8y(1,2) = 1. Donc,
of of
f(xay) _f(Zal) - —z(1,2)(fL’— 1) - a_y(172)(y_2) _ scy—3:172+1+4(33— 1) _ (y_ 2)
Ve =12+ (y - 2)? Ve =12+ (y — 2)? '
Avec le changement de variables © = 1 + rcosf, y = 2 + rsin6, ce rapport se
réécrit
— 372 1) = (v —
e e e ) Bl ) = rcosf(sinf — 3cosh).
NEESVES TP
On a alors,
— 372 — 1) — _
‘xy 3t +1+4(x—1)—(y—2) <dr—0.
@D+ (-2 =
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D’ou,
vy =322 +1+4(x—1)— (y—2)
N CESVEEATEDE

La fonction f est donc différentiable en (1,2). Donc, en résulte que

=0.

im
(z,9)—=(1,2)

df(1,2) = —4(z - 1)+ (y—2) = —do +y + 2.

. 0 0
B Si fry) = oy~ 27, (1), ona f21) = L L ry) =y S (21) =1

of _ of _
a—y(m,y) =1z — 6y et 8_y(2’ 1) = —4. Donc,

of of

Ve =22+ (y—1)? Ve =22+ (y— 1) '
Avec le changement de variables © = 4 4+ rcosf, y = 1 + rsinf, ce rapport se
réécrit
_ 92 _ _ _
oSy +1- (=2 +4y—1) = rsinf(cosf — 3sind).
NCEPEENUESE
Par suite,
— 39,2 _ _ _
‘xy 3y +1—(x—2)+4(y 1)‘ <dr—0.
V0 =22+ (y— 1) 0

D’ou,

lim ’xy—3y2+1—(:v—2)+4(y—1)’
(@y)—(1,2) Vi —2)2+ (y—1)2

Par coséquent f est différentiable en (2,1) et on a donc,

df(2,1) = (z —2) —4(y — 2) =z — 4y + 6.

. f(l',y) = yﬁa en (47 1)'

flz,y) =yvz f(4,1) =2
8_f(x y=-Y_ 6_f(41)_L_1
or YV Tom = a0 T oz 4
ay )y - ay ) -

On vu que, dong,

flaw) = fa ) - SLane -0 - ZLane-1 2 an g ey

Ve —4P+(y—1p Ve =4+ (y—1)

\

ERENTIABILITE

-

ERIVABILITE ET DIFF

-

3.CHAPTER 3 D

Université de M’sila
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Avec le changement de variables © = 4 4+ rcosf, y = 1 + rsinf, ce rapport se
réécrit

yvr —2—q(x—4) -2y —1)  (1+7sind)vV4+rcosf —2— reos _ 2rsinf
Ve =42+ (y - 1)? r

2(1 4 rsing)/1 4 ol — 2 — rcosb _ 9pgin g

T
2(1+rsind)(1+ =2 + o(r)) — 2 — =% — 2rsin 6
r

rsin(9c:089+ @ — 0.
4 r r—0

t
ou on a utilisé 'approximation v/1 +¢ ~ 1+ 5 +o0(t), lorsque ¢t ~ 0. On obtient,

donc,
af af
f(:c,y) - f(47 1) - %(47 1)(1‘ - 4) - 8_(47 1)(y - 1)
lim Y = 0.

(@)= (4,1) Ve —4)2+ (y—1)2
- Par coséquent f est différentiable en (4, 1) et on a donc,
Eq
| 1 1
= df(4,1)=—=(z —4)+2(y—1) = -z +2y — 3.
< 4 4
E
4
<)
&
E Correction d’exercice 3.5 }
A 23— o

On définit la fonction f sur R? par : f(z,y) = ¢ 22 + 42 si (w,y) # (0,0

\ 0 s1 (x,y) = (070)

@ Calculer les dérivées partielles en point (0, 0).

[2] Calculer les dérivées partielles premiéres en (0,0).

Bl Etudier la continuité des dérivées partielles premiéres en (0,0).
[ Est ce que f est différentiable en (0,0)?

-

ERIVABILITE ET

Correction d’exercice 3.6 }

La fonction f : R® — R définie par : f(z,y,2) = 2y + yz + zx, est dans C°(R?), car
elle est polynémiale, et sa différentielle donner par.

3.CHAPTER 3 D

df = (y + 2)dx + (v + 2)dy + (z + y)d=.
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Correction d’exercice 3.7 }

@ On calcule la dérivée directionnelle de la fonction : f(x,y) = 3z%y — 4ay, au
3 1
point (1,2), le long la direction v = (%, —5)
D’aprés la définition on a :

1 32t,2 — 1) — f(1,2 — 144 1+4
Duf(11) = fim FLF V3222 —FL2) 9, 9V 144V 1443
t—0 t t—0" 8 2 2 2

2] Le gradient de f est le vecteur
Vi(x,y) = (6wy — 4y, 3% — 4:5).
Le gradient de f au point (1,2) est :
V(1,2) = (4, —1).
Finalement, on trouve

o
T ox

(20 + 2 =12 - Ch Zpus2),

Vi(1.2) 5 >~ (3

Correction d’exercice 3.8 }

Nous donnons une valeur approchée de f(2.2,4.9). Sachant que la fonction f : R* — R
est différentiable et que

f(2,5) =6, 0,f(2,5) =1, et 0,f(2,5) =—1
Soit La5)(x,y) = 0 'équation du plan tangent & f au point (2, 5). Alors, on a approche
£(2.2,4.9) ~ Lp5)(2.2,4.9),

et comme,

(2,5)+(y—5)g(2,5)::c—y+9.

9]
Lo (r,y) = f(2,5) + (z — Q)a_i gl

Donc, on vu que f(2.2,4.9) ~ 6.3.

Correction d’exercice 3.9 }

Soit la fonction f: R* — R de classe C'(R?), telles que

T+y

flu,v) =u+v, otu(z,y) = e et v(z,y) = 2° + 32

On calcule les dérivées partielles d’ordre un de la fonction f.

17r¢ Méthode : On utilise la formule de la dérivée partielle d’une fonction composée

\
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suivante :

o _ o ou ol ov
8tx ~ Oudxr  Ov Oz
e
or _orou_ of o
dy Oudy Ov Oy
Alors, on obtient, of = e 4 2, of =" 4 2y.
Ox Ox
2ime Néthode : Posons F' = f o g. On a donc,
F:R % R--L LR

(x,y) — (ulz,y),0(z,y)) — f(u,v).

La matrice Jacobinne de la premiére application g est la suivante :

Jdu Ou
| o 5’_y ety ety
el oo |7 < 2
oxr Oy
La matrice Jacobinne associée & f est la suivante :
'
H
= Jf=<ﬁ,g>=(1’1)
M du’ Ov
=
E Ce qui signifie que
&)
£ du ou
o F oz’ Oy ou v v v
oxr Oy

-

of v

of Ou 0f Ov  Of du  Of
N ov Oy

_ _Jy -4 T _J — x+y z+y
( Ou dx dv Oz’ Ou Oy ) (ertv2e, 42y )

ERIVABILITE ET

-

Correction d’exercice 3.10 }

On donne le développement limité de d’ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes :

@ On utilise les les dévellopements limités usuelles au voisinage de 0 suivantes

3.CHAPTER 3 D

1 1 1
cost =1 — 51t2+o(tz), T L+t +12+0o(t?), et el = 1+t+§t2—l—0(t2).

Donc, a au voisinage de 0 on vu que :

1 1
=1+ 51/2 + o(y?).

1
1= 5y* +o(y?)
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Dong, le dévellopement limité de f de d’ordre 2 en (0,0) est donner par

flz,y) =

cosx 1 1

—(1_ 21,2 2 )(1 19 2 )

oy ( 5% + o(z?) + 5Y + o(y)
1 1

1-— 51’2 + §y2 +o(x? +17).

2] On a au voisinage de 0,

1

24y

1

MI@

1+
( ——y+4y + o(z? —|—y))

Par conséquent, on a

e’ 1 1 1 1

_ — (1 1 9 2)(1__ 19 2)

f(z,y) 51 2( +a+ 527 + o2 Y+ gy o)
111 1, 1, 1 .
= 2+2:17 4y—|—2:17 —|—8y 4:cy—|—0(a: +y°).

B Si z, y au voisinage de 0, alors, « + y aussi au voisinage de 0, et on a

Il
Il
N = DN —

s
=
1 =
cos(z+y)=1-— §(x2+y2)+0(x2+y2). E
=
on -
D’ou, 4
5
1 22 2 ‘5
ecos(x-i-y) = eX (6 2( +y?)+o(a®+y )> E
1 A
= ex (1—§(x2+y2)—|—0(m2+y2)). e
E
4 :
s}
Ly 2 L, 2 <
ecosr = (1+y—|—§y —|—0(y))x(1—§x +0(:c)) >
oo
1 1 ‘=
= 1+y—§x2+§y2+0(x2+y2). A
o
~
=)
&
Correction d’exercice 3.11 } >
s
@ On souhaite démontrer que O
o
) d 0.0
r,Yy) = — 0,0) =0.
W =222 + 2% o) =y /aZ 20
Soit (z,y) € R?2\ {(0,0)}. Comme (y — 22)2 +2* > 0 et (y — 22)? + 2* > 0.
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Donc,

° i |Ed ‘

‘(y—x2)2+x4‘: ‘(y—aﬂ)?—i—gj‘l

o
| = lel < Va7 = )l

T

0 < |f(z,y)] =

IN

Ainsi, par Théoréme d’encadrement

f(z,y) — £(0,0) =0.

(@.y)ll=v/2%+y>—0

2] Soit b = (hy,hy) € R%\ {(0,0)}. Donc au moins I'un des nombres hy, hy est
non nul. Soit ¢ € ‘R*. Alors, on a

f((0,0) + t(h1, ko)) — f(0,0)
t

t5h3
(thy — t2h3)? + t*h}
t2h3
h% — 2th2hy + 2t2h}

1
t

On distingue alors deux cas.

\ 1 h 1
E ‘Sl 9 # 0, alors,
=
E f((070) + t(hla h2)) — f(070) ~ t2h51) =0
é t t—0 h% t—0
Z
= Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hq, ho) et
=
2 D f(0,0) = 0.
@)
= ‘ Si he = 0, alors, comme h = (hy, he) # (0,0) ¢a signifier que hy # 0, et on a
2
= f(0,0) +t(h, ha)) = f(0,0) £} _h M
s t T 2R T 2450 20
o
‘= Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hq, ho) et
h
Dyf(0,0) = =

3.CHAPTER 3 D

(&2{.1 Corrections d’exercices supplémentaires
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]

Correction d’exercice 3.12

suivantes.

F:R? % R2——£—>R

(z,y) — (y,2) — f(y, ).

0 1
(1)

La matrice Jacobinne associée a f est la suivante :

g 9f 9
=\ oz’ oy
Ce qui signifie que

o (FOFN (05 orY (01
F\ oz oy ) \ oz oy 10
~(5 5 ) (v o)
ox’ Oy ’
Finalement on trouve,

or  of or  of
‘ Application :

oF _ 0f B oF _ of 9,2 .2

2@
f
F:R L RE-_Z R

r — (r,z) — f(z, ).

(1)

La matrice Jacobinne associée a f est la suivante :

([ of of
*‘(%’@)

Soit la fonction f de classe C' sur R% Calculer les dérivées partielles des fonctions

La matrice Jacobinne de la premiére application g est la suivante :

La matrice Jacobinne de la premiére application h est la suivante :

\

ERENTIABILITE
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Cela nous donnons

rieac= (. 2) (1) (% %) e 0

‘ Apphcatlon :

fz,y) = P4y’ = Fz) = f(z,z) = 22° = F'(2) = (35°4+9°+22y) (z.0) = 627,

Correction d’exercice 3.13 }

La fonction f définie sur R? par f(z,y, z) = x+y?+23. Calculer la dérivée directionnelle
au point (1,1,1) selon la direction des vecteurs suivantes

@ Selon ¥ = (2,1,3). On a

_(of of of _ 2
Vf(l’,y, Z) - (ax(x7y7 Z)? 6y($7yaz)7 8z($>yvz)) - (152y7 32 )
ey
H
= of of of
= _ (YL et htl -
: Vi(1,1,1) = (8x(1’1’1)’ 6y(1,1,1), az(l’l’l)) (1,2,3).
E Par conséquent, on aura,
&
= o (2,1,3) 12
N d,f(1,1,1) = Vf(1,1,1). —(1,2,3) 22— 2
)
3 2 Si ¥ = (1,—1,1). on obtient
sl 7
= (17_171) 2
= d,f(1,1,1) = V£(1,1,1). = (1,2,3) 22— =
- L=V LD gy = (L2375 = 75
5
o
eS|
a Correction d’exercice 3.14 }
"Z Posons f(z,y) = ze¥ + e sin(2y).
= [ Notons que (0,0) est une solution de léquation f(z,y) = 0. On a
&
<
5 g—;@,y) — o+ e7sin(2y) g—;m, 0)=1
5 =
= gl — ze¥ + 26 cos(2 gz —9
8y(x,y) xeY + 2e” cos(2y) 8y(0,0)

Puisque g—f(0,0) # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(z) définie au

voisinage de 0 tel que f(z,¢(x)) = 0.
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2l Comme,

0

Too

) — _ ox _
P(0)= -9 —— = 2.
oo 7
oy
1
Alors, I’équation de la droite tangente a ¢ en x = 0 est y = —590.
one @) . ole) = pl0)
.p p(x) — (0 ,
(m,y)E%0,0) mli% x z—0 z—0 v (0)

Correction d’exercice 3.15 }

On posons f(z,y) = 223y + 222 + y*.
[ Notons que (1, 1) est une solution de léquation f(x,y) =0. On a

0 0

g—;(x,y) = 62y + 4z g—;(l, 1) =10
=

il — 2% 42 1,1y =4

o (o) = 207+ 2y (L.

: of S : .y
Puisque 8_y(1’ 1) # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(x) définie au
voisinage de 1 tel que f(z,p(z)) = 1.

2l Comme,
of
/ 8_(1’ 1) 5
—_ _0ox —
¢'(1) = =5
Loy
oy’
Donc, I’équation de la droite tangente & ¢ en x = 1 est
) ) 7
y=—-(z—-1)+1=—-z+ -

Bl le développement de Taylor de ¢ & I'ordre 1 en point 1.

7

p(a) = p(1) + ¢/ ()(a — 1) +o{x) = £ — 2z +o(a).

Correction d’exercice 3.16 ]

On a pour tout (z,y) € R? tel que 1 +x —y # 0,

242 +vy 1
—= =2 X —.
1+z—y 2+z+y)

fla,y) = prr—

\
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Si (z,y) au voisinage de (0,0) alors, on a aussi  — y au voisinage de 0. En utilisant le
développemet limité de Taylor & l'ordre 2 suivant

‘ -

=1—t+t*+o(t?).

—

+i

Par conséquent,

flz,y) = (2+$+y)xm

2+z+y)x (1= (z—y)+ (@ -y +ol®+y)
2 — 243y +2* —y* — day + o(z? + 7).

\
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Chapitre

“Y Formules de Taylor et
Extremums

Q Exercices du série 4

On consideére 'application f définie par

f:R? — R
(z,y) +— 2°+¢° =3y

@ Justifier que f est différentiable sur R? et préciser son gradient, en tout point
(z,y) € R

2] Déterminer les points critiques de I’application f.

Bl Etudier les extrema éventuels de f, en précisant leurs natures (minimum local,
minimum global, maximum local, maximum global, ou aucun extremum local
donc aucun extremum global).

Soit la fonctions f de R? dans R définie par

flzy) =2+ 2zy+y—y°

@ Déterminer les points critiques de f.
[2] Donner leur nature (extremum local, point selle ...).

Bl Montrer que le minimum local obtenu n’est pas un minimum global pour f.

Soit la fonctions f : (z,y) — (xln% + yz)

@ Préciser le domaine de définition de f.

.‘ Trouver les points critiques de f.

‘ Déterminer leur nature.




@ . Chapter 4 @ Formules de Taylor et Extremums

.‘ Montrer que le minimum local obtenu est en fait un minimum global.

‘ f admet-elle un maximum global?

Déterminer les points stationnaires et leurs natures dans les cas suivants
@ f(z,y) = 42° + 2zy + y°,
Bl f(z,y)=-2"+z—ay+y—9>
Bl f(r,y,2) =22+ 22+ y* — 3y + 222

Etudier les extrema de f sous la contrainte g(z,y) = 0 dans les cas suivants :
@ f(z,y) =222+ 22y +y* — 60 — 2y — 3 et g(x,y) =2 +y — 40

1 1
2 f(z,y) =10¢z +2¥y et g(z,y) = Zlnx—i— glny—B. (%).

Soit la fonctions

f:]Ri’_ — R
(x,y,2) — x+y+z.

On cherche le maximum de la fonction f sous la contrainte 22 4 y? + 22 =1
@ Expliquer pourquoi ce maximum existe.
2] Ecrire le Lagrangien associé au probléme.

B] Déterminer alors le point ot le maximum est atteint et la valeur de ce maximum.

({1{.1 Exercices supplémentaires

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

Soit I’équation :
2° + wyz + P 4+ 32t =2 (4.1)
@ Montrer que I'équation (4.1) définit au voisinage du point (1, —1) une fonction
implicite z = g(x,y), telle que g(1,—1) = 1.
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[2] Donner I'équation du plan tangent a la surface z = g(x,y) en point (1, —1).

Soit la fonction

f:R® — R
2

2
Ty
— — 4+ =
(x7 y) 9 + 4 Y
ot les variables x et y sont liées par la contrainte g(x,y) = 2% +y = 1.
[@ Déterminer les points critiques du Lagrangien L(x,y, \) associé¢ au probléme.

2| En utilisant I’équation de la contrainte, exprimer f en fonction de la variable
seulement.

Bl Etudier la fonction obtenue et en déduire les natures des points critiques.

M) La fonction f admet-elle un maximum global sous la contrainte ?

Pr—

Soit la fonctions

f:]Ri — R
(x,y,2) — x+y+ =z

ot les variables x et y sont liées par la contrainte g(x,y) = 2> +y = 1.
@ Déterminer les points critiques du Lagrangien L(z,y, \) associé au probléme.

2] En utilisant I’équation de la contrainte, exprimer f en fonction de la variable
seulement.

Bl Etudier la fonction obtenue et en déduire les natures des points critiques.

[ La fonction f admet-elle un maximum global sous la contrainte ?

Calculer la Hessienne de chaque application suivante aux points critiques et étudier
leur nature

1
@ f(z,y,2) =2y +yz+az+ 52/4-

2] f(z,y) = 2%y* — 52 — 8zy — By

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

@ Corrections d’exercices du série 4
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Correction d’exercice 4.1 }

On considére 'application f définie par

f:R* — R
(z,y) +— 2" +¢° =3y

@ L’application f est polynomiale en les variables z et y donc différentiable sur
R? (et méme de classe C' sur R?).
On calcule, pour tout (z,y) € R2.

of _

of of _
ox B

2 ) t,
T (§ 8y

3y? — 3.

Donc son gradient en un point (z,y) € R? est

0 0
Vf:((’?_i’ 8—5)2(296, 3y2—3)

2] Soit (z,y) € R?
Vi(z,y)=(0,002r=0,et3y? -3=0<20=0,et(y=—-1Vy=1)

Donc la fonction f posséde deux poins critiques : (0, —1) et (0, 1).

Bl On sait que f atteint un extremum local en un point, alors ce point est un point
critique de f, d’aprés la condition nécessaire d’existence d’un extremum. Il y a
donc deux points & étudier.

@ Etude du point critique (0, 1) de f.
Soit (z,y) € R?

fl@1+y) = f0,1) = & +y(l+y)°*-3(1+y)—(-2)
= 22+ 23 +y).

Donc pour tout (z,y) appartenant a
U:=Rx]—3,3],

qui est voisinage ouvert de (0,0), et f(z,1 4+ y) > f(0,1). La fonction f
atteint donc un minimum local (valant —2) au point (0, 1).
Ce minimum local n’est pas global car

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

f(0,y) =y®> —y,et lim f(0,y)= lim y*® = —oo0.
Yy——00 Yy——00

‘ Etude du point critique (0, —1) de f.
Soit (z,y) € R?

fl@,=1+y) = f(0,-1) = 2> +yly—1°-3@Fy—1)—(-2)
= =3+t =2+ Py - 3).
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D’une part, pour tout z € R, (y = 0)
f(z,—1) — f(0,-1) = 2? > 0.
D’autre part si (z = 0)

f0,—1+y)= -3+ ~ =35> <0.
y—0

Donc la quantité f(z,—14y) — f(0,—1) n’a de signe constant dans aucun
voisinage de (0,0). Ainsi la fonction f n’atteint pas un extremum local (et
a fortiori pas un extremum global) au point (0, —1).

Correction d’exercice 4.2 }

On a f définie sur R? par
fla,y) =2° + 22y +y — .

@ f est de classe C? (et méme de classe C™) peut donc appliquer la méthode des
dérivées premiéres et secondes pour I’étude des extrema locaux. On a, donc

0 0
Vi(z,y) = ( 8_£’ 8—‘;; ) :(2(3:—1—3/), 2:1:—|—1—3y2)

On résoudre le systéme d’équations Soit (z,y) € R?

1
Vf(z,y)=(0,0) < a4+y =0, et —3y°*2y+1 =0 y=—x, et (y=—1Vy = §)

11
Donc la fonction f admet deux poins critiques : A(1,—1) et B(—g,g). On

étudie la nature du points critiques avec la Hessienne, et comme,

4 82f
o
o°f _5
) oxdy
i
\ 83/2 N 4
Alors, on trouve :
Mo iy
a2\ ; 2 9

Dong, le déterminant de la matrice Hessienne au point critique A(1, —1) est

det (Hessf(l,—l)) = ‘ 2 2 ‘ l

9 9 =8> 0, avec, ﬁ(l,—1)=2>0

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS
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Alors, A correspond a un minimum local pour f.

11
Au point B(—g, §) on a

11 2 2
det (Hessf(—g,g)) = ‘ 5 _9 ‘ = -8 <0.

donc B correspond a un point selle (ni minimum local ni maximum local).

2] La valeur de f au point A est f(1,1) = 1, or on a par exemple f(0,2) =6 <
f(1,1), donc A n’est pas un minimum global.

Remarque 4.1

On note que, sans méme chercher les minima locaux, il était clair dés le début que f
ne pouvait admettre de minimum global sur R? puisque

lim f(0,y) = lim (y —%°) = lim (—¢°) = —c0.

y—r+00 y—+0o0 Yy—>+00

L’absence de minimum global de f est résultat de ne compacité de R? malgré la conti-
nuité de f.

Correction d’exercice 4.3 ]

Ona f:(x,y) —> (w(ln%) +y2).
1 Df:{(x,y)€R2zx>0}:R1xR.
.‘ f est de classe C*° sur son domaine et admet pour dérivées partielles

0 0
3—£($,y), 3—5(1’,34) > = (In*zr+2Inz+y? 2zy )

B y=20, (x >0)
Viey) = (0, O)i(ln2x+21nx+y220

Vf(z,y) = <

Par conséquent In’z +2Inz+y*=0=2=1 V x =2 On a donc deux
points critiques : A(1,0) et B(e™2,0).

‘ On les notations de Monge, donc calculons la déterminant de la Hessienne.
Alors, on aura :

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

02 f Pf
_($,y) (xay) l+nz
2
Hessi(ey) = | 9, 5p :(2( 2 ) §y>
Y T

xz, 5 3\
ey DY) gy
Dong, le déterminant de la matrice Hessienne au point critique A(1,0) est

det (Hessf(l,O)) =pr—q¢* =4, etp=2>0,
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0 f
—(1,0), r = =—
81:2( b 0y?
local pour f.

Le déterminant de la matrice Hessienne au point critique B(e™2,0) est

0 f
0xdy

oup= (1,0) et g = (1,0). Alors, A est un minimum

det (Hessf(e_2, O)) =pr —¢* = —4.

Donc B est un point col pour f.
.‘ On a f(1,0) = 0, or f est toujours positive, car,

V(z,y) € Dy: f(z,y) > 0.

On en déduit que A est le minimum global de f.

‘ On remarque que Dy est ouvert et comme f n’admet pas un maximum local.
Alors, f n’admet pas de maximum global. On peut aussi voir que f n’est
pas majorée, car :

. o . 2 o
xEI—II—loof(x, 0)= xEIJPoo xln®r = +o0.

[
—

Correction d’exercice 4.4 ]

On étudie la nature des points stationnaires pour chacune des fonctions suivantes

@ f(z,y) = 42% 4+ 22y + y%. f est de classe C™ sur son domaine. Donc, on a
af af

Vf(z,y)= ( %(:L‘,y), a—y(w,y) ) =(8x+2y, 2z+2y)

x=0
Alors, seul le point A(0,0) peut étre un extremum pour f, et la nature de ce
extremum dépend le signe de A(Hessy) en A(0,0). en effet

82f(x y) o/ (z,y)
a 2\ ) 8 2
Hessite) = | G B (5 ))
Comme,
2
det <H655f(0,0)) - ‘ 2 ; ’ —12>0, et %(0,0) —8>0.

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

est minimum local en (0,0) et ce minimum est f(0,0) = 0.

2 fz,y) = —2?+x—ay+y—y® Ona f € C°(R?). Donc, Les conditions
d’extremum nécéssaires sont réalisees aux points solutions du systéme suivant

Vf(x,y)z(o, 0):>(2_£(may)> %(xay)):(ov 0)
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—2z+1—-y=0
—r+1-2y=0

1
Donc, le point A(g,

xr =
=

y:

1 . . )
—) peut étre un extremum pour f. Maintenant, on étude

la nature de ce extremum. Alors, on voit que

Hessf(;) ;)

Comme, on a

11 -2 -1 0?f 11
det (Hessf<§, §)) = ’ 1 _o ’ =3>0, et @(5,5) =—-2<0.
Alors, f (1 1) == est un maximum local de f en point (-, =) = !
RACIE 1 ety 3/ T3
flx,y,2) = 2% + 23: +y? — 3y + 222, On remarque que f € C*(R?). Donc, on
pose,
Vf(fl?,y,z) = ( 07 07 0 )
Par, suite, on a
(G Fwns Fena )= (0 0 0)
D’ot, on trouve,
2 +2=0 fU:gl
22=0 =0

. . . 3
Le point tationnaire est A(—1, o 0). Dong, la nature de ce extremum selon le

signe de A(Hessf).

M e Ly
62332 )l y7 a%ay ) y7 ama ) y7
o°f o f >*f
H = ZJ
essy(z,y,2) 8y8m(x Y 2) o (2,9, 2) 507 (2,9, 2)
) L@y s
828,’1}' 73/7 azay 7y7 a 7y7
Par coséquent,
3 2 00
det (Hessf(—1,§,0)): 02 0|=16>0.
0 0 4
3 3 . :
Alors, f(—1, 5,0) ==-7 est un minimum pour la fonction f;

)

Wl —W|
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Correction d’exercice 4.5 ]

On étudie les extrema de f sous la contrainte g(x,y) = 0. telles que

@ f(r,y) =222+ 22y +y? —6r -2y —3et g(w,y) =2 +y—4=0.
La contrainte permet d’exprimer implicitement y en fonction de x. Donc, on
trouve
y=4—ux.

On étudie alors les variations de la fonction F' définie par
F(z) = f(z,y(x)) =22° +22(4—2)+ (4 —2)* — 62 —2(4—2) —3 = 2° — 4w +5.

F est une fonction polynéme du second degré, comme de coefficient dominant

b
a=1>0et A=0. Alors, F atteint son minium en r = —— = 2.

a
Conclusion : f admet un minimum relatif sous la contrainte x +y —4 = 0 en
(2,2). Ce minimum est égal a f(2,2) = 1.

1 1
2l f(z,y) = 10¢x+2sqrt[3]y et g(z,y) = 1 In x—f—g In y—3. Reste comme exercice.

Correction d’exercice 4.6 ]

On cherche le maximum de la fonction f(z,y,2) = 2 + y + z sous la contrainte 2% +
2 .2 _
Y-+ 2z =1.
@ La surface
S ={(r,y,2) e RS : 2® + 9> + 2% = 1}.
Clairement & un compact, puisque fermé et borné. La fonction f est continue
sur ce domaine, donc bornée et atteint ses bornes, en particulier son maximum.

[2] Le Lagrangien associé au probléme est la fonction de 4 variables :
L(z,y,2,\) =2 +y+2z— Az® +y* + 2% = 1).

Bl On cherche les points critiques du Lagrangien, ce qui donne : Vf(z,y,z) —

1-2 =0 1
_ — xr = y =z = —
AVg(z,y,2) =0= 1=2y=0 = 1 2A 11 S'ensuit
224yt +22=1 4)\2

3 V3 V3
que 'unique point critique est A(%, %, %
nimum : ¢a ne peut étre un minimum, puisqu’on a par exemple f(1,0,0) =1 <
Y3 V3 V3
27272

). C’est un maximum ou un mi-

) = /3, donc c’est le maximum.

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

(%.1 Corrections d’exercices supplémentaires
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Correction d’exercice 4.7 }

On définit la fonction f sur R3 par : f(x,y,2) = 2° + xyz + y° + 3w2* — 2
@ Alors, la fonction f est de classe C*(R?) pour tout (z,y,z) € R3 on a

g—];(:c,y,z) = xy + 1222°.
of -
De plus, f(1,—1,1) = 0 et 8_(1’_1’1) = 11 # 0. Alors, par le théoréme
2

des fonctions implicites il existe un voisinage V(1,—1) C R? et une unique
fonction g : V(1,—1) — R de classe C*'(V(1,—1)) telle que g(1,—1) = 1. et
f(@,y,9(x,y)) =0

2] L’équation du plan tangent a la surface z = g(x,y) en (1,—1). On a

Vf(z,y,2) = (52" +yz+32*, xz+3y% xy+1222°)

Donc, on obtient

VL, -1,1)=(7 4, 11)

Alors, I’équation est donnée par :

r—1
(Vf(l,—l,l), y+1 )=0(:)7x+4y+1lz—14=0.
z—1

Correction d’exercice 4.8 ]

2 2
Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) = % + yz, avec la contrainte g(x,y) =

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS

2?2 +y=1.
@ Le Lagrangien du probléme s’écrit donc :
22 P
9 4
2
—x—2 =0 y =2\
2
Vf(z,y) — AVg(z,y) =0 = Sy —A=0 = x(gw—y)zo =
y =2\
r=0Vy= ; Donc, par substitution de x = 0 par dans la troisieme
?+y=1

équation, on obtient la premiére valeur critique A(0, 1). De méme, en remplagant

2 7
Yy = 9 dans la troisiéme équation, on obtient x = :I:?, donc on trouve les deux

Université de M’sila



Section 4.2 e Corrections d’exercices du série 4 ‘ @

V7 2)
379 379
2l On ay = 1 — 22 donc y €] — oo, 1]. Par substitution dans f, on obtient la
nouvelle fonction d’une seule variable
2 (1-2%* 1 7 VT

F = = — — %= - — T
(z) = f(z,y(x)) A 493 1896 =0=2z=0Vz= T

VT2 VT2

D’ou les trois points critiques du Lagrangien A(0,1), B(—— 3 9) et C(—? 5)
Il est clair d’aprés ’étude de F' que le minimum de cette fonction est atteint

autres valeurs critiques B(—

%) et O

7
aux points x = F— et le maximum en xz = 0. On voit facilement que A est un
maximum local pour f, B et C' étant des minimums globaux.

Bl Alors,
F'(z)=0&2* 7:5—!— =
B 9" 4
[ Si f admet un maximum global, il est forcément atteint en son unique maximum

local A, or on remarque que :

lim f(z,1—2%) = lim F(x)= +oo.

Tr—400 r—400

Donc f n’admet pas de maximum global sous la contrainte g.

Correction d’exercice 4.9 }

f définie sur R? par f(z,y) = 2* + 22y +y — y°.
@ Déterminer les points critiques de f.
[2] Donner leur nature (extremum local, point selle ...).

Bl Montrer que le minimum local obtenu n’est pas un minimum global pour f.

4.CHAPTER 4 FORMULES DE TAYLOR ET EXTREMUMS
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Intégrales multiples

Exercices du série 5

Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

dxdy
'fflﬂ—uyy

ff 2 T pdedy: D=[0,1x[L2]

D =10,1] x [0, 1].

rsiny
B fol_l_x?dwdy, D =10,1] x [0, 7].
d [[zydzdy, D={(z,y) eR?®: 2>0, y>0etaz’+y> <1}
D
Bl [[zcosydedy, D={(z,y)eR?®: 0<z<1,2?<y<uz}
D

dxdy

D={(x,y) eR?: 2 >1,y>1letx+y <4}
CERE {(z,y) y y <4}

B e

Calculer D'intégrale double I = [[ zy*dzdy, sur K tel que
K

K={(z,y) eR?: z+y>1, 2 +9* <1}

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes en
changeant 'ordre d’intégration si nécessaire

2 z+1 1
_ 2 10 y
4y 2vIn3vIn3 )
2 L= [ [(ey+y®)dedy. @n= [ [ e dedy
0 221 0 zzz
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Calculer I'intégrale triple de la fonction

[y, 2) = wyz

dans le volume limité par les plans x =0, y =0, 2 =0etz+y+2—1=0

Calculer I'intégrale double

= / / (2 + )%™~V dady
D

ou le domaine d’intégration D est donner comme suit
D={(z,y) eR*: >0, y>0etz+y<1},

en utilisant le changement de variables suivantes : u =z +y et v =2 — .

En utilisant le changement de variables en coordonnées polaires, calculer les intégrales
doubles suivantes
dxdy

.[1 ff1+x2+y27

B L= [[ e dedy Dy={(r,y) ER2:0<2<10<y< VI a2}
Do

Dy ={(z,y) e R?: z* +y* < 1}.

, ou D3 est la partie du plan comprise entre les courbes

dxd
Bl L= [

D3 a2+

22 2 2?2
F_|_§_)\:07 ¥+ﬁ—p=0, et A >p > 1.

5.CHAPTER 5 INTEGRALES MULTIPLES

Calculer I'intégrale double

// cos(z? + ?) drdy
2 + sin(2? + y?)
ou le domaine d’intégration D est déterminer par

D= {(x,y) e R*: 1< a*+y* <4}
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(@.1 Exercices supplémentaires

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes
W 1, = [[(xsiny)dedy, Dy={(z,y)€R*: 0<z<m 0<y<a)
Dy

Do

Bl ;= ff

41, = ff:c +y)dxdy, Dy={(z,y) eR?: 2>2 y>2 eta+y<1}

dxdy, Dy={(z,y) eR?: 0<2z <2 0<y<4-—2%}

3
Soit 'intégrale triple I = f | f drdydz

,ou D est le domaine définie par
(y+2)(x+y+2)

Dy={(z,y,2) €R*: 2>0, y>0, 2>0,etx+y+2<1>0,<4—2"},

en utilisant le changement de variables u =z 4+y+ 2, v=y+ 2z et w = 2.

INTEGRALES MULTIPLES

Corrections d’exercices du série 5

5.CHAPTER 5

Correction d’exercice 5.1 }

Calculer les intégrales suivantes sur les domaines indiqués

B oy - () () = (b [nan)] = we)
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1 1
y _ 1 2y
//x2+y2dxdy - 20/(o/x2+y2dy)dx

On calculons cette intégrale par partie, posons donc,

3 N 6x
{“(“):ln(” 2+1) S YO = e e
v'(x) =10 v(z) ==

Donc, on voit que

Y 1
// x2+y2dxdy = i[xln (l—i-
D

1

= dz
+2/ x2+4)
0
1
0/

5

2

5 T
= In 3 + [ — arctan(z) + 2 arctan(E)]

5

2

1 1
2 0
1 m 1
= Eln —§+2arctan(§).
rsiny 2z ™ B NE .
3] ‘,l;f 1+x2d:vdy— ({ 1+x2dx)({smydy) = [ln(1+x )]0[cosy]0 =In2.

[a cta ]md 1 arctanxd
rctan r=—- [ ————dx
14 22 yo 2 14 22

= [arctan2 x] = —.
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[B] En utilisant intégration par partie, on obtient donc,

T

1
/ / xcosydrdy = / x / <cos ydy) dx
D 0

1 1
1 1
—d 4 | ——d
/x2—|—1 v /x2+4x

1 3
—§—|—sin1—§cosl.

1555 = [ el el =il 5l

Il 1
O\H [\')Lt-l
) =}
— oo §
)]
@,
= |
< N |
& o
| I
8 8
[
QL
S
|
o

n

Correction d’exercice 5.2 } =
o

Au début on va donner la description hiérarchique du domaine K ou E
-}

K={(z,y) eR*: x+y>1, 2°+y*> < 1}. =

n

=

Alors,onaz+y>1= (z+y)?>1= 2>+ 2zy +y*> > 1. Donc, on trouve, =
20y > 1 — 22 — y? = zy > 0. Par suite x > 0 et y > 0 avec y? < 1. Par conséquent g
‘(=

K={(z,y) €R*: 0<y<0, 1-y<z</1-y2} =

[

0

1 1-y? 1 &

ZL'2 1—y2 E

I = // zyldedy = / [ / :de] yidy = / [—] yidy 2,

2 1—y <

K 0 1—y 0 s

L O

0

Correction d’exercice 5.3 }

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes en
changeant 'ordre d’intégration si nécessaire
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2 z+1
@ L=/ [ (2*+y)dudy.
—1z2-1
Dy ={(z,y) eR?: -1 <2<2 22—-1<y<xz+1}. Cestadire x est fixé.

Donc,

Va+1

/ 2ty dy] dx = /2 [y:c2 + %yz] ::_llda:
21

I :/ (2% + y)dody = /
— / [(x + 1)z% + %(w + 1) — (2 = 1)a? — %(xz - 1)2: dx

B 35147312]2_117
_[ SRR R S L BT

IN

z < \/ﬂ} Dans ce cas y est fixé, et on a :

e
I
o—_,
—
8
N
+
<
=
QL
8
=N
N
Il
\»& o\»& N | <@
—
—
8
<
+
N
=
Q
Iil
=Y
<
I
o—_ .
| — |
<
+
8
<
L
(V]
<
oY
<

l

Y
Bl On calcul I = f f ye*dxdy. Donc, trouve

1
Y 10

10 v 10
I3 :/ yedxdy = /[/yewydw] dy = / [e v|?
10 0

0

(e —1)dy =9(e —1).

Il
o\._\ o
o

5.CHAPTER 5 INTEGRALES MULTIPLES

2v/In3vIn3 )
M| Pour, lintégrale I, = [ [ e dxdy. on a
0
2

2vIn3vIn3 vin3 22 In3 )
I, = / /em2dxdy = / [/exzdy]d:cz /er [y] dx
0
0 0o 0 0
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FIGURE 5.1 — D;. FIGURE 5.2 — Ds,.

y=10 y=2x
=2

y=1x

2 y=1
E) T

4\27 I

FIGURE 5.3 — Dj. FIGURE 5.4 — D,.

x=1

Correction d’exercice 5.4 }

On Calcul Uintégrale de la fonction f définie par : f(x,y, 2z) = zyz dans le volume V'
limité par les plans x =0, y =0, 2=0et 2 +y+ 2z — 1= 0. Donc

/V/ / vyzdrdydz = /1 | 72;( ljyzdz)dy] du = 0/1 | :/zy(%%);“dy] du

xT

[1
syl -z — y)2dy] dx

1 1 11—z
x[—yQ(l —z)? + §y4 — §y4(1 - x)]o dx

Correction d’exercice 5.5 }

I= [[(z+y)?e” ¥ dady, D= {(z,y) €R*: >0, y>0etz+y<1}. Au début,
D
U+ v

I : u=x+y r=
on éxprimer z et y en fonction de u et v. Donc, on a vz —y = wio

2

’y =
Comme, x > 0 alors, on aura, u+v > 0 = u > —uv.

etonaussiy > 0= u—v>0= v < u. par conséquent on trouve —u < v < u.
Et on tenant compte x + y < 1 alors, on obtient 0 < u < 1.

INTEGRALES MULTIPLES

5.CHAPTER 5
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Cela donne le nouveau domaine d’intégration
Im(D) = {(u,v) €R?*: 0<u<let —u<v<u}

On besoin aussi a le jacobien, donc,

Oz O
det(J(u,v)) = g}j Z =
du v

La nouvelle intégrale est éxprimé par cette expression :

I = //a:+y2””_ydxdy—/ | det(J (u, v))| f(u,v)dudv

1

_1 2 uv _l 2
—2/u[/ dv —2/u

—u 0

N | —
l N | —
N | =
Il
|
| —
S
e

Correction d’exercice 5.6 }

@ Posons, z = rcosf, y = rsinf, avec 0 <r < 1 et § € [0,2x[. Alors, on voit que

dxdy rdrd@_ 1 N
I = //1+x2+y //1+7~2 or[Sin(1+)] = n(2).

T
2] Posons, z = rcosf, y=rsiné, avec 0 <r < 1et § € [0, =[. Alors, on trouve,
2

127 1 —1)
e @ P dndy = [ [erdrd = T [er] = Te =D
I, i[;fe dxdy bfofe rdrd 1 [e ]0 »

B reste comme exercice.

5.CHAPTER 5 INTEGRALES MULTIPLES

Correction d’exercice 5.7 }

cos(z? + y?)
2 + sin(z? + y?)

Calculons l'intégrale double I = f i dxdy, ot

D= {(x,y) e R*: 1< a2®+y* <4}
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En faisant le changement, posons, donc, z = rcosf, y = rsinf, telles que r € [1,2] et
6 € [0, 27]. on voit donc,

27 2
cos(x? 4+ y?) 7 cosr?
N
//2+smx2+y) vy / /2+Sin7“2d9 dr
11

)| = pln (P2 +sind)
W[ln(2+smr )]1 =m7ln (ln(2+sin1))‘

({2{.1 Corrections d’exercices supplémentaires

Correction d’exercice 5.8 }

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes
@l On calcule I; = [[(zsiny)dzdy, sur Dy = {(z,y) eR?: 0<z <7, 0<y<
D

~
Il Il

1
x}. Alors, on obtient

0
2

T
_— — = — 2
5 COS T xsmx]o 5 +

I
— O

n

e x ca]

11://(:1:Siny)da:dy = //xsinydxdy:/[/xsinydy]dx E
Dy 0 0 E
=

= /[—mcosy /m—xcosx x a

=

o

0

‘=

=

4

[

2 5n= ff3y3e””ydwdy, Dy={(r,y) eR?2: 0<x <1, Jr<y<l1}

I, = //3y ewydxdy://a:sinydxdy
00

1 y2

_ / 3y3emydy] dr = / [ / 3y3emydx] dy

NG 0 0

5.CHAPTER 5

1

2
3y’e my] dy = [ey3 — y?’]o =e— 2.

/
/

Bl Pour l'intégrale I3 = ff dxdy, Dy={(r,y) eR?: 0<2<2 0<y<
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5.CHAPTER 5 INTEGRALES MULTIPLES

Chapter 5 @ Intégrales multiples

4—2°} ona:

4 4
xe? xe x2e® 4-y
I, = dzdy = dx|dy = —_— d
’ //4—y o /[ / ey oy /[2(4—3/)]0 Y
0 0 0

Iy = [[(2* 4+ y*)dedy, Dy={(z,y) eR*: 2>2, y>2 etzx+y<1}.
Dy

1

I, = //(x2+y2)dxdy—/ / 7+ P dy dx—/[(x2y+y§)](l)_md:c

0
1

_ /[(x2(1—:v)+(1_3$)3)]dx:/[—§x3+2x2—$+é]dl‘

Correction d’exercice 5.9 }

On commence par écrire les expressions des variables z, y, z en fonction des vouvelles
variables u, v et w. On a donc,

u=xr+y—+z r=u—"v
v=y+=z =4 Y=v—w
w==z zZ=w

Alors, le jacobien du changement de variables est donner par

1 -1 0
det(J(u,v,w)=|{0 1 —1|=1#0.
0 0 1

Sachant que z +y + 2 < 1 on trouve 0 < u < 1, et comme x > 0, y >0, z > 0, on
aura 0 < w < v < u < 1. Par conséquent, on exprimer 'intégrale I comme suit

I = /// y+;didid;+z) =0/[0/u[0/v:—zdw]dv]du

1 u

://—dv 0/1“_6 _

0
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