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Exercice 01 :

Déterminer si les applications suivantes sont linéaires

1. f1 : R2 → R2, f1(x, y) 7→ (2x+ y, x− y),

2. f2R2 → R3, f2(x, y) 7→ (x+ y, x− 2y, 0),

3. f3 : R3 → R3, f3(x, y, z) 7→ (xy, x, y),

4. f4 : R2 → R, f4(x, y) 7→ x2 − y2 (*),

5. f5 : R3[X]→ R3, f5(P ) 7→ (P (−1), P (0), P (1)).

Exercice 02 :

On munit R3 de sa base canonique B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}. Déterminer
l'application linéaire f : R3 → R3 véri�ant

f(e1) = (5,−1, 2); f(e2) = (−1, 5, 2); f(e3) = (2, 2, 2)

Exercice 03 :

On considère les applications f et g dé�nies par

f :R3 −→ R2

(x, y, z) 7→ f(x, y, z) = (−x+ y + z, x− y + z)

1. Montrer que f est un application linéaire.

2. Montrer qu'il existe un vecteur a ∈ R3 et b, c ∈ R2, non nuls, tel que ker(f) = V ect {a}, et
Im(f) = V ect {b, c}, déterminer les vecteurs qui convient. Puis préciser leurs dimensions.

3. L'application f est injective ? surjective ? bijective ?

4. Soit l'application linéaire g dé�nie par :

g :R2 −→ R3

(x, y) 7→ g(x, y) = (y, x, x+ y)

(a) Déterminer Ker(g), Im(g) et préciser leurs dimensions.

(b) L'application f est injective ? surjective ? bijective ?

(c) Déterminer f ◦ g.
(d) Existe-t-il une application linéaire h : R3 −→ R2 véri�ant h ◦ g = IdR2 ?
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Exercice 04 :

Soient R2[X] = {P ∈ R[X] : deg(P ) ≤ 2} et f une application dé�nie sur R2[X] par

∀P ∈ R2[X] : f(P ) = −(X + 1)2

2
P ′′ + (X + 1)P ′

Où P ′ et P ′′ sont les dérivées de polynôme P .

1. Déterminer l'expression de f(P ) pour tout P = a0 + a1X + a2X
2 ∈ R2[X], en déduire

que f est un endomorphisme de R2[X].

2. Montrer que f ◦ f = f .

3. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

4. Calculer dim Ker(f) et dim Im(f).

5. Montrer que R2[X] = Ker(f)⊕ Im(f).

Exercice 05 : (Devoir à la maison)

1. Soit l'application linéaire f : R4 −→ R3 dé�nie par

f (e1) = e′1 + e′2 , f (e2) = −e′1 + e′2
f (e3) = e′1 + 3e′2 + 2e′3 , f (e4) = e′1 + e′2 + e′3

où la base canonique de R4 est notée B1 = {e1, e2, e3, e4} et celle de R3 est notée B2 =
{e′1, e′2, e′3}

(a) Déterminer l'application linéaire f .

2. On considère l'application g suivante

g : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ g(x, y, z) = (x− y + z, y + z)

(a) Montrer que g est linéaire.

(b) Déterminer Ker(g) et Im(g) et préciser leurs dimensions.

(c) g est-elle injective ? surjective ?

Exercice 06 :(Devoir à la maison)
Soit f un endomorphisme de E. Montrer que ker(f) ∩ Im(f) = f(ker(f ◦ f)).
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