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The vain effrontery of understanding every thing can only be due to not
understanding anything, because if one has experienced for only one time
the full understanding of one thing only and has enjoyed the pleasure of the
knowledge, he would know how big is the universe of things which he does
not understand.

Galileo Galilei
From ”Dialogo Sopra i due Massimi Sistemi del Mondo”
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Chapter 1

Probleme a N corps et
deuxieme Quantification

1.1 Premiere et deuxieme Quantification

La théorie quantique est la théorie la plus compléte microscopique que nous
avons aujourd’hui décrivant la physique de I'énergie et de la matiere. Elle a
été appliquée avec succes pour expliquer des phénomenes allant de plusieurs
ordres de grandeur, de I'étude des particules élémentaires a 1’échelle sous-
nucléonique a I’'étude des étoiles a neutrons et d’autres objets astrophysiques
a 1’échelle cosmologique. Seule l'inclusion de la gravitation se distingue
comme un probleme non résolu dans la théorie quantique fondamentale.
Historiquement, la physique quantique a abordé seulement la quantification
du mouvement des particules quittant le champ électromagnétique classique,
d’ott le nom de la mécanique quantique (Heisenberg, Schrodinger, et Dirac
1925-26). Plus tard aussi le champ électromagnétique a été quantifiée (Dirac,
1927), et méme les particules elles-mémes se sont représentés par des champs
quantifiés (Jordan et Wigner, 1928), ce qui entraine le développement de
I'électrodynamique quantique (QED) et la théorie quantique des champs
(QFT) en général . Par convention, la forme originale de la mécanique
quantique est notée premiere quantification, alors que la théorie quantique
des champs est formulé dans la langue de la seconde quantification.
Indépendamment de la représentation, que ce soit la premiere ou la
seconde quantification, certains concepts de base sont toujours présents dans
la formulation de la théorie quantique. Le point de départ est la notion
d’états quantiques et les observables du systeme étudié. Théorie quantique
postule que tous les états quantiques sont représentés par des vecteurs d’état
dans un espace de Hilbert, et que toutes les observables sont représentées par
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des opérateurs hermitiens agissant sur cet espace. Vecteurs d’état paralleles
représentent le méme état physique, et par conséquence on traite principalement
des vecteurs d’état normalisés. Tout opérateur hermitien donné A a un
nombre d’états propres |1, > que jusqu’a un facteur d’échelle a réel est
invariant par l'action de l'opérateur, Aly, = ali, >. Les facteurs d’échelle
sont indiquées les valeurs propres de 'opérateur.

Il s’agit d’un théoreme fondamental de la théorie de I'espace de Hilbert
que I'ensemble de tous les vecteurs propres d’un opérateur hermitien quelconque
constituent une base complete de 'espace de Hilbert. En général, les états
propres [, > et |ps > de deux différents opérateurs hermitiens A et B
ne sont pas les mémes. Par mesure de type B de l'état quantique peut
eétre préparé dans un état propre ¢g de l'opérateur B. Cet état peut aussi
étre exprimée comme une superposition d’états propres v, de l'opérateur
A comme |¢g >= > Cuplths >. Si, dans cet état, on mesure la variable

«

dynamique associée a 'opérateur A, on ne peut en général prévoir l'issue
avec certitude. Il est seulement décrit en termes probabilistes. La probabilité
d’avoir tout donné v, > que le résultat est donné par le carré absolu du
coefficient de developpement associé |Cypl? . Cet élément, non causale de la
théorie quantique est également connu comme 'effondrement de la fonction
d’onde. Cependant, entre les événements d’effondrement, I’évolution temporelle
des états quantiques est parfaitement déterministe. L’évolution temporelle
du vecteur d’état |1)(t) est régi par I'opérateur central dans la mécanique
quantique, 'Hamiltonien H ('opérateur associé a I’énergie totale du systeme),
par ’équation de Schrodinger

ihO, | (t) >= H|w(t) > (1.1)

Chaque vecteur d’état |1) > est associée a un vecteur d’état adjoint (|¢p >
)T =< 9|. On peut former des produits intérieurs, < 1)|¢ > entre adjoint de
Iétat 1) > bra et 1'état ket |¢ >, et utiliser la terminologie géométrique, par
exemple, la norme au carré de 1) > est donnée par < [ >, et |1 > et |¢p >
sont dits orthogonaux si < ¥|¢ >= 0. Si {|), >} est une base orthonormée
de I’espace de Hilbert, alors les coefficients de developpement C,s mentionnée
ci-dessus sont obtenus en faisant le produit scalaire: Chp =< ¥,|¢s >. Un
autre lien entre l'espace direct de Hilbert et son adjoint est donné par la
relation < ¢|¢p >=< ¢l >* | ce qui conduit également & la définition des
opérateurs adjoints. Pour un opérateur donné A un opérateur adjoint Af
est définie en exigeant < ¢|AT|¢p >=< ¢|Ay >* pour tout |[¢p > et [¢p >.
Dans ce chapitre, nous allons examiner brievement la premiere quantification
standard pour des systemes d’'une et de plusieurs particules.
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1.1.1 Premiere quantification, systemes a une particule

Par souci de simplicité on considére une particule non-relativiste, disons un
¢électron avec une charge —e, se déplagant dans un champ électromagnétique
externe décrit par le potentiel scalaire p(r,t) et le potentiel vectoriel A(¢,r).
L’hamiltonien correspondant est

1 i 2
H= - <—th + eA) —ep(r,t) (1.2)
Un état propre décrivant un électron libre de spin-up voyageant a l'intérieur
d’une boite de volume v peut s’écrire comme un produit d’une onde plane
et un spineur spin-up. En utilisant la notation de Dirac le ket d’état peut
étre écrit comme |1+ >= |k, 7>, ou 'on se contente d’énumérer les numéros
quantiques dans le ket. La fonction d’état (noté aussi la fonction d’onde) et
le ket sont liés par

Yo (1) =< rlk,0 >= %e””xg (1.3)

c’est a dire par le produit intérieur du bra position < 7| avec le ket
détat. La représentation onde plane |k,o > n’est pas toujours un bon
point de départ pour les calculs. Par exemple, en physique atomique, ou
les électrons orbitent autour d’un noyau en forme d’une charge positive
ponctuelle, les états propres hydrogénoides |n, [, m,o > sont beaucoup plus
utiles. Rappelons que

<rn,l,m,o0 >= Ry(r)Y"(9,¢)x, orbitales d’hydrogene (1.4)

ou R, (r) est une fonction radiale avec n — [ noeuds, tandis que Y, (¥, ¢)
est un harmonique sphérique, représentant le moment cinétique [ avec la
composante par rapport a l'axe z. Un troisieme exemple est un électron se
déplacant dans un champ magnétique constant B= Be,, qui, dans la jauge
de Landau A = xzBé, conduit & aux états propres de Landau |n, k,, k., o >,
ou n est un nombre entier, k, (k,) est y (z) composante de k, o etant la
variable de spin. Rappelons que

1
<rn,ky, k,, o0 >= Hy(x/l — k‘yl)e_%(“’/l_kyl)Qﬁel(ky“kzz)xa (1.5)
yliz

oul = \/h/eB est la longueur magnétique et H, est le polynome de Hermite
d’ordre n normalisée associée au potentiel d’oscillateur harmonique induite
par le champ magnétique.
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En général, un ensemble complet de nombres quantiques est notée v.
Les trois exemples donnés ci-dessus correspond a v = (ky, ky, k,,0), v =
(n,l,m,0), et v = (n, ky, k;,0) chacune produisant une fonction d’état du
forme ,(r) =< rlv >. Le fait qu'une base soit complete ainsi que la
normalisation des vecteurs d’état jouent un role central dans la théorie quantique.
Grosso modo la condition de normalisation signifie que I'unité avec la probabilité
d’une particule dans un état quantique donné v, u(r) doit étre quelque part
dans Despace: [ dr|iy,u(r)|* = 1, ou dans la notation de Dirac: 1 = [dr < v|r ><rlv > =<
nu| ([ drlr ><r[) v >. Nous en concluons

/dm s<r =1 (1.6)

De méme, un ensemble des états de base |1, > est complet signifie que
si une particule est dans un état ¢(r), il doit étre trouvé avec unité de
probabilité dans les orbitales de I'ensemble de base: > | < vl > |*> = 1

14
Encore une fois en utilisant la notation de Dirac, nous trouvons

1= <vlp><ly>=<| <Z|”><V|) o) >

14

, et nous concluons

Y <yl =1 (1.7)

Nous utilisons souvent les équations de fermeture (1,7). Un exemple
simple est I’expansion d’une fonction d’état dans une base donnée: ¥ (r) =<
rlY >=>" < rlv ><v|p >, qui peut étre exprimée par

v

= Zwy(r)/drlw;(r’)w(r’) (1.8)

Il est a noter que l'indice quantique v peut contenir a la fois nombres
quantiques discrets et continus . Dans ce cas, le symbole v doit étre interprété
comme une combinaison de sommations et des intégrations. Par exemple,
dans le cas de I’équation. (1,5) avec les orbitales Landau dans une boite avec
des longueurs de coté L,, L,, L, et, nous avons

IEDIPS / ;idky 5; (1.9)

o=T] n= 0—oo
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Dans la formulation mathématique de la théorie quantique nous rencontrons
souvent les fonctions spéciales suivantes. La fonction delta de Kronecker 0,
pour les variables discretes,

Ok =0sin#k dprp=1sin=k (1.10)

la fonction delta de Dirac 6(r) pour les variables continues,
d(r)=0sir#0  alors que/drd(r) =1 (1.11)

et la fonction échelon (Heaviside) J(x) pour les variables continues,

Y z)=1six >0 Y(z)=0siz <0 (1.12)

1.2 Premiére quantification, systeme a plusieurs
particules

On s’intéresse maintenant aux systemes a N particules, a savoir un systeme
contenant N particules identiques, par exemple, les électrons, trois hypotheses
supplémentaires sont ajoutées aux hypotheses de base définissant la théorie
quantique. La premiere hypothese est I’extension naturel de la fonction d’état
a une particule ¢ (r), qui (en négligeant le degré de liberté de spin pour le
moment) est une fonction d’onde complexe dans l'espace a 3 dimensions,
a une fonction d’état a N particules W (7,79, ,7n), qui est une fonction
complexe dans 'espace de configuration 3N dimensions. Comme pour une
particule de cette fonction d’état de N-particules est interprétée comme
I’amplitude de probabilité de telle sorte que son carré absolu est liée a une
probabilité:

la probabilé de trouver N-particules dans
(W (rq,--- ,rN)|2H§V:1de = ¢ l’élement de volume I} dr; dans I'espace
a 3N-dimensions autour de point (rq,--- ,7y)

(1.13)

1.3 Symétrie par permutation et indiscernabilité

Une différence fondamentale entre la mécanique classique et quantique concerne
le concept de 'indiscernabilité des particules identiques. Dans la mécanique
classique chaque particule peut étre équipé d’'un marqueur d’identification
(par exemple une tache de couleur sur une boule de billard) sans influer

6
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son comportement, et en outre, elle suit sa propre trajectoire continue dans
I’espace des phases. Ainsi, en principe, chaque particule dans un groupe de
particules identiques peuvent étre identifiés. Ce n’est pas le cas en mécanique
quantique. Méme pas, en principe, est-il possible de marquer une particule
sans influer sur son état physique et, pire encore, si un certain nombre de
particules identiques sont portées a la méme région de I’espace, leurs fonctions
d’onde se propagera rapidement et se chevauchent, ce qui rend impossible de
dire lequel des particules est oi. La deuxieme hypothese fondamentale pour
les systemes N-particules est donc que des particules identiques, a savoir
les particules caractérisées par les mémes nombres quantiques telles que la
masse, la charge et de spin, sont en principe impossibles a distinguer. De
I'indiscernabilité des particules en résulte que si deux coordonnées d’une
fonction d’état de N-particules sont échangés il en résultate le méme état
physique et la fonction d’état correspondante ne peut étre différents de
I'original que par un simples préfacteur A. Si les deux mémes coordonnées
sont alors intervertis un second temps, nous nous retrouvons exactement la
meéme fonction d’état,

‘11(7”1’.-.’7"]-...77’k.--7/r'n):)\w<’r‘1,-..’7”]{:.-.’7"]-...77”"”/)
:/\2\11(7“1,"'77“j"';7"k"',7"n>
et nous concluons que A\> = 1 ou A\ = £1. Seules deux especes de

particules sont donc possibles en physique quantique, les bosons et fermions®:

W(ry, oo 1y ke ) = U(ry, o Pgee 7+ 1) Bosons
U(ry, oo 1 g ) = —W(ry, -+ rp-e- vy 1) Fermions
(1.14)
L’importance de la prise de I'indiscernabilité des particules dans la physique
quantique n’est pas exagérée, et il a été introduit en raison de preuves
expérimentales écrasantes. Pour les fermions elle conduit immédiatement
au principe d’exclusion de Pauli indiquant que deux fermions ne peuvent
pas occuper le méme état, parce que si dans 1’équation. (1.15) nous laissons
rj =1 donc ¥ = 0. elle explique ainsi le tableau périodique des éléments, et
par conséquent le point de départ de notre compréhension de la physique
atomique, physique de la matiere condensée et de la chimie. Il joue en
outre un role fondamental dans les études de la nature des étoiles et des

ICette symétrie discrete permutation est toujours obéi. Toutefois, certains
quasiparticules en 2D présentent une phase e'¥, une phase dite de Berry, a 1’échange
adiabatique. Ces particules exotiques sont appelés anyons
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processus de diffusion en physique des hautes énergies. Pour les bosons de
cette hypothese est nécessaire pour comprendre la loi du rayonnement de
Planck pour le champ électromagnétique, et des phénomenes spectaculaires
comme la condensation de Bose-Einstein, superfluidité et le laser.

Le théoreme de spin-statistique qui énonce que les particules qui ont un
spin entier sont des bosons et leurs fonctions d’ondes sont symétriques par
rapport aux permutations, tandis que les particules ayant un spin demi-entier
sont des fermions et possedent des fonctions d’ondes antisymétriques par
échange des coordonnées des particules.

1.3.1 Les états a une particule comme états de base

Nous allons maintenant montrer que les états de base pour le systeme de N
particules peuvent étre construit a partir de n’importe quelle base complete
et orthonormale {,u(r)} & une seule particule

S UL ) = 8(r — 1) /m@mmmza# (1.15)

En partant d’un état & N-particules arbitraire W(ry,...,ry), on forme la
fonction de (N - 1)-particules A,1(rg, ..., 7n) par projection sur I’ état de base

W (rl) :

Al,l(?"g, ...,’I"N) = /d?”ll/)zl(Tl)\I/(’f’l, ...,TN) (116)
Cela peut étre inversé en multipliant par ,;(r) et en sommant sur v1,
U(r,ra, 150 7n) = Y Apt(ra, oo 7N ) (1) (1.17)
vl
Définissons maintenant A,q,0(rs, - ,ry) analogue a A, (rg, 73, ,rN):

AV1V2(T37 sy TN) - / dr2¢;2(r2)"4u1(7ﬂ27 ra, .- aTN)
= [ dndrata (U ¥ )

Comme avant, nous pouvons inverser cette expression pour donner A,
en termes de A,1,2, qui lors de 'insertion dans I’équation. (1,18) conduit a

‘If<7’, 7”/, r3..., T’N) = Z Al,ll,g(?”'g, ey TN)Q/},A (T)wyg<7’/) (118)

viv2
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Continue pour tous les 7y, nous nous retrouvons avec

U(ry,re,r3...,TN) = Z At 2N (1) V2(12) - - - YN (Tn)

vl,w2---vN

(1.19)

ou A1 2..on est juste un nombre complexe. Ainsi, toute fonction d’état
a N particules peut étre écrite comme une superposition (assez compliqué)
linéaire de produits d’états contenant N facteurs des états de base a une seule
particule. Méme si le produit obtenu sous une forme I1;1),,;(r;) a parfaitement
un sens mathématique comme une base valable pour I’espace de Hilbert a N
particules, nous savons de la discussion sur indiscernabilité que physiquement
ce n'est pas une base utile puisque les coordonnées doivent apparaitre de
maniere symétrique. Aucune perturbation physique peut jamais briser la
symétrie fondamentale du fermion ou boson, elle doit donc étre explicitement
intégrées dans les états de base. Les exigences de symétrie des équations
(1.15) sont dans l’équation. (1,21) caché dans le coefficients A, 9.5
Une base physique significative portant toutes les N coordonnées également
dans les produits 1,1(r1)t,a(r2) -, n(ry) des fonctions de I'état a une
particule est obtenue en appliquant 'opérateur de symétrisation bosonique
S ou 'anti-symétrisation fermionique S_ défini par les déterminants et les
permanents suivants :

() (7“ 1)
¢V2 (Tl)

wul(TN>
7vZ)l/2(7nN)

Sellyipy;(r) = :

Yon(r1) Gun(ra)

. (1.20)

wuNkTN) +

Le cas de fermions implique déterminants ordinaires, qui sont désignés en

physique déterminants de Slater,

Yur(r1)  Yua(ra) Y (ry)
7%2(7”1) 7%2(7”2) ¢u2(7”N)
: : . = Z 9,5 (rpi))signp - (1.21)
Gun(r) Gun(ra) - Gun(ry)
tandis que pour les bosons, le parmanent
Vi1 (7‘1) (O (7‘2) (9} (TN)
7%2(7"1) ¢u2(7"2) ¢u2(7“N)
: : = Tt () (1.22)
. . . P
Yun (1) Yun(r2) bun(rn) |,

9
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Sn est le groupe de N! permutations sur I’ensemble des N coordinates,
et signp, utilisé dans le déterminant de Slater, est le signe de la permutation
P. Notez comment dans le cas de fermions vj = vk conduit a ¥ = 0,
c’est a dire le principe de Pauli. Utilisation de la base symétrisée d’états de
I'expansion dans 'équation. (1,21) sera remplacé par I'expression suivante,
ou I'expansion de nouveaux coefficients B, ,9...,,; sont completement symétriques
dans leurs indices v,

U(ry,ro,r3...,Ty) = Z Bi1 2N St (r1)Ya(r2) - - - un(ry) (1.23)

vl,wv2---vN

Nous n’avons pas besoin de s’inquiéter a propos de la relation précise entre
les deux ensembles de coefficients A et B puisque nous n’allons pas I'utiliser.

1.3.2 Les opérateurs de premiere quantification

Nous passons maintenant a la troisieme hypothese nécessaire pour compléter
la théorie quantique des systemes a N-particules. Il précise que les opérateurs
a un seul corps (particule) et & plusieurs corps définies pour les états-simples
et plusieurs-particules restent inchangés lorsqu’ils agissent sur les états a N-
particules. Dans ce cours, nous travaillons uniquement avec des opérateurs
a un et a deux corps. Commencons par les opérateurs a un coprs définis sur
une état a une particule décrits par les coordonnées r;. Un opérateur local
a un corps donné T'j = T'(r;, Vr;), disons par exemple, I'opérateur énergie
cinétique —%sz ou un potentiel externe V(r;), prend la forme suivante
dans la représentation |« > d’un systeme a une seule particule:

Ty =) Tapltba(r;) >< ts(r))] (1.24)
o,
ou
Tus = [ V()T (r,Vr)s(r)dr® (1.25)

Dans un systeme de N particules toutes les coordonnées de particules N
doit apparaitre de fagon symétrique, par conséquent, I'opérateur approprié
de I'énergie cinétique dans ce cas doit étre (symétrique) opérateur d’énergie
cinétique totale associée a 1’ensemble des coordonnées,

T‘tot = ZTJ = ZZTa,ﬁ’wa<Tj) >< ?ﬂﬁ(%’)\ (126)
J J ap

L’action de l'opérateur T sur le produit tensoriel des états {|y, >}

ﬁotlwb % T wn >= Z ZTQ,Béﬂ,i’wl7 ¢2 te ¢TL > (127)
Jj aB

10
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Nous passons maintenant a discuter opérateurs symétrique a deux particules

Vijk, tels que le interaction coulombienne entre une paire d’électrons V (r; —
2 \ N . / ] 4

rE) = 4;0 B irk‘ . Pour un systeme a deux particule décrite par les coordonnées

J

r; et rj, dans la représentation-|a >

Vik =Y Vagasltalr)s(re) >< by (r;)ds(re)| (1.28)
a,B,7,0
ou

Voo = [ drsdnasl () 050V (g (r)0s(n) - (129)

Dans le systeme a N-particules, nous devons a nouveau prendre la combinaison
symétrique des coordonnées, c’est a dire introduire 'opérateur du total de
I’énergie d’interaction V;y

~ ~ 1 N
Viot = Zij =3 Z Vik (1.30)
J>k J#k
f/tot agit comme suit:

N 1
Vielltor, hath >= 53 1 Y Vo gadsidyi

J#k a767776

Un hamiltonien typique pour un systeme de N particules prend ainsi la
forme

¢17¢2"'wn > (131)

N N
=T+ Vi = 3 Vi = ST+ 5 D Vi (1.32)
J J#k
Un exemple concret est I’hamiltonien de 'atome d’hélium, qui sous une
forme simple, en négligeant les interactions de spins, peut étre considérée
comme deux électrons avec des coordonnées r = r; et r = r orbitent autour
d’un noyau de charge Z = +2e ar = 0,

A h? e 1 h? e? 1 e? 1
H=[-——Vv2_— e V2 — — | +————— (1.33
( om 1 2meg r1> < om 2 2meg T Admeg |ry — 1o ( )
Cet hamiltonien est constitué de quatre opérateurs a un corps et un a deux
corps.

1.4 La seconde quantification, les concepts de
base

La physique de plusieurs-particules est formulé en termes d’une représentation
dite seconde quantification, également connu sous un nom plus descriptive la

11
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représentation des nombres d’occupation. Le point de départ de ce formalisme
est la notion d’indiscernabilité des particules discutés a la Sec. 2.1 combinée
avec l'observation a la Sec. 2.2 que les déterminants ou les permanents des
états a une seule particule forment une base de I’espace de Hilbert des états a
N particules. Comme nous le verrons, la théorie quantique peut étre formulé
en termes de nombres d’occupation de ces états a une particule.

1.4.1 La représentation des nombres d’occupation

La premiere étape dans la définition de la représentation nombre d’occupation
est de choisir n'importe quelle base d’états a une particule ordonnée et
complete {|vy >,|vp > ---}, L'ordre étant d’une importance capitale pour
les fermions. Il est clair, & partir de la forme+S,11;1,,(r;) des états de base
dans I’équation (25), que dans chaque terme seulement les états occupés a
une particule |v; > joue un role. Il doit en quelque sorte étre plus simple
de formuler une représentation ou 'on compte simplement le nombre des
particules dans chaque orbitale|r; >. Cette simplification est obtenue avec
la représentation de nombre d’occupation. Les états de base pour un systeme
a N particules dans la représentation des nombres d’occupation sont obtenues
simplement en énumérant (listing) les nombres d’occupation de chaque état
de base

état de base de N-particules: |n,1,ny9,- - > ,Z ny; = N. (1.34)
J

I est donc naturel de définir I'opérateur de nombre d’occupation 7,,; qui
a comme des états propres les états base |n,; >, associés aux valeurs propres
nyj qui est le nombre de particules occupant 1'état |nu; >,

’fAle|’I'Ll,j >= nyj|nl,j > (135)

Nous montrerons plus tard que pour les fermions n,; peut étre 0 ou 1,
tandis que pour les bosons, il peut étre n’importe quel nombre non négatif,

ny; = { 0,1 Fermions (1.36)

0,1,2--- Bosons

Naturellement, la question est de savoir comment relier la base de nombre
d’occupation de I'équation (36) avec la base de premiére quantification de
I'équation (23). Ce sera répondu dans la section suivante.

L’espace engendré par la base de nombre d’occupation est notée ’espace
de Fock F. Il peut étre défini comme

F=FoeFRaF

12
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Ou
fn:span{|nyl,n,,2,--- > |Zn,,j :N}.
J

Il faut noter, en vertu de la somme directe, les états formés d’'un nombre
différent de particules sont orthogonales par définition

1.4.2 Les opérateurs de création et d’annihilation bosoniques

Pour connecter la premiere et la deuxieme quantification, nous allons d’abord
traiter les bosons. Etant donné l'opérateur nombre d’occupation, il est
naturel d’introduire 'opérateur de création blj que augmente 1’occupation
nombre n,; de I'état |n,; > par 1,

bij| ST, Mgy Mgt -0 >= Ba(g)| - o, mg + Ly -0 > (1.37)

ol By(n,;) est une constante de normalisation a déterminer. Les seuls
¢léments non nuls de la matrice de bij sont < n,; + 1|blj|nl,j >, ol par souci
de concision (brievety), nous écrivons explicitement seulement le nombre
d’occupation de |vj >. L’adjoint de blj est obtenué par la conjugaison
complexe < n,; + 1]bij|n,,j >r=< n,,j|(b1j)7|nl,j + 1 >. Par conséquent, on
définit I'opérateur d’annihilation b,; = (bij)T, qui réduit le nombre d’occupation
de I'état |vj > par 1,

bzzj| T Myi—1, Mgy Myjp1 - o >= B_(nl,j)| o Myi—1, Myy — 1, Nyj41- - > (138)

Les opérateurs de création b:r,j et d’annihilation b,; sont des opérateurs
fondamentaux dans le formalisme de nombre d’occupation. Comme nous le
démontrerons plus tard, tout opérateur peut étre exprimée en termes d’eux.

Comme les bosons sont symétriques dans 1’état a une seule particule
lvj >, on demande que blj et bik commutent, et donc par conjugaison
hermitienne b,; et b, commutent également. Le commutateur [A, B] de
deux opérateurs A et B est défini comme

[A,B] = AB — BAtel quesi|A,B] =0= AB = BA (1.39)
Autrement dit
bijb:r/k - bZkbij ¢-a~d [bljabik} =0

et
bujbyk = bukbuj Q'éfd [ija bl/k] =0

13
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Nous demandons en outre que si j # k alors bij et b, commute. Toutefois,
si j = k, nous devons étre prudents. Il est évident que si un état est inoccupé,
elle ne peut pas étre vidée, nous devons exiger donc

b,/j’ o Myi—1, Ny = 0,nyj+1 cee>=0
Nous avons aussi la liberté de normaliser 1’opérateurs bij en exigeant
{ — — —
b,,j\ My 1, My = 0Ny >= ey, = Lng e >

mais puisque

t T
() -1
on a
byj| "'nyj—lynyj — 17nyj+1... >: | "'nl/j—17nl/j :O7nyj+1... >
ou plus simplement
Di0>=11>  byll>=[0>

il est clair
b:r/jbvy' 7’é ijsz/j

puisque
bl,jbj;j|0 >=|0> tandis que bijbyj|0 >=0

En résumé, nous définissons ’algebre des opérateurs de création et d’annihilation
bosoniques par les trois relations de commutation:

[bT bl ] =0 [by,b] =0 [ijablk} = 0jk (1.40)

vy vk

Les es opérateurs de création et d’annihilation bosoniques ne sont pas
hermitiens, par définition, tandis que bijbl,j est hermitien. On peut montrer

que l'opérateur n,; = bljb,,j est 'opérateur de nombre d’occupation
Pl + Mgty Mgy it == >= M)+ Moty Mgy Mjigr ==+ > (1.41)
En outre on peut montrer
blj\ S M1, Mgy Mgt - >= /M + 1 ngjog, iy + 1ngpg -0 >

(1.42)
et

buj| M=, Mgy, Mgl =00 >= \/nujl My 1, My — LNy > (1.43)

14
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On déduit
Vlin, >= (b1)" |0 > (1.44)

et nous pouvons donc identifier les états de base de la premiere et la deuxieme
quantification
SiILi|ihy;(ry) >= by bl, -+ b, 10 > (1.45)

ol les deux parties contiennent N particule-état-ket completement symétrique
par permutation des indices v;.

1.4.3 Les opérateurs de création et d’annihilation Fermioniques

Egalement pour les fermions, il est naturel d’'introduire les opérateurs de
création et d’annihilation, désormais notée cij et ¢,;, étant I’adjoint hermitique
de l'autre:

chil g g g >= (L=ngg) ] g1, ny+ 1y - > (1.46)
et
Cujl Mty Mgy Mjger =+ >= Nl - Myt Ny — Ly - > (1.47)

Mais pour maintenir I’antisymétrie fermionique fondamentale par rapport
a I’échange des orbitales (indices) apparentes dans I’équation. (1,23), il
ne suffit pas d’énumérer les nombres d’occupation des états dans le cas
fermionique, mais aussi l'ordre du états occupés a un sens. Nous devons
donc exiger

| S Myi—1, Mgy Nyl -0 0 >= —|-- “Nyj—1, Myjg1, Ny -0 > (1.48)

et par conséquent nous devons avoir c;r,j et cik anti-commutent, et donc
par conjugaison hermitienne qui a également c,; et c¢,; anti-commutent.
L’anticommutateur {A, B} pour deux opérateurs A et B est définie comme

{A,B} = AB+ BA telquesi {A,B}=0=AB=—-BA (1.49)

. . , -i- .
Pour j # k nous exigeons également que c,; et ¢, anti-commutent.
Toutefois, si j = k, nous devons faire attention a nouveau. Il est évident
que depuis un état inoccupé peut pas étre vidée plus loin, nous devons exiger

Cuj| o Nyj—1, Ny = 0,nyj+1 e >=10
Nous avons aussi la liberté de normaliser 'opérateurs de création

T _ _ _
Cyj‘ c My My = 0y >= gy = Ly >

15



1.4 La seconde quantification, les concepts de base Dr. Baadji

il s’ensuit que

Cl/j|”'nyj—17nl/j f— 1;nyj+1"' >:|"'nyj—17nyj :Oanl/j-l—l"' >

Il est clair que 'anticommutateur de c,; et clT,j n’est pas nul. En résumé,
nous définissons ’algebre des opérateur de création et d’annihilation fermionique

par les trois relations suivantes anticommutation:

{cij,cik} =0 {cj,crt=0 {cl,j,cj/k} =0jj (1.50)

Une conséquence immédiate des relations de anti-commutation Eq. 1.50
est

<cf,j)2 =0 (cy)?=0 (1.51)

Maintenant, comme pour les bosons, nous introduisons I'opérateur hermitien
Ny; = cljcyj, et en utilisant ’équation d’algebre des opérateurs fermioniques
(1.50), nous montrons que cet opérateur est en fait I’'opérateur nombre d’occupation.
et n,; a comme valeurs propres 0 ou 1 conduisant a une normalisation simple
de ¢,; et cj,j. En résumé, nous avons

Nyj = cljcl,j cijcl,j|nl,j >=n,in,; > mn,; =01 (1.52)

A J0>=1> ¢;0>=0 c1>=0 ¢ 1>=]0> (1.53)

et nous pouvons facilement identifier les états de base de la premiere et
deuxieme quantification,

S|4y (ry) >= 021012 T Cin|0 > (1.54)

ou les deux parties contiennent N état-kets a une particule normalisés,
totalement anti-symétrique par rapport aux permutations des indices de
particule, en conformité avec le principe d’exclusion de Pauli.

1.4.4 La forme générale des opérateurs dans la seconde
quantification

Dans la seconde quantification tous les opérateurs peut étre exprimée en

termes des opérateurs de création et d’annihilation fondamentaux définis

dans les deux sections précédentes. Cette réécriture des opérateurs de la
premiere quantification des équations (29) et (33) dans leur forme de la
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seconde quantification est obtenue en utilisant les identités des états de base
(équations 47 et 56) reliant les deux représentations.

Si nous laissons a' désigner soit un opérateur bosoninque b ou un opérateur
de fermions c', on peut conclure que la forme générale des opérateurs a un
et de deux corps de la seconde quantification:

T =Y Touaa, (1.55)
]
V= Z VVil/j,Vlea/iia’Ijal/lal/k (156)
ijkl

Opérateurs de la seconde quantification sont ainsi composés de combinaisons
linéaires des produits des opérateurs de création et d’annihilation multipliés
par les éléments de matrice appropriés des opérateurs calculé en premiere
quantification. Notez 'ordre des indices, ce qui est extrémement important
dans le cas des opérateurs a deux-corps fermioniques. L’élément de matrice de
la premiere quantification peut étre considérer comme une transition induite
a partir de I'état initial |y, > a Détat final |v;; >. Dans la seconde
quantification, I’état initial |1 > est annulé en premiere et apres 'état |1, >,
tandis que I'état final est créée premierement par la création de l'état |v; >
et puis I'état |v; >:

0 >=al,a,,|vvi > lvivj >=dal al |0 > (1.57)

v Vg

Notez comment toutes les propriétés de symétrie par permutation sont
prises en charge par l'utilisation de l'algébre al, et a,. Les éléments de la
matrice sont tous dans la forme simple non-symétrisée de 1’équation (31).

1.4.5 Changement de base dans la seconde quantification

Différents opérateurs quantiques sont plus naturellement exprimé dans différentes
représentations, ce qui apporte les changements de base comme une question
centrale dans la physique quantique. Dans cette section, nous donnons les
regles de transformation généraux qui doivent étre exploitées tout au long de
ce cours.

Soit { |11 >, [t > -+ } et {Mul >, W,ﬂ > - -+ } deux différents ensembles
de base a une particule complets et ordonnés. De I’équation de ferméture,
nous avons la loi de transformation de base a une particule qui suit:

[y >= Y <Bult > 1 > =D <wuldh >" [ > (1.58)
I H
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Dans le cas d'un systeme a une particule, nous définissons tout naturellement
les opérateurs de création af et ZzL correspondant aux deux ensembles de base,
on trouve directement a partir de I’équation (60) et commme

ahl0 >=|ih, >= Y "< Pulth, > [ > =D <y, > af|o >,
Iz iz

ce qui nous guide vers les regles de transformation pour les opérateurs de
création et d’annihilation

ah =Y <P, >al a, = <l > a, (1.59)
i I

La validité générale de I’équation. (61) découle de 'application des résultats
a une particule la premiere quantification (60) a 1’état de base quantifiés a
N-particule Sy II;|t),;(r;) > menant &

ity al [0 5= (z Gl > azd) (z < Gunlon > a:m) 0>
pl un

(1.60)

Les regles de transformation Eq. (61) conduit & deux résultats tres

souhaitables. Tout d’abord, la transformation préserve la base des statistiques
des particules bosoniques ou fermioniques,

. "
|:a/l/7 al/li|:t - 51171/]. |:a/;,” aul:| " - 'u,u]_ (161)

et d’autre part, elles laissent le nombre total de particules unchangés

> afa, =" ala, (1.62)
v 12

1.4.6 Opérateurs de champs quantiques et leurs transformées
de Fourier

En particulier une représentation de la seconde quantification qui nécessite
une attention particuliere, a savoir la représentation de I’espace réel conduisant
a la définition des opérateurs de champs quantiques. Si I'on laisse dans
la section précédente (Sec. 3.5) l'ensemble de base transformé {|¢), >}
I'ensemble continu des kets de position {|r >} et, la suppression de I'indice
de spin, désignons un af, par W'(r), on obtient & partir de I’équation (61)

Tl(r) = Z < Pylr > aL = ZQﬂ;(T)(lL U= Z¢u(r)au (1.63)
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Notez que ¥T(r) et WU(r) sont des opérateurs de la deuxiéme quantification

, tandis que les coefficients v,(r) et ¢ (r) sont des fonctions d’onde de la
premiére quantification ordinaires. Grosso modo, ¥i(r) est la somme de
toutes les manieres possibles pour ajouter une particule au systeme a la
position r par 1'un des états de base 1, (r). Alors, Ui(r) et ¥(r) sont des
opérateurs de seconde quantification définies dans chaque point de 1’espace,
ils sont appelés des opérateurs de champs quantiques. A partir de 1’équation(63),
il est simple de calculer le commutateur et anti-commutateur,

[U(r), ¥ ()] = o(r — ') Champ bosonique (1.64)

{¥(r),¥'(+")} =6(r—+')  Champ Fermionique (1.65)

Dans un certain sens, les opérateurs quantiques des champs exprimer ’essence
de la dualité onde/particule de la physique quantique. D’une part, ils sont
définis comme des champs, c’est a dire comme une sorte de vagues, mais
d’autre part ils présentent des propriétés de commutation associés a des
particules. L’introduction des opérateurs de champs quantiques rend facile
I’écriture des opérateurs dans la représentation de ’espace réel. En appliquant
la définition Eq. (65) a I’équation des opérateur de deuxieme quantification
de particules isolées. (57), on obtient

T=> Tala,; = / drt (r) T (r) (1.66)

V= / drdr" U (r)UT (' YV ()T (7) (1.67)

Ainsi, dans la représentation de I'espace réel, c’est a dire en utilisant des
opérateurs des champs quantiques, les opérateurs de deuxieme quantification
ont une forme analogue aux éléments de matrice de premiere quantification.
Enfin, lorsqu’on travaille avec des systemes homogenes, il est souvent souhaitable
de transformer entre 'espace réel et réciproque (impulsion), c’est a dire
d’effectuer une transformation de Fourier. En substituant dans 1I’équation
(65) les base |1, > avec la base réciproque |k >

Uty = % el W(r) = % > ey (1.68)

Les expressions inverses sont obtenues en multipliant par e

sur r,

et intégrant

azl = %/eiq'r\w(r) aq = % /e_iq'r\II(r) (1.69)
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1.5 La seconde quantification, des opérateurs
spécifiques

Dans cette section, nous allons utiliser le formalisme général de deuxieme
quantification pour dériver des expressions spécifiques pour les opérateurs
que nous allons utiliser a plusieurs reprises dans ce cours.

1.5.1 L’oscillateur harmonique dans la seconde quantification

L’oscillateur harmonique a une dimension en premiere quantification est
caractérisée par deux variables conjuguées figurant dans I’hamiltonien: la
position x et 'impulsion p,

2
1
H=2" 4 —puwx?

5 T3 [x,p] =ik (1.70)

Ceci peut étre réécrit en seconde quantification en identifiant deux opérateurs
a' et a vérifiant les relations de commutation de bosons Eq. (42). Par
inspection, il peut étre vérifié que les opérateurs suivants satisfaire ces conditions,

1 /x p 1 /x . p
= (F3+i2) o =—(F-ip) 1.71
a ﬂ(l“hl) N AT (1.71)
et ; "
_ f =t

X=—(a+a =——(a'—a 1.72
lata) b= (-0 (172)
ol X est exprimée en unités de longueur d’oscillateur harmoniquel =
Vh/mw et p dans les unités de I'impulsion d’oscillateur harmonique #/I.
On peut penser a a comme étant un nombre complexe (normalisée) formé
par la partie réelle x/I et la partie imaginaire p/(h/l), tandis que a' est
défini comme 'opérateur adjoint a a. A partir des équations (73) et (74),

nous obtenons le hamiltonien H, et les états propres |n >:

P (at)” 1
H = hw da+ g In>=-——[0> avec Hln >= hw n+tg |n >
n!
(1.73)

L’excitation de l'oscillateur harmonique peut donc étre interprété comme
remplissant l'oscillateur avec quanta bosonique créé par 'opérateur af. Cette
image est particulierement utile dans les études de les champs des photons
et des phonons.
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1.5.2 Le champ électromagnétique dans la seconde quantification

Historiquement, le champ électromagnétique est le premier exemple de la
seconde quantification (Dirac, 1927). La nature quantique du champ de
rayonnement, et le concept associé de photons jouent un role crucial dans la
théorie des interactions entre la matiere et la lumiere. Dans la plupart des
applications de ce cours nous allons, cependant, traiter le champ électromagnétique
classique. La quantification du champ électromagnétique est basé sur ’observation
que les modes propres du champ classique peut étre considéré comme une
collection d’oscillateurs harmoniques. Ceux-ci sont ensuite quantifiés. Dans

le cas de champ libre le champ électromagnétique est entierement déterminée

par le potentiel vecteur A(r,t) dans un jauge spécifique. Normalement, la
condition de transversalité VAA = 0 est choisi, dans ce cas, A est noté le
champ de rayonnement (radiation), et nous avons

OA
B = A E=—"— 1.74
V X 5 (1.74)
1
V.A=0 (v2 — g83> A=0 (1.75)

Nous supposons que les conditions aux limites périodiques pour A enfermé
dans une boite énorme considéré comme un cube de volume V' et de longueur
L=Vs. Laloide dispersion est wy = kc et les double polarisations du champ
est décrit par le vecteur de polarisation €y, A = 1,2. Les modes propres
normalisées ug (7, t) de I'équation d’onde (76) sont considérés comme étant

1 )
upa(r,t) = ——eyelFreRt) N =12 wy, = ke (1.76)
) \/V
2m )
k= 7 e ng = 0,+1,%£2,---  de méme pour ky, k.,

L’ensemble {1, €9, k/|k|} forme un ensemble de base directe et orthonormée.
Le champ A ne prend que des valeurs réelles et il a donc un développement
en série de Fourier de la forme

A(r,t) Z (AppeFr=est) 4 Ax | emilhr=ert)) o) (1.77)

\/_

1.6 Matrices densité réduites

On peut définir la densité a une particule n(r)
r) = /dr2~~/d'rn\ll*(7’, Toy sy T)W(r,roy v 1) (1.78)
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on peut aussi définir la densité une particule a deux point n(r,7”)

n(r,r") :/drg---/drn\ll*(r,rz,--- ) (r gy ) (1.79)

et enfin la densité de deux particules

n(r,r') = /drg---/drnllf*(r,rl,rg,--- ) (s ) (1.80)

22



1.7 Gaz d’électrons libres Dr. Baadji

1.7 Gaz d’électrons libres

Comme nous avons vu, les niveaux d’énergie d'une particule libre & d dimension(s)
dans une boite de longueur L; (1 < i < d) sont donnés par:
h2

avec les valeurs permises de

2mn;
k; — 72” n;=0,41,42- - (1.82)

La valeur 0 est permise car on considere les conditions aux limits de Born-Van

Karmen, i.e,
U(r,)) =¥(r;+L;)i=2x,y,%

Mais a cause de principe de Pauli, chaque niveau d’énergie ne peut étre
occupé que par deux électrons, un avec un spin up et 'autre avec un spin

down. Sile systeme contient N électrons, il y aura m = — niveaux d’énergie

occupés. On s’intéresse ici, comme dans le reste du cours, a la limite thermodynamique
N — o0 et L; — 0o mais la densité des électrons

N

d
IT L
=1

p:

)

reste constante. Dans ce cas la distance entre les états tends vers zéro et
les états dans 'espace des impulsion k devienent denses. Il est clair que le
nombre des électrons peut s’écrire:

N=2) =2 0(kp—k) (1.83)

occ k

Ou kp est le vecteur d’onde k le plus large qui corresponds un état occupé.
Le facteur 2 vient de spin. A la limite thermodynamique

d

Iz
g - Z(_le)d/ddk (1.84)
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On obtient donc

kg
N 2 d 25 i1
p=— :(QW)d/de(kF—k:):(Qﬂ)d/kz dk

[T L: 0
i=1

25 4

d(2m)d™F
ol Sy est la généralisation de ’angle
1 sid=1
Sqa =14 2m sid=2Tlangle total dans le plan (1.85)

47 si d = 3 I'angle solide total dans I'espace

On défnit le vecteur d’onde de Fermi (impulsion de Fermi, momentum)

kp = {d(ggd” F (1.86)

qui dépends uniquement de la densité électronique p et la dimensionalité du
systeme. On associe a kp une énergie de Fermi Er tel que

E
F 25,

LRk B2 [d(2m)ip)d

 2m 2m

L’ensemble des points dans 'espace des momentum (k) pour lesquells
Er = EF

définit la surface de Fermi.

1.7.1 Densité d’états (DOS)

La densité d’états (density of states DOS) D(E) est le nombre d’états entre
le niveau d’énergie E et E + dFE et donnée par

D(E) = é S 6(E—a) = (Qi)d /ddka(E — &) (1.87)

pour un gaz d’électrons libres on obtient

D(E) = (;ﬂ’)d (2-?) : B! (1.88)
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pE) =L (L -
- 2Fr \ Eg

I1 faut remarquer que encore une fois la densité d’états fait apparaitre Er
qui montre que la surface de Fermi est d’'une importance prémordiale dans
la physique des solides.

On note aussi que la dimensionalité du systéme joue un role important,
car pour par exemple d = 1 et & partir de I’équation (1.88), la densité d’états

D(E) < EY/?

diverge pour E = 0 tandis que pour d = 2 la DOS est constante

p m
D(E)=—=—
( ) EF ™ h2
Pour d = 3 la densité d’états est présentée sur la figure suivante. A
température nulle, les états au dessous de niveau de Fermi sont completement
occupés tandis les pour des températures finies ’'occupation d’états est donnée
par la distribution de Fermi-Dirac

25 I ' ! —]
— Gaz d’electrons libres
--- Occupation d’etat pour T>0

Densite d’etat

Figure 1.1: Densité d’états (DOS) d'un gaz d’électrons homogene (ligne
noire) et l'occupation par état pour des température non-nulles (pointillé
rouge).

1

e%jtl

f(E) =

ou K est la constante de Boltzmann et p est le potentiel chimique

uw=FEpr siT=0
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On peut aussi exprimer les énergies et DOS en fonction des distances
caractéristiques du systeme a la place de la densité. Pour cela on définit le
rayon moyen par électron ry pour lequel

ou v, est le “volume” moyen occupé par électron et N est le nombre d’électrons
et V est le volume de systeme

e

Et comme on est entrain d’étudier des systemes d’ordre atomique, on utilise
le rayon de Bohr (ag = A%/me? en unité atomique), ou

=

47T80h2
ag =

me?
et on introduit le nombre r, sans unité

To

; (1.90)

rs =

Dans ce cas on montre que 1’énergie de Fermi d’un gaz d’électrons

gy — [0 ety 1
P 282 2n2 | 12

la quantité entre les deux accolades est le Rydberg (I’énergie d’ionisation de
lorbite 1s de 'atome de 'hydrogene)

2

1Ry = 13.6eV = ST

87780@0

Exercice
Calculer I'énergie totale et I’énergie par particule pour le gaz d’électrons libres
dans la limite thermodynamique.
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Chapter 2

Théories de champ moyen

Il existe un grand nombre de systemes a N -corps en physique du solide
pour lesquels on peut faire une approximation de champ moyen qui donne
de bons résultats. Dans ce type d’approximation, on remplace le probleme
extremement complexe de N particules en interaction par un probleme a 1
ou 2 corps, dans lequel on considere de facon exacte le mouvement d’une ou
deux particules et on remplace ’action de toutes les autres particules par une
espece d’action moyenne, représentée par exemple par un champ électrique
moyen.

Nous allons dans ce chapitre étudier de fagon assez détaillée diverses
formes d’approximation de champ moyen pour un systeme électronique, en
commencant par 'approximation de Hartree-Fock dans sa formulation historique
et enfin la théorie de la fonctionnelle de densité, qui est générale, mais qui est
toujours utilisée dans une approximation de champ moyen (I’approximation

LDA).

2.1 Approximation Hartree-Fock: Approche
traditionnelle

Dans sa formulation traditionnelle, la théorie de Hartree-Fock ne fait pas
usage du formalisme de la seconde quantification. Pour résoudre le probleme
de N électrons en interaction dans la formulation traditionnelle, nous devons
en principe procéder de la maniere suivante:

e nous choisissons une base ¢, (r), de dimension M > N , de fonctions a
une particule;

e pour un systeme de N-fermions, les états de base de ’espace de Fock
sont les déterminants de Slater notés |¢,,) et formés a partir de N
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fonctions choisies parmi les M de la base monoparticulaire

e nous écrivons I’Hamiltonien H pour N-électrons en interaction:

2
P; 1}:
( i#j

ou Hy est 'Hamiltonien des particules libres et H;,; est I’'Hamiltonien
d’interaction (coulombienne dans ce cas);

e nous cherchons I’état fondamental |¥) de H exprimé dans la base |1),,)

“II> = Z O‘mwm>

Malheureusement, cette approche ne peut pas étre appliquée directement
pour un probleme avec beaucoup de particules. En effet, le nombre de
déterminants de Slater est donné par:

M
NI(M = N)!

ou M > N . Si M et N sont grands et tres différents, le nombre
de déterminants est tres important et il devient impossible de résoudre le
probleme directement. Par exemple, si N = M/2 (bande a moitié vide),
nous avons en utilisant 'approximation de Stirling In(z!) = z In(x) — x:

M v
NI(M = N)!

Comme le probleme dans sa généralité est insoluble, il est venu l'idée
suivante: tenter d’écrire une approximation a I’état fondamental par un seul
déterminant de Slater, mais en optimisant le choix des fonctions ¢, (r). Afin
de tenir compte du spin, et pour alléger la notation, nous considérons r =
{r,o}et

‘P,u(r) = uu(r>Xu(g)
ou u,(r) est la partie spatiale de la fonction d’onde ne dépendant que de la
position et x, (o) est la partie de spin de la fonction d’onde ne dépendant
que du spin. Nous avons la relation d’orthogonalité:

(Gulon) = / dr () (P XX = S
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Pour notre probleme, o ne peut prendre que les valeurs up et down. Un
déterminant de Slater peut s’écrire de la maniere suivante:

901(7’1) 901(7“2) 901(7‘1\!)

1 @a(r1)  wa(ra) - pa(rn)
(rir, s Taltm) = 57 | - . S

on(r) en() o on(ry)

ou l'indice 7 de ¢; concerne I’état et l'indice j de 7; concerne la particule, et
| - - - | signifie le déterminant. Nous cherchons a calculer I’énergie, c’est-a-dire
(Y| H|1hy) . Apres calculs, nous obtenons pour 'énergie cinétique:

(Yl Holtim) = 3 {oul 3 =110

1%
ol la somme sur g inclut une somme sur les spins et s’étend sur les N fonctions
2

qui forment le déterminant. L’élément de matrice <gpu\ b ]gp,,) est donné par:

2m

el Zte) = [ o) |- S| @t (22)

Pour I'énergie potentielle, nous obtenons:

1
<1/}m|Hmt|¢m> - 5 Z <¢M@V|Hint‘¢u@u> - <§0M90V|Hint|901190u>

pv

avec

(upv|Hintlorp,) = Z// drdr'? (r, o) (', 0" )V (r, 1" )oa(r, 0)g, (1, o')

(2.3)

Ainsi, nous avons la propriété:

<90,u901/|Hzm€‘90)\90p> <¢V¢M|Hznt|(pp()0)\>

Nous devons donc minimiser 1’énergie Fy donnée par

Eo={eul5- g+ 2 Z%%!W%%) (upelViewow  (2.4)

I

en faisant varier les fonctions ¢, avec la condition de normalisation
(Pulpn) =1
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Soulignons que la somme porte sur les états occupés. Cela revient a résoudre:

Ey—> e / dw;i(v")sﬁu(r)] =0

ou les ¢, sont des multiplicateurs de Lagrange. Le calcul des variations
par rapport a ), donne:

|: h2v2

o
0o

o V() 9lr) + [ V) =) (25)

ou les potentiels de Hartree et de Fock sont respectivement

Vir(r) = / V) S o) () (2.6)

Vi(r,r') = YV, )eo(r)eu(r)do,.0, (2.7)

L’équation (2.5) est I’équation de Hartree-Fock. Il s’agit d’une équation
intégro-différentielle qu’il faut résoudre de fagon auto-cohérente, car les potentiels
Vi et V, dépendent des solutions ¢,,. Formellement, cette équation ressemble
a une équation de Schrodinger pour une particule, a la différence que le
potentiel de Fock est non local, c¢’est-e-dire que son effet sur une fonction
d’onde ¢, (r) fait intervenir cette fonction dans tout l'espace. Le premier
terme de (2.5) est I'énergie cinétique. Le deuxieme est le terme de Hartree
dont l'interprétation est simple. En effet, la grandeur entre parentheses dans
(2.6) n’est rien d’autre que la densité électronique totale n(r’):

n(r) = leu(r)’,

de sorte que Vi (r) est le potentiel électrostatique au point r produit par la
distribution de charge —|e|n(r) des N électrons du systeme. L’approximation
de Hartree consiste a négliger le terme de Fock dans ’équation (2.5). Dans
ce cas, I’état électronique ¢, de I'électron p correspond au peme état excité
de I'Hamiltonien a une particule 7'+ Vg (r). Comme n(r) inclut la densité
de ’électron u, le potentiel Vg contient l'interaction électrostatique de cet
électron avec lui-méme, ce qui n’est pas physique. On peut voir que cette
“self-interaction” est exactement annulée par le terme de Fock. En effet,
chaque électron p de spin o, donne la contribution

/ V() o) Piou(r).
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Cette contribution est compensée par le terme

/ dr'V(r,r’) ’Wu(rl> ’29%(70)

qui vient du potentiel de Fock.

Le troisieme terme de (2.5) est le terme de Fock ou terme d’échange (z
pour exchange). Ce terme est purement quantique et provient de 'antisymétrie
de la fonction d’onde a N -particules sous I’échange de deux particules (principe
de Pauli), d’ou sa dénomination. Comme deux électrons de méme spin ne
peuvent pas occuper la meéme position, il résulte un mouvement corrélé qui
tend a éloigner les électrons de méme spin. Ceci réduit ’énergie d’interaction
coulombienne et diminue donc I’énergie totale du systeme (d’ou le signe
négatif du terme d’échange dans (2.4) et (2.7)).

2.1.1 Application au gaz d’électrons homogene

Nous savons que pour un gaz d’électrons libres, les ondes planes, qui sont les
états propres de 'opérateur d’énergie cinétique, constituent la base adéquate
pour construire les états a N a particules. Nous allons voir que les ondes
planes sont également les solutions des équations Hartree-Fock pour un gaz
d’électrons en interaction, dans le cas ou la densité électronique n(r) = n est
uniforme (gaz d’électrons homogene). Pour voir cela, il suffit d’introduire les
ondes planes u(r) = ¢**" (normalisées dans un volume unité, de sorte que
n = N ou n est la densité et N le nombre d’électrons) dans (2.5). Le terme
d’énergie cinétique donne
h2 hQ k.2
~ V() = & pulr)

Le potentiel de Hartree est simplement:

Vi (r) = /dr')V(r —r")=NV(q=0)

ou V(q) = 1 < est la transformée de Fourier du potentiel de Coulomb.

TEq?
Le terme de Fock dans (2.5) donne finalement:

S NSRS V] o]
— § /dT’V(’I“, 7’/)6 zkrezk ’r‘ezk’r
k/

En notant que la somme sur &’ est limitée aux N états occupés, on peut
réécrire I'énergie d’échange

S Vk—K)=> V(k—K)nH)=> Vign(k+q)

k' occ
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avec n(k) la fonction de distribution du systeme. Nous voyons donc que
les ondes planes sont des solutions des équations de Hartree-Fock avec des
énergies propres

h2k?
- 2m

Sup =Yu +Sr=NV(q=0)+>_ V(gnk+q)

Ek +ZHF (28)

On peut montrer que I'ajout de 'interaction électrons-ions dans I’'Hamiltonien
donne une contribution —YX 5 a la self-énergie et le terme de Hartree dans
(2.8) peut donc étre ignoré.

Nous pouvons évaluer la self-énergie de Fock en rempla ant la somme sur
k par une intégrale:

Sr(k) = = S V(E—K)

occ

) k )
si on met £ = — on obtient
F

62 ]{?FCLO 1 1 1
Ypk)=————FF|z+-(—-—2]1
#(k) Amegag /4 {2 T3 (x x) °8

(2.9)
Nous avons introduit le rayon de Bohr ay = 4meoh?/me* = 0.53A (rayon
moyen de lorbitale 1s de I'atome d’"Hydrogene) de telle fagcon que la grandeur
entre accolades est une énergie appelée le Rydberg (Ry) correspondant a
13.6eV, c’est-e-dire 1’énergie du niveau fondamental de ’atome d’Hydrogene.

La fonction F(x) définie par la derniére équation est appelée fonction de
Lindhard.

g, (Ry)

L L
0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0 0.5 1 1.5

kik 'Ek/OkF

Figure 2.1: Bande d’énergie dans I'approximation Hartree-Fock pour le gaz
d’électrons homogene.
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Le comportement de F(z) et de ¢y = €9 + Xp(k) en fonction de k est
illustré sur la figure (2.1). La fonction F(k/kr) devient verticale en k = kg
dF
(o
d’états N(e) qui est reliée a (de/dk)™! (voir section de gaz d’électrons libres)
s’annule a ’énergie de Fermi. Nous présentons la densité d’états pour un gaz
d’électrons libres, tandis que la densité d’états (DOS) dépend de 'énergie
comme \/Ze), la DOS au niveau de fermi est identiquement nulle pour un
gaz d’électrons dans I'approximation de Hartree-Fock. Nous reviendrons sur
ce point plus loin.

(1) = —00), de méme que la dispersion ;. Ceci signifie que la densité

25FE T T T
— Hartree-Fock
— Gaz d’electrons libres

Densite d’etat

1
E/E,

Figure 2.2: Densité d’états (DOS) dans I'approximation Hartree-Fock (ligne
noire) pour le gaz d’électrons homogene (ligne rouge).

Energie totale du gaz d’électrons homogene dans approximation
de Hartree-Fock

Nous pouvons calculer 1'énergie totale (électronique) du gaz d’électrons
homogene en utilisant ’équation (2.4) ou les ¢, sont les ondes planes. Le gaz
d’électrons est supposé neutralisé par une distribution uniforme de charges
positives (modele du jellium). Il est plus parlant de considérer I’énergie par
particule Ey/N . Commengons par calculer N :

N:Zl:Zl:Q(Z;)d/ddk:% (2.10)

L occ k,o occ

occ

L’énergie cinétique par particule est

1 h2V? 1 h2k?

iz k<kp
KV 3 12
v Bk = — k2 2.11
“ein = omN (2m)3 / 10m' F (2.11)
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en utilisant (2.10). L’énergie de Hartree est le deuxieme terme de (2.4),
soit

1 ! ! ! !
eH =5y Z (ko,k'd'|V ko, k'o")
k,o,k! 0!
1
g = énV(q =0) (2.12)

Nous avons utilisé (2.3) et le fait que les ondes planes sont normalisées dans
un volume unité, de sorte que [[ drdr'V(r,r’) = V(q = 0). Finalement,
I’énergie d’échange par particule est

_ 1 ’ 1 ’ 1 —i(k—K")(r—r")
e =53 > (ko Ko |V|K o' ko) Z Opor | [ drdr'V(r,r')e

k,o,k' o’ kak’ !
B / / e2dkdk’
T TNES )] sk — k]
2 /{54 2
e oS ke 3¢ (2.13)

co (2m)IN — 1672,

Le détail du calcul de I'intégrale est donné dans Kittel Quantum Theory
of Solids (voir appendices). Nous pouvons remarquer que ’énergie totale
par particule ., + ey + £, n’est pas égale a la somme des énergies propres
des électrons (appelée aussi “énergie de bande”), donnée (par électron) par
1/N> er = €cin + 26y + 2e, . En effet, ¢, contient 'énergie cinétique de

(o

I'électron k et son énergie d’interaction coulombienne (Hartree et échange)
avec tous les autres. En sommant les ¢, on compte donc deux fois les termes
coulombiens.

Dans un solide, dans 'approximation du jellium, 1’énergie de Hartree des
électrons ey ne joue pas de role décisif car elle est compensée par 1’énergie
d’interaction électrons-ions et ionse ions. En effet, 'interaction électrons-ions
donne une contribution négative —NV (q = 0) a 'énergie totale, alors que
I'interaction ions-ions, tout comme l'interaction électrons-électrons, donne

1
une contribution positive NV(O). Nous pouvons exprimer les énergies cinétique

et d’échange par particule en fonction de la densité n. Avec k3 = 37%n, nous
trouvons

5 4
3ams h? 2/3
n

c 10 m ( )
35 2

fp= S (2.15)
1673 €0
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Ceci montre que 1’énergie cinétique augmente plus vite avec n que l'énergie
d’échange ne diminue. A haute densité, c’est ’énergie cinétique qui domine
et les électrons se comportent comme des électrons libres. A faible densité,
par contre, le principe de Pauli joue un role important. Il est d’usage de
caractériser la densité électronique au moyen du nombre sans dimension

To
(%)

rs =

oll ag est le rayon de Bohr introduit plus haut et 473 est le volume propre de
chaque électron. La distance moyenne entre deux électrons voisins est donc
2rg = 2agrs. Comme le volume propre de chaque électron est V/N = 1/n,
nous avons

4 a1 3 3 (me2\’ 1
—Tryg=— = n= = —
37°% " n drrd (4m)* \eoh? ) r¥’

S
et les énergies deviennent

3 (9 e? 1
© 10 (\/§> {87?50(10} r2 (2.16)

5
3\3 1 e? 1
c=— =) —= — 2.17
c (2) s {87reoa0} T (2.17)

ol nous avons a nouveau mis en évidence le Rydberg entre accolades.
En introduisant les valeurs numériques, nous trouvons donc finalement pour
I’énergie par particule du jellium dans I’approximation Hartree-Fock:

win

221 0.916
2

Eein + Ex = (Ryd) (2.18)

Ts

Pour des métaux normaux, nous avons typiquement 2 < ry < 5.
Stabilité de la matiere: énergie de cohésion

L’énergie de cohésion d'un matériau est la différence entre son énergie
totale et celle de sa “vapeur”, autrement dit I’énergie des atomes du matériau
lorsqu’ils sont infiniment éloignés les uns des autres. Lorsque 1’énergie de
cohésion est négative, le matériau est plus stable que sa vapeur, c’est- a
-dire qu’il peut exister a I’état solide (ou liquide). Dans le cas contraire,
le matériau se vaporiserait spontanément. L’énergie de cohésion peut étre
mesurée expérimentalement: la figure 4.2 montre 1’énergie de cohésion de
quelques métaux simples, en fonction de la valeur de r, déduite de la densité
électronique pour chacun de ces matériaux. Dans le modele du jellium,
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I’énergie de la vapeur est nulle a T = 0 et I’énergie de cohésion est donc
simplement e, + £, donné en (2.18), et représenté par la courbe continue
dans la figure. Nous voyons que cette approximation fonctionne relativement
bien lorsque ry > 2.5 — c’est-e-dire lorsque le terme d’échange I’emporte dans
(2.18) — sauf pour les métaux nobles (cuivre, argent et or). En revanche,
le modele du jellium n’explique pas la stabilité des métaux pour lesquels
rs < 2.5, puisque dans ce cas I'énergie de cohésion prédite est positive. Pour
les hautes densités (petits rs ) un meilleur modele semble nécessaire. La
courbe pointillée montre un exemple d’un tel modele, qui corrige bien le
résultat pour les petits s , mais s’avere moins bon pour les grands ry .
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2.2 Théorie de la fonctionnelle de densité

Dans la théorie de la fonctionnelle de densité, les propriétés de I’état fondamental
sont exeprimées en fonction de la densité électronique p(r) ou de la densité
de spin p,(r). Thomas et Fermi sont les premiers a avoir proposé une théorie
qui va dans ce sens, mais elle s’est avérée défaillante sur de nombreux points.
Plus tard, Hohenberg, Kohn et Sham ont repris cette idée et proposé une
théorie plus élaborée qui permet de mieux tenir compte de I'énergie cinétique
et de I'énergie d’échange et de corrélation. Avant de voir cela, nous allons
tout d’abord introduire sommairement la notion de fonctionnelle.
Qu’est-ce qu’une fonctionnelle?

Une fonction f dépendant de n variables x1, xo, - -+ , x, peut étre développée
en série de Taylor:

floy, - xn) = f(29,--- 2 Z (5 + = Z@ (5xi5xj—|—

Une fonctionnelle est une fonction f dépendant de toutes les valeurs que
prend une autre fonction g. Une fonctionnelle est donc une fonction dune
infinité de variables, les valeurs de g en une infinité de points r dans un
intervalle donné. De maniere purement heuristique, nous pouvons dans un
premier temps discrétiser les valeurs de r et écrire:

flgl = f(g(r1),9(r2),--+) = f(gr1; Gras -+ ).

Nous pouvons aussi faire un développement en série:
f(grlagr27"'):f(gv(")la.g'907' +Za 59”
TZ

Si l'indice de sommation devient continu, alors nous écrivons:

fla = a1+ [ arsossate) + [ [ arar —Shsytatr) +

Nous voyons que la variable r joue le role d’indice, et que la fonction g

joue le role des variables. Ainsi, la grandeur appelée premiere dérivée

of
| . _Og(r)’ |
fonctionnelle de f , décrit la facon dont f dépend de la valeur de g en un point
r particulier, a l'ordre linéaire. De méme,df/dg(r)dg(r') est la deuxieme
dérivée fonctionnelle, etc. L’exemple le plus simple de fonctionnelle est une
intégrale:
of

ol = [ draigtr) =55 = [ dra)sale) = 5205 = alr)

37



2.2 Théorie de la fonctionnelle de densité Dr. Baadji

2.2.1 Approximation de Thomas-Fermi

La démarche générale que nous adoptons est donc de tenter d’écrire I’énergie
totale d'un gaz d’électrons inhomogene dans I’état fondamental comme une
fonctionnelle de la densité électronique p(r): Ey = Ey[p]. Si une densité p(r)
quelconque est donnée, cette fonctionnelle permet de calculer explicitement
I’énergie totale. Parmi toutes les densités possibles, il s’agit ensuite de trouver
celle qui donne I’énergie totale la plus petite, autrement dit il faut minimiser
la fonctionnelle sur ’ensemble des densités p(r) possibles. Evidemment, la
forme exacte de Ey[p| n’est pas connue et l'efficacité de la méthode repose
sur le choix d’une bonne approximation pour E0[p|. L’approche de Thomas-
Fermi consiste a faire le choix le plus simple pour cette fonctionnelle.
L’énergie d’interaction d’'une densité de charge p(r) avec un potentiel
extérieur donné V (r) (par exemple le potentiel associé aux noyaux dans un
solide) est donnée par [ drV (r)p(r). Ce terme donne un premiére contribution
a ’énergie totale. Pour tenir compte de maniere approximative de I'interaction
coulombienne entre les électrons, nous y ajoutons le terme classique

3 [ drdr'vedir = oot

ou Vo(r) = e2/(4meor) est le potentiel de Coulomb. Nous voyons que ces
deux premiers termes sont en effet des fonctionnelles de la densité p(r). 1l
manque encore a notre fonctionnelle I’énergie cinétique des électrons ainsi
que la différence entre ’énergie coulombienne exacte et le terme coulombien
classique. Cette derniere contribution, qui contient en particuler 1’énergie
d’échange, est négligée dans I’approximation de Thomas-Fermi. Pour I'énergie
cinétique, nous procédons par analogie avec le gaz d’électrons homogene.
Dans ce cas, nous avons vu [équation (2.11)] que l'énergie cinétique par
particule est proportionnelle & n%? ot n est la densité. Donc I'énergie
cinétique par unité de volume est proportionnelle & n*? x n = n%3 . Dans
le cas ou p(r) varie lentement dans 'espace, nous pouvons supposer que
ce résultat est encore valable. Sous cette hypothese, la densité d’énergie
cinétique au point 7 est proportionnelle & p°3(r). En regroupant les trois
termes discutés ci-dessus, nous obtenons la fonctionnelle suivante:

Ev[p] :a/drpi( )+ /drV +b//drd 746 ’) (2.19)

avec a = (337352)/(10m) et b = €2/(8me). Soulignons le fait que Ey[p]
ne contient pas de terme d’échange, mais que celui-ci pourrait étre ajouté
en faisant le méme raisonnement que pour l’énergie cinétique a partir de
I'équation (2.11).
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Nous voulons maintenant minimiser la fonctionnelle Ey [p] sur 'ensemble des
densités p(r) "acceptables”. Par acceptables, nous entendons que p(r) doit
en principe posséder certaines

propriétés (comme par exemple d’étre continue). Ici, nous nous contentons
d’exiger que p(r) corresponde & un nombre [U+FB01]xé de particules N | ¢’est-
¢-dire que [ drp(r) = N . Le minimum de Ey pour des p(r) satisfaisant cette
condition est obtenu en résolvant 1’'équation

5 Bvto) = [ droto)] =0

ou p est un multiplicateur de Lagrange, dont la valeur doit étre déterminée
apres coup en imposant la condition de normalisation de p. En appliquant
les principes du paragraphe précédent, nous trouvons que cette équation est

équivalente:
5

7,‘/
Sapi(r) + V(r) + Zb/dr’L) — =0 (2.20)
3 [ — |
Le troisieme terme n’est rien d’autre que le potentiel de Hartree que nous
avons déje rencontré. Avec la relation

v’ [ !

=7

| = anattr -,

nous en déduisons

62

VAV (r) = —)

qui n’est autre que I’équation de Poisson. Nous avons donc la relation p(r) =

—g—gVH(T), avec laquelle nous pouvons éliminer p(r) et réécrire (2.20):
e

5 2
S [—%VQVH(T)] V) 4 Valr) — p =0
ou encore, en introduisant explicitement la valeur de a:
e [2m 2 3
eoVVy(r) = 33 (ﬁ) =V {(r)—Vg(r)]? (2.21)

C’est I’équation de Thomas-Fermi, qui est une équation différentielle pour
Vi (r). Curieusement, la formule (2.21) a été surtout utilisée pour 1'étude
des propriétés des atomes isolés, alors que nous I’avons supposée valable pour
des densités presque uniformes. Appliquée a des systémes presque uniformes
comme les métaux, en revanche, cette formule donne de mauvais résultats,
essentiellement parce que la fonctionnelle (2.19) ne constitue pas une bonne
approximation pour 1’énergie cinétique. La théorie de Thomas-Fermi a été
remplacée par une théorie exacte: celle de Hohenberg, Kohn et Sham.
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2.3 Théorie de Hohenberg-Kohn-Sham

Théorémes fondamentaux
Théoréme 1

L’énergie de I’état fondamental d'un systeme d’électrons en interaction
dans un potentiel extérieur V' (r) peut étre écrite sous la forme:

Ey[po] = Floo] + / arV (r)po(r)

ou F'[py] est une fonctionnelle universelle de py (c’est-e-dire indépendante de
V') et po(r) est la densité dans I’état fondamental.
Théoreme 2

Si nous considérons la densité p(r) comme une variable dans Ey [p], alors
Ey[p0] peut étre obtenue en minimisant Ey[p] sur ’ensemble des densités:

By po] = mpin Evp]

Ces deux théoremes établissent la validité de la méthode des fonctionnelles
de densité en démontrant ’existence (théoreme 1) et la propriété variationnelle
(théoreme 2) de la fonctionnelle énergie. Pour démontrer ces deux théorémes,
nous allons devoir tout d’abord démontrer un lemme:

Lemme Soit Hy = Hy + He + V "Hamiltonien décrivant le systeme pour
un potentiel V(r). Alors nous avons:

{Hyv} < {|Vo)v} < {pv}, (2.22)

ou { Hy } est ’ensemble des Hamiltoniens obtenus avec tous les V() possibles,
{|Wo)v} I'ensemble des états fondamentaux correspondant a chacun de ces
Hamiltoniens et {py } 'ensemble des densités correspondant & chacun de ces
états fondamentaux. La notation <« signi[U+FBO1]e qu’il existe une relation
bijective entre les différents ensembles. Ici, nous supposons que | W)y, 1'état
fondamental de Hy est non dégénéré.

Démonstration du théoreme 2. Grace au lemme, nous avons pour une
observable O quelconque les relations:

p(r) = |¥o[p]) = (o[p]|O|¥o[p]) = Olp],

ce qui montre que toute observable est une fonctionnelle de la densité, i.e.,
si p(r) est donné, nous pouvons en principe calculer O. Ceci est vrai, en
particulier, pour O = Hy , de sorte que

(Wolpl|Hy|Wolp]) = Ev|p],
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est bien une fonctionnelle de p. Considérons un potentiel V[, [U+FBO1]xé
et supposons que la densité dans 1’état fondamental de Hyq est po . La
fonctionnelle Ey[p] fait correspondre a chaque p(r) de ’ensemble {py } défini
plus haut une certaine énergie E par la relation

p(r) = [Wolp]) — E = (Wo[p]|Hvo|Volp]) = Evolp]

Parmi tous les [¥q) de {|Wy)y }, celui qui minimise (Wo|Hyo|Wy) est évidemment
I'état fondamental de Hy , c’est-e-dire |Wq[po]) . Nous avons donc

Evo[p0] = (Wo[pol| Hvol¥o[po]) < Evolpl Vp # po.

Ainsi, parmi toutes les densités possibles, celle qui correspond a 1’état
fondamental de Hy est celle qui minimise Ey[p]. Ceci démontre le théoreme
2.

Démonstration du théoréme 1. — Pour un V donné, la fonctionnelle
énergie peut s’écrire sous la forme:

Evlp) = (Wl Ho + HolValg) + [ drVinp(r) = Flol + [ arv()otr)

Comme p est liée a |¥y[p] ne dépend pas de V' (la fonctionnelle est définie
en prenant toutes les valeurs possibles de V' ), on a immédiatement que F[p]
est un fonctionnelle universelle. Il faut par contre insister sur le fait que F'

dépend de Hy + H¢.

2.4 Equations de Kohn et Sham

L’idée de base de Kohn et Sham est de représenter un systeme de N électrons
en interaction dans un potentiel extérieur V' (r) par un systéme auxiliaire de
N particules sans interactions se déplacant dans un potentiel effectif V¢ (r).
Pour des particules sans interaction, tous les raisonnements ci-dessus restent
valables et la fonctionnelle F[p] se réduit a I’énergie cinétique de N particules
indépendantes; nous l'appellerons Ty[p]. Pour les électrons “fictifs” de Kohn-
Sham, la densité est donc obtenue en minimisant la fonctionnelle

El] = Tolo] + / A7V, (1) plr) (2.23)

Comme ce sont des particules indépendantes, nous pouvons simplement résoudre
I’équation de Schrodinger a une particule:

—%VQ + Veff(r)] @D)\(T’) = 8,\77/»\(7“) (2.24)
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et calculer la densité comme (le facteur 2 vient du spin):

N/2

pr) =2 [Ua(r)f? (2.25)

Cette densité est normalisée a N et minimise la fonctionnelle 2.23; elle vérifie
donc I'équation

S{Elp] ~ sy [ drolr)} =0 (2.26)
Autrement dit 5T
5t Vers(r) = pegy =0 (2.27)

Nous réécrivons maintenant la fonctionnelle d’énergie des électrons en interaction
comme

io / / drdr’% + Eulp]  (2:28)

Bulo) = Tolol + [ drV(rptr) + o=

Bl =Tl + [ [VO) + Jal)] o)+ Bl 229

Le potentiel de Hartree est défini comme dans I'approximation de Thomas-

Fermi Valol(r) — e? // 0 p(j/i/ (2.30)

4reg |7

et nous avons explicitement indiqué qu’il dépend de p. En (2.28), nous avons
simplement extrait de F[p| le terme Ty[p] ainsi que 1'énergie coulombienne
classique. Le terme E,.[p|, appelé fonctionnelle d’echange-corrélation, contient
le reste. Afin que la densité p(r) des particules indépendantes (électrons
fictifs) soit la méme que celle des électrons en interaction, nous demandons
que p minimise aussi la fonctionnelle (2.28), ce qui implique

5EM[/)]
20 Ly v, Zzell]
SV () + Valpl(r) + 5
Le facteur % disparait car I’énergie de Hartree est propertionnelle & p? .
En éliminant le terme 674[p]/dp(r) entre les équations (2.28) et (2.31), nous
trouvons le potentiel effectif de Kohn-Sham:

6Ty p] —pu=20 (2.31)

0y, [p]
op

Nous avons omis la constante sans importance pi.ry — p qui ne fait que
déplacer le zéro de I'énergie. Les équations (2.24), (2.25) et (2.32) sont les

Veps(r) = V) + Vialpl(r) + Vae(r); Vaelr) =

(2.32)
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équations de Kohn-Sham. Elles doivent étre résolues de fagon auto-cohérente
car le potentiel V¢ qui permet de calculer la densité dépend lui-méme de la
densité. Avec ces équations, le probleme consistant a déterminer la densité
(et 'énergie) dans 1’état fondamental pour un systéme de N -particules
est remplagé par un ensemble équivalent d’équations auto-cohérentes a une
particule. Par rapport a la théorie de Thomas-Fermi, la supériorité des
équations de Kohn-Sham vient du fait que 7Ty[p] est une bien meilleure
approximation pour I'énergie cinétique que [ p®/3(r)dr. Explicitement, nous

avons
N/2

—22 y| ——V2|¢A>

D’apres (2.28), les ¥y, >, de méme que les €, , sont bien des fonctionnelles
de p (bien qu’assez compliquées) dans le sens qu’ils sont uniquement déterminés
par la donnée de p(r). En utilisant (2.24), (2.25) et (2.32) nous pouvons
réécrire

N/2 N/2

—22 N ——v + Verslia) —22 (alVessln)

— 226,\ —/ ) + Vilp)(r) + Vae(r)) p(r)dr

Ainsi, I’énergie de 1'état fondamental devient d’apres (2.28):

=23 - [ (3l + Vi) ) o) + Bl (239

2.5 Approximation de la densité locale (LDA)

Dans la forme donnée ci-dessus, les équations de Kohn-Sham ne sont pas
directement utilisables car la fonctionnelle d’échange-corrélation E,.[p] n’est
pas connue et le potentiel V.;;(r) ne peut donc pas étre calculé. Rappelons
que cette fonctionnelle est définie par

1

Eucle) = Flol = Tolo) = 5 [ Valolryp(r)ar

Elle contient donc un terme cinétique (la différence entre ’énergie cinétique
exacte du systeme et Ty[p] et des termes coulombiens (en particulier le
terme d’échange). Pour donner une approximation de FE,.[p], 'approche
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la plus simple est la méme que celle utilisée pour 1’énergie cinétique dans
I’approximation de Thomas-Fermi: nous supposons que la densité d’énergie
d’échange et de corrélation au point r est la méme que celle d'un gaz d’électrons
homogene de densité p(r), ce qui est en principe valable pour des densités
lentement variables dans I’espace. Connaissant la fonction e,.(n) qui donne
I’énergie d’échange-corrélation par particule pour le gaz homogene de densité
n, nous définissons

EEPA) = [ eue (0(r)) pl0)dr

LDA
v, = OB lp] _ d
op

Le calcul de €,.(n) est lui-méme difficile, mais peut étre effectué une fois
pour toutes par des méthodes numériques et paramétrisé par une fonction
analytique de m. Nous pouvons en donner une premiere estimation en ne
retenant que le terme d’échange calculé précédement :

— % [ngzc(n)]n:p(r)

4

de sorte que
B = ~a [ drp**(r

et
1

VEPALRl(r) = —ap3(r).

Dans 'approximation LDA, le potentiel d’échange-corrélation au point r ne
dépend que de la densité au point r: il est donc local et facile a calculer une
fois que p(r) est donné (il est méme plus facile a calculer que Vi [p](r) qui,
lui, dépend de la densité dans tout I’espace). Globalement, les équations de
Kohn-Sham sont ainsi plus aisées a résoudre que celles de Hartree-Fock dans
lesquelles le potentiel d’échange est non-local, et permettent d’aller au dela
en incluant aussi un terme de corrélation.
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Chapter 3

La Fonction de Green

En général, la solution exacte d’un probleme hamiltonien est impossible et on
a besoin souvent de faire des approximations. L’approximation la plus utilisée
est de décomposer ’hamiltonien en deux parties : une partie exactement
solvable, et ’autre considérée comme perturbation.

H=H,+V

On essaye souvent de choisir V' pour étre petit devant Hy . La procédure
standard est de commencer par le systeme décrit completement par Hy et on
introduit 'effet de V' et on essaye de trouver comment le systeme évolue.

3.1 Repréntation d’interaction

Il y a trois représentations pour décrire ’évolution temporelle d'un systeme
quantique, qu’on va discuter brievement:

3.1.1 Repréntation de Schrodinger

La mécanique quantique est basée sur I’équation de Schrodinger (h = 1)

Op(r,1)
ot
et qui possede la solution formelle
Y(r,t) = e My(r, 0)

Ceci necéssite quelques suppositions:

?

= Hy(r,t)

e La fonction d’onde dépend du temps, méme si cette dépendance est
juste un facteur de phase.

e Les opérateurs tel que ’hamiltonien sont considérés comme indépendants.
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3.1.2 Repréntation de Heisenberg

On peut aussi résoudre le probleme quantique dans la représentation de
Heisenberg qui les propriétés suivantes

e La fonction d’onde est indépendantes du temps.

e Les opérateurs tel que ’hamiltonien dépendent du temps.

O(t) = e O(0)e ! (3.1)

ou bien on essayera de résoudre

20(t)
i~ = [0(), ] (3.2)

3.1.3 Repréntation d’interaction

C’est une autre facon pour trouver la solution. Ici la fonction d’onde ainsi
que les opérateurs dependent du temps. Ceci est donné par la séparation

H=Hy+V (3.3)

Les opérateurs et les fonctions d’ondes seront dénotés par un chapeau La
dépendance des opérateurs (h = 1)

O(t) = etflotQe=iHot (3.4)
et .
U(r,t) = eote™ Mp(r, 0) (3.5)
Si on calcule .
RAIULIS ORI (3.6)

On peut définir I'opérateur d’évolution
U(t) = eflote=t )(r,t) = U(t)i(r, 0) (3.7)
cette opérateur a une valeur d’unité lorsque ¢t = 0
Uo)=1
En plus, il obéit at I’équation différentielle

U .
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Par intégration des deux cotés

t

Ut) - U(0) = —i / VU ()t

0

cette équation peut étre réitérer et on obtient

Ut) =1 —z‘/tdtlf/(tl) —/tidtldtQV(tl)V(tg)---

n—1
0

U(t):i(—i)”//--- / V(t)V (ty) - V(t,)dtdty - --dt, — (3.8)

n=0

A ce point il est convéninet d’introduire le produit chronologique (T).
L’opérateur T agit sur un group des opérateurs dépendants du temps (A(t1) B(t2)C(t3)
par exemple), et il les arrange en mettant 'opérateur antérieur at droite

T(A(t)B(t2)C(t;)) = C(t3)A(t))B(ta) Sity >t >t

On introduit maintenant la fonction échelon (step function)

1 siz>0
19(%) _ (i sixz <0 (39)
3 sizx =0

Donc, pour deux opérateurs, la définition explicite du produit chronologique
est

T(A(t)B(t:)) = 9(t; — t2) A(t)B(ta) + 9(ts — t)B(t2) A(t))  (3.10)

Bien stir, si t; = t5, 'ordre chronologique n’a pas d’importance.
On essaye d’introduire T dans la définition de U(t) et pour cela on
vérifiera

/tdtl/tdtQT [V(tl)f/(tQ)] = /tdtl/tdtgﬁ(tl —tQ)V(tl)V(t2)+/t dtl/tdtQﬁ(tQ — 1)V (t2)V (1)
/tdtl/tdtzT [f/(tl)f/(tg)] = /tdtlidtgf/(tl)f/(tg)+/t dt27dt1V(t2)V(t1)

47



3.2 Matrice S Dr. Baadji

Il est clair que

t t1 to

/dtl/dtgf/(tl)f/(tg) = /tdtQ/dtlf/(tg)f/(tl)

0 0 0

et on obtient donc

t

/tdtlfdtQV(tl)V(tQ) :%/td /dth [V( )V(tz)]

0
de méme on peut montrer que

t t

/dtl yldt Vty)---V(t,) = i'/dtl /dtnT [V(tl)--~17(tn)]

et par conséquence

i n'!n/dtl ~~/tdtnT V(1) V (k)] (3.11)

n=0 0

[en]
[e=]

ou

U(t) = Texp / V(t")dt (3.12)

3.2 Matrice S

On a montré dans la section précédente que la fonction d’onde dans la
représentation d’interaction s’écrit

p(r,t) = U(t)(r,0)

on définit la matrice S comme étant 'opérateur qui relie les fonctions d’ondes
at deux instants

O(r,t) = St ¢)i(r, 1)

De la définition il en résulte
S(t,t) =U®)U(t) (3.13)

La matrice S possede les propriétés suivantes
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1. S(t,t) =1
2. ST(t,t') = S(¥,1)
3. S(t, ') = S(t,41)S(ty, ')

Enfin on veut montrer que S est exprimer en fonction du produit chronologique
car

i0,S(t,t") = V()S(t, 1) (3.14)

t
S(t,#) = T exp / Ut dty (3.15)
t/

et

n!

S(1, 1) :i (=" j dt - ] at, T [V(1) V(1) (3.16)

n=0

3.3 Fonction d’onde initiale

Dans les trois représentations on a exprimé la fonction d’onde a n’importe
quel instant ¢ en fonction la fonction d’onde initiale (a ¢t = 0). Cette fonction
d’onde est un vecteur propre de ’hamiltonien total H, et représente 'état
fondamental, mais le but est de calculer le spectre de H, y inclut I'état
fondamental. Il faut donc exprimer la fonction d’onde initiale en fonction
d’onde connue associée avec la partie de I’hamiltonien qu’on peut diagonaliser
(ou trouver les valeurs et les vecteurs propres). comme

[$5(0)) = [n) = [¢(0))

Pour relier |15(0)) a la fonction d’état fondamentale de Hy, on suppose
que le potentiel V' est appliqué adiabatiquement, et en plus il est enlever
adiabatiquement, en écrivant

H = Hy+ Vel
¢’est a dire

Hy= lim H

t—+o0

Cependant cette définition est limitée a des systemes en équilibre. Donc a la
limite t - —oo, H = Hj et si en plus suppose que

Hol¢) = Eo|¢) (3.17)
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ol |¢) est une fonction d’état indépendante du temps (stationnaire) et

¥5(0)) = [Yu) = [((0)) = S(0, —00)|¢) (3.18)

Cette relation a été etabliée par Gell-Mann et Low. De méme on peut relier
la fonction d’onde a ¢t = 0 a la fonction d’'onde a t — oo et

[5(0)) = [u) = [$(0)) = S(0,00)|P) (3.19)

Pour les systemes en équilibre, les deux fonctions d’onde ne different que par
une phase

@) = ¢"|¢) = S(c0, —00)|¢) e = (§|S(00, —00)|¢) (3.20)

Cette phase se réduit a I'unité si ’état fondamental n’est pas dégénéré ¢-a-d
(el =1).

Pour étudier les systemes hors équilibre, [’état a t — oo ne peut étre relier a
|¢) par un facteur de phase

@) # €'“|9).

3.4 Fonction de Green a température nulle
La fonction de Green fermionique a une particule est définie comme
G\ t,t") = —i(|TCx(H)CL())) (3.21)

ou A peut prendre n’importe valeur dépendant du probleme (A = {7, 0}, p, - - ),
) est l’état fondamental de Heisenberg qui satisfait

HI) = E) (3.22)

Les opérateurs de création et d’annihilation dans la représentation de Heisenberg
sont donnés par

Cy(t) = ¢HtCye™ M O (1) = Ol e (3.23)
et T est le produit chronologique pour les fermions
TC\(t)CL(t') = 6(t — t')OA () CL(H') — (1" — t)CL () O (1) (3.24)

ou

TC\(t)CI() =

{ C\)CI(#) sit >t/ (3.25)

—CH(tCr(t) sit! >t
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Il n’y a pas de contradiction entre la définition actuelle du produit chronologique
et celle des sections précédentes, car les opérateurs contiennent toujours
un nombre paire des opérateurs fermioniques, et a chaque permutation on
multiplie par (—). La fonction de Green s’écrit

—ie! P (|Cre O Y si t > #

G\(t, ) = . / , ) 2
)\( ) ) { ,L'esz(tft)<|C;f\62H(t7t)C)\|> sit >t (3 6)

De plus si Cf\]) est un vecteur propre de H et normé
HC|) = ExCY))
la fonction de Green dans ce cas (t > t') est
G.(t, t) it (E=Ex)(t=t)

Maintenant on veut exprimer la fonction de Green dans la représentation
d’interaction, on va appeler [¢) > I’état fondamental de Hy et

) = 8(0, —00)[¢) (3.27)
Apres on éerit les opérateurs Cy(t) et CJ(t)

Ca(t) = S(0,£)CA(1)S(¢,0) (3.28)

G\ t, 1) = —if(t — t'){|S(—o00, 0)S(0, t)C\(£)S(t,0)S(0, ¢’
i0(t — t'){(¢|S(—00,0)8(0, ) CL(t)S(t',0)S(0,

Cette expression peut étre regrouper en utilisant les propriétés de la matrice
S, et en utilisant 1’équation (3.20)

(| = e7(@ = " (¢S(—00, 00)

(9[S(0,0)

(918(=00,0) = 7018 (00, ~00)(~00,0) = g == V1)

et encore

0t —')(9IS(c0, )CA(S (L, 1')C ()S(t’, —00)|¢) =
Bt — '){¢|TCA(1)CA(t')S (00, —00)[9)
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3.4 Fonction de Green a température nulle Dr. Baadji

Et la fonction de Green a zéro température et a l’équilibre dans la représentation

d’interaction s’écrit

(I TCA(B)CA ()8 (00, —00)[9)
(9IS (00, —00)|9)

Pour les systeme hors équilibre aucun référence de I’état pour t — oo ne
doit apparaitre dans ’expression de G et s’écrit

G\t —t)=—i (3.29)

G\t —t') = —i(¢|S(—o00, 00) TCy (t)CL(')S (00, —00)|¢) (3.30)

Mais on s’intéresse qu’aux fonctions de Green en équilibre dans ce cours.
La fonction de Green peut étre définie pour un cas spécial ou V' = 0, dans
cecas S=1et

Go(\ t —t') = —i(g| TCy(t)C](t)]9) (3.31)

Cette fonction est la fonction de Green non-perturbée.
Il faut noter aussi que dans ce cas (V = Q) les deuz représentations de
Heisenberg et d’interaction sont identiques (C(t) = C(t)).

3.4.1 Fonction de Green (Gy) pour une bande vide

Ici on veut étudier les propriétés d’un électron dans une bande d’énergie dans
laquelle il est le seul électron. Dans ce cas, I’état fondamental est I’état vide
d’électron |0). Cet état possede les propriétés

Cpl0 >=0
Par conséquence I'action de Hy et V' sur cet état est nul, donc
S(t,—0)|0) = |0) (3.32)
Les états |) et |¢) sont I’état de vide. La fonction Green a un seul terme
G\t —t) = —if(t — ') (|CA(HCL(t)])
La fonction de Green non-perturbée
G\t —t') = —if(t —t')e =) (3.33)

La transformé de Fourier de G(\,t) est définie comme

G\w) = /dtei“tG(/\,t)

— 00
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3.4 Fonction de Green a température nulle Dr. Baadji

Pour que l'intégrale converge, on doit ajouter une quantité infinitésimale i
a 'exponentiel (on le verra que ce terme vient du principe de causlité)

Go(\,w) = —i / dte! @t OG(N 1)
0

1
= 34
GO(Ajw) W — € +25> (3 ; )

3.4.2 Fonction de Green (Gy) pour un gaz d’électrons
dégénéré

Notre deuxieme exemple est le cas ou les électrons dans la mer de Fermi a zéro

température. Le systeme possede un niveau de Fermiu, pour lequel tous les

états avec des énergies inférieures sont occupés et les énergies supérieur sont

vide. Si les états non-perturbé (vecteurs propres de Hy) sont caractérisés par

les énergies ¢y, et I'état fondamental est |¢). 11 est plus commode d’exprimer

les énergies en tenant le niveau de Fermi comme référence & = ¢ — u. Pour
une surface de Fermi sphérique de rayon kr (cas d’'un gaz d’électrons libres)

(0|C{Ckld) = O(k; — k)

(GCkCIg) = 0k — ky)
On peut utiliser la définition de la fonction 6(¢)

0(¢) = lim np(§) (3.35)

= lim ———
B—o0 6/85 +1 B—r00
Il est utile aussi d’introduire la représentation intégrale de la fonction échelon

d —iwé
0(¢) = lim [ 25—
n—0+ 2w + 1

—00

(3.36)

Cette équation est vérifiée car: si & > 0, alors le contour d’intégration est
fermé dans le demi-plan inférieur de w qui contient le pole simple w = —in
avec un résidu —1. Si £ < 0, donc le contour doit étre fermé dans le demi-
plan supérieur et l'intégrale est donc zéro (la fonction est analytique dans le
demi-plan supérieur).

La fonction de Green non-perturbée

Go(k,t —t') = =i(¢|TC(t)CL()]|¢)
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3.4 Fonction de Green a température nulle

Dr. Baadji

Golk,t —t') = [—i0(t — )0(Ex) + it — 1)0(—&)] e (1)

La transformé de Fourier s’écrit
G, w) = / dte ' Gk, 1)

[e.9]

Golk) = [ dt [-i0(0)8(&) +i0(-0(~6)] 5"

—00

en remplacant 6(¢) et si on met

/dt[ 0(1)0(E)] 8t = 1
et -
/ 0t [i0(—1)0(—€,)] €5 — 17

On commence par I,

——
I=—if(&) lim [ dt / idu e

n—>0+ w' +1in

En utilisant le théoréme des résidus

[e.e]

I =—if(&) lim [ dtel@=Setinlt
n—0t
0

[ = tim — &)
n—0t w — & +1in

Ou on peut considérer

_ O(&)
w— & +1in
de méme on obtient pour /1
o &)
w—E& —1in

o4

(3.37)



3.5 Fonction de Green phononique Dr. Baadji

et la transformé de Fourier de la fonction de Green non-perturbée

0(&k) n 0(—&)

Go(k,w) = , . 3.38
ok, ) w—E&+in  w—&§—in (3.38)
ou bien dans une forme plus condensée
1
Go(k,w) = (3.39)

w — &, + insign (&)
ou sign est la fonction signe

. +1 siz>0
sign(v) =1 _; G, <0

3.5 Fonction de Green phononique

Les phonons sont des quasi-particules bosoniques, qui décrit la propagation
de sons dans le solide, par analogie au photons, cependant leur spin s = 0.
On définit la fonction de Green des phonons

D(q, A, t, 1) = —i(|TAga(t) A-aa(t')]) (3.40)

avec
Aan(t) = agr(t) + al g, (1)

On doit mentionner ici que AL/\ =A_g.

Comme pour les électrons, les operateur A et a(a') sont exprimés dans la
représentation de Heisenberg, | > refere a 1’état fondamental de Heisenberg
associée a ’hamiltonien total H. L’indice A\ est associé a la polarisation du
phonon. On s’intéresse que pour des phonons avec une polarisation bien
donnée, pour cela l'indice A\ sera omit. Le produit chronologique T est
le méme pour les fermions sauf il n’y a des signe lorsqu’on on permit les
opérateurs, ¢-a-d :

AWBH) =0t —tYA@)B(t') +6(t' —t)B(t")A(t)
Dans la représentation d’interaction on a
T Agr () A-qa ()S(00, —00)|¢)
(9]S(00, —00)[)

Comme pour les électrons |¢) est I’état fondamental stationnaire de I’hamiltonien
non-perturbé H,

D(q, Mt 1) = —i (3.41)
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3.5 Fonction de Green phononique Dr. Baadji

3.5.1 La Fonction de Green phononique non-perturbée

Si V =0 la fonction de réduit
D (g, t —t') = —i(¢|TA,(t)A_(t')|¢)

D°(q, ¢~ t') = =i{dIT (ag(t) + o'y (1)) (ag(t') + ol (1)) I6)

et comme a température nulle il n’y a des phonons, c’est a dire |¢) = |0),
Hy|0) = 0, et
Holq) = Hoa}|0) = wylq)

et aussi
(0lagall0 >=1  (0lafasl0 >=0

et on a
D°(q,t —t') = —i [e(t —t)e @t Lg(t) — t)etatt) (3.42)

La transformée de Fourier est donnée par
D’(q,w) = / e“'D(q, t)dt
On obtient aussi
1 1

D’ = — 3.43
(4:w) W—w,+in  w+w, —in (3:43)

ou
2wy

0 —
- S
q

(3.44)
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3.6 Théoréme de Wick Dr. Baadji

3.6 Théoreme de Wick

L’évaluation de la fonction de Green se fait par le dévoloppement (expansion)
de la matrice S en série, en utilisant I’équation 3.16. La fonction de Green
devient

oy SHITOMA) |, .
G\ t—t) = D800, —o0)[0) 1 / (t1)dt, + _4 é V(ty)dtydty + -+ | |o)
(3.45)

Ignorons pour le moment le terme (¢|S(co, —00)|¢), et considérons seulement

R =(¢| TCx(1)C} ()8 (00, —00) ) = (| TCA(t)CY(H)

1—2/Vt1dt1+ // V(ty)dtydty + -+ | |o)

—00 —O0

Les opérateurs V( ;) contiennent le méme nombre des opérateurs de création
et d’annihilation électroniques (conservation de nombre de particules), on
aura des termes de la forme

R = (0| TCA()CA(E) O (t1) Cia (1) Cly (82) Chat2) - - - O, (1) Gl (£) )

L’évalution de R peut se faire en utilisant I’algebre de commutation pour les
bosons et anti-commutation pour les fermions, mais cette procédure devient
rapidement compliquée. On peut calculer R en utilisant le théoreme de Wick
qui réduit R a un produit des contractions des opérateurs de créations et
d’annihilation. Il faut d’abord lister quelques définitions:

1. Le produit chronologique: On a deja défini le produit chronologique
pour les fermions et pour les phonons. Il consiste a ordonner les
opérateurs selon leurs arguments du temps, en mettant I'opérateur avec
le temps le plus antérieur a droite et celui avec 'arguments de temps
le plus postérieur a gauche, et a chaque fois on multiplie par (—1)7,
ou P = 0 pour les bosons. Pour les fermions P est le nombre de

permutations necéssaires.

2. Le produit normal Ce produit ordonne les opérateurs en mettant les
opérateurs d’annihilation a droite et les opérateurs de création a gauche,
de telle sorte que I’action de produit normal sur I’état fondamental (le
vide pour une seule particule) est nul en multipliant aussi par (—1)7. Si
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3.6 Théoréme de Wick Dr. Baadji

I’état fondamental est occupé, on doit utiliser des opérateurs auxilliares
pour les fermions A
5 Cyp Sik>kp
“=1 el s
& ik <kp
de telle sorte que )
dp|p) =0 Vk

Pour les bosons (phonons) on considere toujours I’état fondamental |0).

et
N(dl,di) = d,dy (3.47)

Les deux produit N et T sont distributifs

3. Contractions La contraction de deux opérateurs U et V notée UV est
égale a la difference entre le produit chronologique et le produit normal
de U et V

UV =T(UV) - NUV) (3.48)

De la définition de la contraction, il en découle que
dydy = djdt = a4y = alagt =0 (3.49)

I’équation 3.49 montre que la plus part des contractions sont nulles. Les
seules contraction non-nulles sont celles qui contiennent un opérateur
de création et un opérateur d’annihilation. En particulier

; TN z'ékk/G(k,t—t’) Sit>t
i) = { g

Le t = ' sera étudié ultérieurement. On doit noter que les contractions
sont des nombres complexes et

UV =+VU
4. Théoreme de Wick
T(OVW,---XYZ)=N{OVW,---XYZ)+NUVW,--- XY Z)
+N(OVW, - XYZ)+ -+ NUVW,--- XY 2)
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3.6 Théoréme de Wick Dr. Baadji

TV, XV 2) = N{OVI, - XV 2)+

+ N(somme des toutes les paires de contractions possibles)

5 cast=1

Nous avons défini 'opérateur de nombre d’occupation
ﬁk = C;Ck nF(&?k) = <ﬁk>
on peut montrer que

np(eg) = lim iG(k,t —t')

t/—tt

et on obtient
d(t)dl,(t') = —Opwnp(er) Sit —t*

On doit mentionner ici que

1
flen) = ——— SiT>0
Blek—m)
nF(f‘:k) _ e k + 1

G(M—ak) SiT=0

ou p est le potentiel chimique (= Er a T=0), f(e) est la distribution
1
de Fermi-Dirac et f§ = —.
b KT
Le théoreme de Wick nous permet donc de calculer R. Elle se traduit par
prendre toutes les paires contenant un opérateur de création et un d’annihilation,
chaque paire doit étre ordonnée chronologiquement. Le produit chronologique
de chaque paire nous donne le produit chronologique de I’ensemble. Par
exemple

(O TC(t)CL(t1)C, (12) CL(E) | §) = ($|TCu(t)
— (9| TCu(1)

~

~

5[0} (@I TC, (t2) CY()]0)
F()O) (G TC, (t2)CL(t1)]|9)

Il faut aussi que le nombre des opérateurs de création doit étre égale au
nombre des opérateurs d’annihilation pour que le produit chronologique ne
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3.6 Théoréme de Wick Dr. Baadji

soit pas nul (). Pour un produit chronologique de la forme de R contenant
n opérateurs de création et n d’annihilations il y’aura n! termes. Par exemple
pour n = 3 il y aura 6 termes

(G| TCoCY |6)(8 TC5CY o)
(GITCLCY ) (9| TC5CY o)
(GITCCT|9) (DT C5CY o)
(T CLCY 1) (| TCCY | 9)
( 1t )
( ) )

(¢ TCLCT,CoCL C5C 1) = (| TC1Cl |0
— (9ITC,C |
— (9|TC:CY |
+(¢|TC1CL |0
+
—{

~

G| TCLCL |6 (8| TCLC |¢
G| TCLCL|9) (6| TCLC |

d|TCLCL ¢
¢|TCLCL |9

T I O D =

Un autre point qu’on doit considérer dans le cas ou R contient des opérateurs
fermioniques et bosoniques, il faut tenir en compte que les opérateurs fermioniques
et bosoniques commutent. Sion note par A, B et C' les opérateurs fermioniques

et X, Y et Z les opérateurs bosoniques on a

(PITAXBY CZ|9) = (¢|TABC|){o|TXY Z|9)

et
(0| TAB|¢) = (—=1)"(¢|TBAl¢)

3.6.1 Application aux interactions électron-phonon

Pour décrire un systeme d’électrons sans interaction mutuelles, qui intéragissent
avec un reservoir de phonons, I’hamiltonien total s’écrit

H:H0+V

avec

HO = Zé?kC,ICk
k

et
V=> M,CL,,CrA,

k,q

On veut calculer la fonction de Green électronique

(S TCL()CL(H)S (00, —00)[¢)

Gkt =) = == 18 (00, —00)10)
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3.6 Théoréme de Wick Dr. Baadji

|¢) est la fonction d’état fondamental stationnaire de ’hamiltonien Hy. En
dévoloppant S en série, et on ignore pour 'instant le terme (¢|S(oc0, —00)|p).
on a

(SITCu(t)CL(t)S (00, —00)[¢) = (¢ TCi(t)CL(t)]0)

oo

_i/dt1(¢|Ték(t) LV (t)]0)

—0o0

h % / / dirdty (| TCy () CLE )TV (11)V (8)]0)

—00 —00

le deuxieme terme est nul, car V' contient un seul opérateur A, il reste donc
a calculer

- / / ity dty (6| TCL (O CLE YTV (1) V (£)] )

—00 —00

en substituant V' par son expression on a

S = Z Mqqug/ /dtldtgx

k1k2q1g2 oo —00

(I TCL(t)CLE )4 1 (1) Cra (1) Agr (1) Cly o (£2) Cra(t2) Aga (£2) [ 6)

en utilisant le théoréme de Wick

Z Mqqug/ /dtldtgx

k1k2q1q2

R

—00 —0O0

(I TC(t)CLH) O (1) Cra (1) (1) Clay o (t2) Cra (£2) [ 0) (G T Agr Aga (£2) )

mais

<¢|TAq1Aq2(t2)|¢> = iéql,—quO(Qh t — t2)
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& devient
& =1 Z MqlM—ql/ /dtldtgx
kikaqu 0 —00

(@ TCL(t)CL(E)C g1 (1) Cra (t1) (1) Ol (2) Cla (82)|)D° (g1, 11 — t2)

On calcule maintenant
I = (G| TCu(t)CH(E)CLy 1 (1) Cra (1) (£1) Ol (£2) Cla (£2) )

en appliquant théoreme de Wick on obtient

I = (@ TCu(t) O g1 (11)]0) (9] TCha (1) Cly_ 1 (£2) 6 (O] Tz (2) | CL (1) )
+ (A TCH(t) Ol (£2)0) (9 \TCk2(tz)C;L+q1(f1)\¢><¢!Ték1(t1) L9
+ (¢ITC(1) k1+q1(t1)|¢>>( S| TCr (1) CL(t)|9) (S TCy g1 (82) Cia(t2) )
+ (@I TCR (O CLINONAITC, 1 1 (81) Cra (1) |9) (S Ty _ 1 (2) Cia(t2) )
+ (DI TCR(1)Cly_ 1 (£2)[0) (O T Cra (t2) CL(1) | 9) (S T (1) Cia (1))
— (TG (1)Lt )I¢><¢|T0k1(t1)0k2 21 (£2)[0) (S TCha(t2) Cy 1 (1))

Maintenant on remplace chaque bracket soit par une fonction de Green soit
par une densité. Les six termes donnent

[ = 01—k G (k, t — )Gk — ql,t; — t2)G(k, ty — t)
+ 12 pmpimhr_oG (b, t — t2)G(k + ql,ty — t1)G(k, t; — ')
+ 120 g1=00k—r1nr (ek2) G (K, t — )G (k, t, — 1)

+ 10g—onr (e )np(ere) Gk, t —t')
+ 126 1=00k=k2nr (631 )G (K, t — o) G(k, ty — t')
— POk G(k, t — )G (k1 t; — t2)G (k1 + ql,ty — t;)

3.7 Diagrammes de Feynman

Feynman a eu I'idée de représenter les termes dans I’équation précédente par
des graphes. Ces graphes, dites “diagrammes” est extrement pratiquants
pour donner une vision des processus physiques représentés par ces diagrammes.
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3.7 Diagrammes de Feynman Dr. Baadji

Ces diagrammes peuvent étre présenter soit pour G(k, t) ou pour sa transformée
de Fourier G(k,w).

Les diagrammes dans 1’espace-temps sont tracés par présenter la fonction
de Green électronique G°(k,t — t') par une ligne continue allant de ¢’ & ¢
comme montré sur la figure 3.1. Une fleche est généralement est inclu pour
représenter la direction. La fonction de Green phononique est représentée
par un pointillée. La fonction de Green des phonons ne possede pas une
direction car

D0<q7t - t/> = D0<_q7 t'— t)

le signe de ¢ n’est pas important.

Gk t-t') ==p t.—l‘—
D(q,t-t) e __9__

<6i’((t)6k(t)> =-> (O
t

\ = ks

Figure 3.1: Diagrammes de Feynman associés a differents termes.

Ensuite on doit représenter les termes de la forme

(DICL(E)Cr(t)|0) = nr(er)

sont représentés par un anneau (voir figd.1) qui commence et termine par le
méme point dans le temps. On ajoutera ici une ligne associée a l'interaction
électron-¢électron correspond a v/

Maintenant en utilisant ces regles, on peut représenter les differents termes
dans I’équation de I', ces termes sont représentés sur la figure3.2 par les
diagrammes de (a) a (f) successivement. Chaque diagramme contient une
ligne pointillée joinant ¢, et t.

Dans la figure 3.2 les termes (c), (d) et (e) sont nuls car ils existent si
le vecteur d’onde de phonon ¢ = 0. Mais il n’y a pas de phonons avec
g = 0. ¢ = 0 correspond soit a une translation du solide ou bien a une stress
permanente. On doit exclure ¢ = 0 de la somme sur gq.

Les deux termes (a) et (b) sont non-nuls et leur contribution a & est donné
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3.8 Graphes de la polarisation du vide Dr. Baadji

(@) * (b) %

£ P 4L PRLPE FP i PR PR

&, &
(c) O (d) A o <k
i G
4 [
KA ¢ ¢ 7 7
o &>
. URS SN
P / P ‘.07.
PIEY) ¢ &P ¢

Figure 3.2: Diagrammes de Feynman associés a differents termes de I'.

par
dt, / dt, Z IM,|?D%(q, t; — t2)[GO(k,t — t1)GO(k — ¢, 11 — t5)

—00 —00

xGY(k,ty —t') + GOk, t — t3)G(k + q,ty — t1)G(k, t, — t')]

21

Les deux diagrammes sont identiques et leurs contributions sont les mémes.
Il suffit de renommer les variable d’intégration ¢, 5 et remplacer ¢ par —q.
Le terme (f) de la figure3.2 est

Gk, t -t Fy

ol
—1 210 0 0
? / dtl / dt?Z‘Mq‘ D (q,tl —tg)[G (k,tl _tQ)G (k+q,t2 —t1>
! ) "

Ce diagramme présente deux parts qui sont topologiquement déconnectées a
la fonction de Green G%(k,t —t'). Les diagrammes dans lesquells, toutes les
parts ne sont pas connectées, sont dites diagrammes déconnectés.

3.8 Graphes de la polarisation du vide

On s’intéresse maintenant au facteur qu’on a ignoré

/dt1 /dt T V() |0)
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3.9 Equation de Dyson Dr. Baadji

et si on considere ’hamiltonien d’interaction électron-phonon, et on évalue
les termes jusqu'au n = 2 (deuxieme ordre) et en utilisant le théoréeme de
Wick on obtient

(8IS (00, ~00)|g) = 1+ Fy + - -

ou F correspond au terme (f) de la figure3.2.

Le terme (4|S(o0, —00)|¢@) est appelé le terme de polarisation de vide.
Théoreme Les diagrammes de polarisation de vide se simplifie exactement
avec tous les diagrammes déconnectés dans le calcul de G(k,t —t).

Le calcul de la fonction de Green se réduit donc au calcul des termes
connectés et

G(k,t —t') = —i(¢|TC,(t)Cl(t")S (00, —00)|)e (3.50)

ou . est pour connectés.

3.9 Equation de Dyson
La fonction de Green en fonction de I'énergie est donnée par la transformée
de Fourier par rapport au temps

G(k,w) = / dte Gk, t —t') (3.51)

—00

On a déja évaluer la transformée de Fourier pour une seule particule dans
une bande, et pour un gaz homogene d’électrons.

1

Gohw) =%

ou § = i pour une particule dans une bande, et § = nsign(ey).
La transformée de Fourier peut étre appliquée a chaque terme de la
matrice S

G(k,w):—iZ/dtl---/dtn
n=0 o N

X (SITCLOCLEIWV (1) -+~ V (1))

On doit considérer que les diagrammes connectés. Si on reconsidere
I'exemple d’interaction électron-phonon, les deux premiers termes sont GP°
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3.9 Equation de Dyson Dr. Baadji

plus un terme de self-énergie

oo oo
tw(t—t) [ dt1 [ dio

G(k,w) = G(k,w) 3ZM2/dte “eo oo

— 00

x GOk, t — )G (k + q,t1 — t2)GO(k, ty — t)D (g, t; — t2)

Les fonctions de Green phononiques en fonction de 1’énergie sont définies

D(q,w) = / dte*'D(q, t)
et -
D(q,t) = / dwe™'D(q, w)
On obtient
G(k,w) = Gk,w) + G (k,w)X! (k, w) G (k, w) (3.52)
ou -
Sk w) =i / du > MG (k,w — w')D°(g,) (3.53)
? 27T - q ) 7 *

On peut étendre cette définition a des ordres plus élevés. et on écrit

G (k,w)
—Y(k,w)GOk,w)

G(k,w) = - (3.54)

=> =M (k,w) (3.55)

En dérivant ’équation de Dyson, a la place de calculer le développement
limité de G, on développe la selt-énergie. On doit noter que le calcul de
3 n’est pas toujours facile a éffectuer, et souvent des approximations sont
nécéssaire pour obtenir des résults approchés au probleme considéré. Ces
approximations dépend essentiellement de l'intensité du couplage V', et des
résults satisfaisants sont obtenus a la limite du couplage faible.

L’équation de Dyson peut étre écrite dans une forme un peu differente

mais équivalente
1

Gk w) = w—ep+1i0 — X(k,w)
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La self-énergie possede une partie réelle et une imaginaire
Y(kw) =3gpk,w) +iX(k,w) (3.56)
La partie imaginaire de 3 (k,w) change de signe si w change de signe

Srk,w) <0 w>0

Yikw)>0 w<0

la self-énergie est appelée aussi opérateur de masse
Pour les phonons on a aussi une équation de Dyson équivalente

D(g,w) = 1= H[(;,Ej;;)))o(q,w) (3.57)

ou sous une forme équivalente

2wy
w? — w2 +1i0 — 2w,I1(q,w)

D(q,w) =

La self-énergie de phonon I1 est appelée opérateur de polarisation.
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3.10 Fonction de Green dans la représentation
position

L’indice k (ou \) utilisé dans la définition de la fonction de Green est toujours
considéré comme discret. Dans la représentation position la fonction de
Green est définie

Gaglz, 2t —t') = —i(|Ta(z, )} (2, 1)) (3.58)

(la fonction de Green en deux points). L’étude de la fonction de Green a
en plus de I'avantage de la représentation simple des diagrammes de Feynman,
elle permet de calculer la valeur moyenne de n’importe quel opérateur a un-
corps, I'énergie de I’état fondamental et finalement le spectre d’excitation du
systeme. Pour montrer cela, il suffit de considérer un opérateur a un corps

J = / d*zj(x)
Dans la représentation de deuxieme quantification

i(x) =) tal@) Jap(@)il(z)
ap

donc la valeur moyenne de la densité

(j(z)) = %4 lim lim Tr [J(2)G(z, 2", t —t')]

t'—>tt ' —x

+ est pour les bosons et (-) pour les fermions.
Un opérateur d’importance cruciale est la I'opérateur d’occupation

(i(z)) = £TrG(z,z,t —tT)
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