Chapitre 3

Principe de maximum, valeurs propres

Soit © un ouvert borné de R".

3.1 Principe de maximum classique

Théoréme 3.1. : Soit u € C%(Q), telle que Au > 0 dans . alors ; pour route boule ouverte B(y,r) €
Q, ona:

1

— u(z)do ()

T / B (3.1)
/fu(x)dx

C

r JB

Théoréme 3.2. (Principe de mazimum) : Soit u € C*(52), telle que Au > 0 dans Q.
Supposons qu’il existe xy € §) telle que u(xg) = Tisx u(x). Alors, u est une fonction constante.
T

Corollaire 3.1. : Siu est une fonction harmonique atteint son mazimum (minimum) dans §. alors,
u est une fonction constante.

Théoréme 3.3. : Soit u € C?(Q) N COQ). telle que Au > 0 dans Q. Alors :

SuD W = Sup u infu = infu
a af%o Q 0 (3.2)

Corollaire 3.2. : Si u est une fonction harmonique, alors :

supu < u(z) < infu, Ve
o0 oQ

Corollaire 3.3. : Soient u,v deux fonctions telles que

{Au:Av dans

u="0 sur OS2
alors : w=v dans €.

Théoréme 3.4. (Inégalité de Harnack) : Soit u une fonction harmonique, positive, dans ). Alors ;
1l existe une constante positive C telle que :

supu < C'infu. (3.3)
Q Q
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3.2 Principe de maximum faible et fort

Considérons 'opérateur L, défini comme suivant :
L = —div(a(x)Vu) + b(z).Vu + c(x)u (3.4)

a() est une matrice n x n, telle que a;; et de classe C°(€2),
b(z) est une fonction vectorielle de classe C%(Q), borné sur €,
c(z) est une fonction scalaire de classe C°(£2), borné sur Q.

Définition 3.1. :
1. On dit que L est elleptique dans ) st a satisfait :
Vo € 0,3M(2) > 0,A(x) >0 A@)[¢]]® < a(2)é.£ < A@)[¢]]* V¢ e R™\{0} (3.5)

2. Sia satisfait (3.5), AM(x) > Ao > 0 (Ao constant ), on dit que L est strictement elleptique dans Q.

A
3. Si a satisfait (3.5), /\((:B)) borné, on dit que L est uniformément elleptique dans €.
x
Théoréme 3.5. (Principe de maximum faible) : Supposons que L est elliptique, telle que ¢ = 0
dans Q. Soit u € C°(Q) N C?(Q), satisfait :
Lu>0 dans 0N (3.6)

Alors : supu = supu et infu = infu.
QO 19) Q o0

Théoréme 3.6. (Principe de maximum fort) : Supposons que L est uniformément elliptique, telle
que ¢ < 0 dans Q. Soit u € C°(Q) N C%(Q), une fonction positive satisfait :

Lu>0 dans 0% (3.7)
Alors : si u atteint son mazimum dans Q) si et seuiement si u est constante.

Corollaire 3.4. (Comparaison) : Supposons aue i est uniformément elliptique, telle que ¢ < 0 dans
Q. Soit u € C°(Q) N C%(Q), satisfait :
Luw>0 dans 00 (3.8)

Siu <0 sur 99, alors : u <0 dans Q ( plus précisement : uw < 0 dans Q ou v =0 dans Q).

3.3 Valeurs propres

On va donner deux résultats : la premiére dans le cas unidimensionnelle, et la deuxiéme est dans
des dimensions supérieures.

Théoréme 3.7. [2/ Soit a,b € R avec a < b, p € C'([a,b]),q € C([a,b]) avec p > a > 0. Il existe une
suite réelle (\y)n>0 et une base Hilbertienne (wy)n>0 de L?(]a,b]) telle que wy, € C*([a,b]) et on a :

—(pwh)" + qwp, = Aw,  dans Ja,b|,
(3.9)
wp(a) = wp(b) =0
An sont les valeurs propres de l'opérateur différentielle Au = (pu’)’ + qu avec les conditions de
Dirichlet, et w,, sont les fonctions propres associées.

Maintenant, on va donner les valeurs propres de I'opérateur de Laplace.

Théoréme 3.8. [2] Il existe une suite strictement positive (An)n>0 et une base Hilbertienne (wy)n>0
de L?() telle que w, € H Q)N C>®(Q) avec :
—Aw_ w, dans K. (3.10)

De plus, on a : lim \, = 4oo0.
n—+o0o

An sont les valeurs propres de 'opérateur différentielle —Awu avec les conditions de Dirichlet, et w,,
sont les fonctions propres associées.
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3.4 Exercices

Exercice 3.1. : Soit u € C([0,1]) N C%(]0,1[), telle que : v” > 0 sur (0,1).
Montrer que u < max{(u(0),u(1)}.

Exercice 3.2. : Considérons le probléme de Dirichlet suivant sur Q = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} :

Au= -1 dans §2
{ u=20 sur 0N (3.11)
1— 2 2
1. Vérifier que u(x,y) = (J:4—|—y)
2. Vérifier que le principe de mazimum est satisfait.
Exercice 3.3. : Considérons le probléme de Dirichlet suivant sur un ouvert borné ) :
Au=f dans
{ u=g sur 0N (3.12)

Montrer que s’il existe une fonction u € C%(Q) N C(Q), soluution du probléme (3.12), elle est unique.

Exercice 3.4. : Considérons le probléme de Dirichlet sur l'ouvert Q = {(x,y) € R? : 22 — y? > 4} :

{AuzO dans £

u=1 sur 00 (3.13)

In+/x2 — 12

Conidérons les dux fonctions ui,uz, définissent sur 2 par : ui(x,y) = 1, ug(z,y) = 3
n

1. Vérifier que uy,us sont des solutions du probi2me (3.13).

2. Conclure.
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