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EDPs elliptiques linéaires (Devoir)

Probleme : Soit Q un ouvert borné, connexe de R™, f € L?(Q), ¢ € C(Q)
et g est une fonction appartienne & H(Q) telle que g > . Soit la fonctionnelle
G, définie sur H'(2) par

G(u):/Q|Vu\2dx—2/qu,

I) On considere le probleme variationnel suivant :

u—g e Hy(Q), Gu)= min  G(0) (1)

1. Montrer que si u est une solution de (1), alors :

G(u+ty) > G(u),V € 2(Q),Vt € R,

2. En déduit que : Vi) € 2(Q) : / Vu.Vipdr — / fudr = 0.
0 0
3. Montrer que, si u € H*(Q2) on a :

Au+ f=0 : dans 2'(Q0),
u=yq ;. sur 0f).

IT) Soit I'ensemble K = {u € H'(Q) : u—g € H(Q),u > ¢ ppt}.
On considere le probleme variationnel suivant :

u € K, G(u) = iréi};lG(v), (2)

1. Montrer que K est un ensemble convexe, fermé de H'(().

2. Montrer que si u est une solution de (2), alors :

G(u+t(v—u)) > G(u),Yv € K,Vt €]0,1].
3. En déduit que : Vv € K : / Vu.V(v—u)dx > / f(v—u)dx.
Q Q
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4. Montrer que, si u € H*(Q) alors : Au+ f <0.

5. Supposons que u est continue, et soit N = {z € Q: u(x) > ¢(z)}.
Montrer que Au + f < 0 dans N.

6. En déduire que u est une solution dans H?(Q) U C(€) du probleme :

Au+ f <0 . ppt dans ),
u> o . ppt dans €2,
(Au+ f)(u—¢) =0 : ppt dans Z'(Q2),
u=yg ;. sur 0f).

Inégalité de Poincaré-Friedrichs : Soit O c R” un ouvert borné,
connexe tel que I' = 9N est de classe C'. On va montrer la propriété suivante :
pour tout a > 0, il existe 5 > 0 tel que

Vullis) +a [ widote) > Blulfe, vue H'(Q). (3
/ ./ / . . 1

On va démontrer cette propriété par 1’absurde. Choisissons § = —(n € N).
n

Supposons qu'il existe une suite (u,) C H'(Q) telle que ||up||2@) = 1 et

1
IVl +a [ addota) < ey (@

1. Pourquoi la condition |u,|[z2() = 1 ne change pas la généralité de la
preuve ?

2. Montrer que (u,) est bornée dans H'(().

3. En utilisant le théoreme de Rellich, montrer qu’il existe une sous-suite
(unr) de la suite (u,), converge vers une fonction v € L?(1).

4. Montrer que la suite (Vu,;) converge vers 0 dans (L*(Q))™.
5. En déduire la valeur de Vu.

6. En passant a la limite dans (4), montrer qu’il y a une contradiction.



