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EDPs elliptiques linéaires (Devoir)

Problème : Soit Ω un ouvert borné, connexe de Rn, f ∈ L2(Ω), φ ∈ C(Ω)
et g est une fonction appartienne à H1(Ω) telle que g ≥ ϕ. Soit la fonctionnelle
G, définie sur H1(Ω) par

G(u) =

∫
Ω

|∇u|2dx− 2

∫
Ω

fu,

I) On considère le problème variationnel suivant :

u− g ∈ H1
0(Ω), G(u) = min

v−g∈H1
0 (Ω)

G(v), (1)

1. Montrer que si u est une solution de (1), alors :

G(u+ tψ) ≥ G(u),∀ψ ∈ D(Ω),∀t ∈ R.

2. En déduit que : ∀ψ ∈ D(Ω) :

∫
Ω

∇u.∇ψdx−
∫

Ω

fψdx = 0.

3. Montrer que, si u ∈ H2(Ω) on a :{
∆u+ f = 0 : dans D ′(Ω),
u = g : sur ∂Ω.

II) Soit l’ensemble K = {u ∈ H1(Ω) : u− g ∈ H1
0(Ω), u ≥ ϕppt}.

On considère le problème variationnel suivant :

u ∈ K, G(u) = min
v∈K

G(v), (2)

1. Montrer que K est un ensemble convexe, fermé de H1(Ω).

2. Montrer que si u est une solution de (2), alors :

G(u+ t(v − u)) ≥ G(u),∀v ∈ K, ∀t ∈]0, 1[.

3. En déduit que : ∀v ∈ K :

∫
Ω

∇u.∇(v − u)dx ≥
∫

Ω

f(v − u)dx.
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4. Montrer que, si u ∈ H2(Ω) alors : ∆u+ f ≤ 0.

5. Supposons que u est continue, et soit N = {x ∈ Ω : u(x) > φ(x)}.
Montrer que ∆u+ f ≤ 0 dans N .

6. En déduire que u est une solution dans H2(Ω) ∪ C(Ω) du problème :
∆u+ f ≤ 0 : ppt dans Ω,
u ≥ φ : ppt dans Ω,
(∆u+ f)(u− φ) = 0 : ppt dans D ′(Ω),
u = g : sur ∂Ω.

—————————————————

Inégalité de Poincaré-Friedrichs : Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné,
connexe tel que Γ = ∂Ω est de classe C1. On va montrer la propriété suivante :
pour tout α > 0, il existe β > 0 tel que

‖∇u‖2
L2(Ω) + α

∫
Γ

u2dσ(x) ≥ β‖u‖2
L2(Ω), ∀u ∈ H1(Ω). (3)

On va démontrer cette propriété par l’absurde. Choisissons β =
1

n
(n ∈ N).

Supposons qu’il existe une suite (un) ⊂ H1(Ω) telle que ‖un‖L2(Ω) = 1 et

‖∇un‖2
L2(Ω) + α

∫
Γ

u2
ndσ(x) ≤ 1

n
‖un‖2

L2(Ω) (4)

1. Pourquoi la condition ‖un‖L2(Ω) = 1 ne change pas la généralité de la
preuve ?

2. Montrer que (un) est bornée dans H1(Ω).

3. En utilisant le théorème de Rellich, montrer qu’il existe une sous-suite
(unk) de la suite (un), converge vers une fonction v ∈ L2(Ω).

4. Montrer que la suite (∇unk) converge vers 0 dans (L2(Ω))n.

5. En déduire la valeur de ∇u.

6. En passant à la limite dans (4), montrer qu’il y a une contradiction.
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