Méthodes numeériques — COURS 2009-2010

Chapitre 6 :

Résolution des systémes linéaires A.x = B

1) Position du probléme

@yg Xy + By X3+ T Ay X, = Yy
Ay Xy + G- Xy F ot Qg X, = ¥

Qo Xq T 00X+ T Q. X,

Ce systeme s’écrit sous la forme : Ax =y

tq3 L Aan
. @z @22 e By :
Si x= {Hyd e X}, ¥ = au Vor e udeta=| 0 TE T T =g ]
ani ﬂ'nﬂ unn

i représente le numéro de ligne etj le numéro de colonne,

Une matrice est dite triangulaire si @, = 0 pour j = i ou pour { = j. Une matrice bande est
une matrice dont tout les éléments sont nuls sauf sur une bande autour de la diagonale
principale.

Ces matrices se rencontrent dans la résolution d’équations aux dérivées partielles par la

méthode des différences finies ou dans la méthode des éléments finis.
I Rappel sur ’algébre des matrices
1) On appelle matrice d’ordre (m * n) la donnée d’un tableau de m lignes et n colonnes.

Gy - Qp
A=

Qim Qnm

2) La matrice A est dite carrée d’ordre n si m=n. La matrice A s’écrit souvent sous la

forme: 4 = [ﬂ.-;]lsasa'n
1zjzn

Dans toute la suite, on s’intéresse aux matrices carrées d’ordre n.

3) La matrice A% = (a,,

)1 = €St appelée transposée de la matrice A qui satisfait les

propriétés suivantes :

a)A™ = A,
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b)(4+ B)" = A® + BF.
¢)(AB)F = BTA"

4) Une matrice A est dite réguliere si son déterminant est différent de zéro.

5) Si A et B sont deux matrices réguli¢res telles que: A.E = B.A =1 alors B est dite
inversede Aet B =A%,

6) Valeur absolue de A : |A| = (| a;; ). la, .| sont les modules des ¢léments de A.

7) Si A et B sont deux matrices carrées, il vient :
a)lA + B| < |A4| + |B|
b)|A. B| < JA|.|5B|
c)lkA| = |k|.|Al k est un nombre quelconque.
8) E n particulier : |47| < |A|? p est un nombre naturel.
9) Norme d’une matrice A : c’est le nombre réel |[All qui satisfait aux conditions
suivantes :
a)llall z 0,]l4ll =0 = a=0.
byllkAll = [kl llAll.
ollA+ Bl < Al + I8l
d)llA.BIl < llAll.IBI
e)Pour A carrée, on a : [|47 | = ||A]l®

En pratique, on utilise les normes canoniques (facilement calculables) :

lAll, = m:tu:-:ZInul
4l = max ) |a,|
-

~ S
lall, = C):\a:,.r — JpaA

1

N
Ou p(A) est appelé rayon spectral de A .
La résolution du systéme précédent (4. x = &) peut s’effectuer par plusieurs méthodes :

- Une méthode classique (Cramer).
- Les méthodes directes.

- Les méthodes itératives.

E
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1) Méthode de Cramer : Cette méthode repose sur les déterminants. Si det A = 0 alors

detd; .
L Ou A, estla
detd £

le systétme A.x = b admet une solution unique x donnée par : x; =

matrice obtenue en remplagant, dans A, la i*™ colonne par b.

- detd;
Numériquement : on calcule : detA,, detAd et ;‘,_{'

L=

Pour n=10, Cramer nécessite 3.10% opérations (beaucoup plus de n*).

e Notre objectif: est de faire appel a des méthodes numériques ayant des temps de

calcul acceptables (le nombre ne dépasse pas n°).

2) Méthodes directes :

Une méthode est dite directe, si elle donne au bout d’un nombre fini d’opérations

(acceptable) une solution exacte du probléme.

Remarque : cette méthode est utilisée généralement lorsque n =< 100 — matrice pleine.

2-1) Méthode de Gauss-Jordan :

Soit le systéme linéaire A.x = & ou A est une matrice régulicre (det A = 0).

Principe : Transformation de la matrice A en une matrice identité.

Le:

transformation

[A: B] ——— [I:b"] ol | = identité.

Dou:dx=5b Lx=hbh x=5b

Etapes : onpose 4= AV et b= b

1°"¢ Etape :

P P i h]

L1} (1) 11) ot

I T T Y Ly
a0y rq% l:.ll" (1) 'j-_l' t i'

[A b] = [A: 5V )= | F21 v gy . b, L,
[0 1) {13 ], 013

a,, e Oy . b, L.

On suppose que ﬂn“:‘ # 0 (pivot de la premiere étape) et on fait les opérations suivantes :

P 1 (1
L"-" — _ Lx .
1 1“1
q-ll \1!
LY =1 —a,M.L7i=2.n
On obtient:

E
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(2 (2) @ 1@
1 ﬂj_:“ ) ' ..ﬁinl' . bl Ll
(2)

[Aﬁzf-:blf:}]= a ﬂ-:zl;:} I, S .EJZ{E} Ly

e
!

=%

Avec:

) »
. = L, (ligne du pivot)

Si=1,..,naveci £ k.

. L]
(k+1) — Z&j
Gp;" T —m
Et :
| (R4+1)

ayy
3] (k) [x+1) - S . . L .
T g Ay , =1, nyizk etj=k+1,....,n

A la derniére étape, on obtient :

=2 0 =
P e o
= =R =]

Ax=b oLx=b"O0u:1= et b = p,™

1.

L]

i=n

\0

Méthode pratique : On normalise d’abord la ligne du pivot puis, on passe a la réduction.

Exemple :

Soit a résoudre le systéme A.x = b ou :

/1 3 3 Y
A= (2 2 B) b= ( 2 ) Par la méthode de Gauss-Jordan (Sera traité en détail en TD)
3 3 6 11

Remarques sur la méthode de Gauss-Jordan

1) Le passage de la matrice [A:b] en une matrice [I:b’] oul x=b’ nécessite n opérations.
2) Elle est aussi conseillée pour inverser une matrice : il suffit d’effectuer les opérations

précédentes sur le systéme (A:I) pour avoir (I: A™1).
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2-2) Méthode de Gauss ordinaire

Soit A une matrice d’ordre n réguliere.

Principe : Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure. Pour cela,

on construit [A:b] et

wansformaten . . ) < o) . . . .
[A:B] » [A': BV ] Ou A est une matrice triangulaire supérieure.
1) (1) (1) (n) (n) . (n)
a»-li( . ﬂ-ln o ® bl ﬂ 11 . ﬂin - bi
i.e:[A:b]= —[A" B )= 0
(1) (1) (1) (m) (n)
ni . ﬂnn . bn 0 e Wy - b.!:

Puis, on résout le systtme A“™.x = 57 dont x est la solution exacte du systtme A4.x = b.
On procede de la maniére suivante :

Etapes : On pose 4 = A", b = 5V

Si a,,* # 0 on fait les opérations suivantes :

(zy _ (1)
L:l - JL:l

mai = : ay
L, est maintenue () _ (0 8a (1)

L7 =L"=
L

On obtient alors :

Et ainsi de suite ;

A la k¥™#étape, on effectue les opérations suivantes :

(k+1) (&)

k = b
'3
(k1 . IZ,‘_.., ai Rt |:k“"
A e . —=L.°
ﬂk;{ L #F

Résolution de 4™ .x = b™

PN LY

v * e Jo 1

) . Q31 5 by

Ax=b AM x =p
() . — Lm
a X, = b}

On commence par déterminer x,,puis x,_,, ..(résolution par retour en arriére).

E
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Remarque :

1) La méthode de Gauss nécessite —nopérations.( Cramer nécissite (n+ 1)°n!

opérations ) pour résoudre un systéme d’ordre n .

2) Sil’un des pivots est nul , on permute la ligne du pivot avec une ligne supérieure .
3) detd = (—1)*]] ﬂﬁ: p est le nombre de permutation de lignes .(Dans le cas de

Gauss ordinaire p=0) .

3) Décomposition de A en L.U :

Soit a résoudre le systtme A.x = b...... D).

Principe : mettre la matrice A sous forme L.U.
Ou:
L : matrice triangulaire inferieure unitaire.
U : matrice triangulaire supérieure obtenue par la méthode de Gauss ordinaire.

Résolution : le systeme (1) devient :

L ~ Ly=b..(2)
Ax=beLUx=b= [U“‘_ —y..(3)
Donc la résolution de A.x = b revient a la résolution des deux systemes (2) et (3) (la

résolution de ces dernicres est immédiate, puisque les matrices L et U sont triangulaires).
La méthode : par Gauss ordinaire, on obtient :
Al 4 = pind

On pose alors U = A™ et on démontre par identification que:

F 1 0 0 0
@, 1 0 0 0 .
L=| a3 a3 0 0 |Avec: a, = 5‘;{-
. 0 %k

g 1;

L est donc la matrice des multiplicateurs a chaque étape de la méthode. Par conséquent, en

appliquant la méthode de Gauss ordinaire a A, on obtient la décomposition L.U.

A=LU

Il s’ensuit que :
|: k?!

detA = det(L.U) =detL.detU= II-;a .

Question : Sous quelles conditions a priori, la méthode L. U est applicable a la matrice A ?

E
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Théoréme : soient A une matrice d’ordre n et A,

les sous matrices principales
1zksn—1

d’ordre k de A.

A se décompose sous forme L. U si et seulement si:detd ., 0¥k, 1<k < n.

&)

Preuve :

11 suffit de montrer par récurrence que :

(k) det .-'-'l,:k.:, .

e ~ e—1 @ T
x—1 i)

=1 H’r’:

Exemple : Sans faire les calculs, peut-on dire que A admet la décomposition L.U ?
1 -1 4 0\
-3 -3 -8 -1
2 —32 25 -3
—2 8 -3 —4/

Soit 4 =

Comme detd;y # 0,1 < k <4 = La méthode de Gauss ordinaire est applicable alors 4

se décompose sous forme LU ,i.e. : A =L.U.

Remarque :

1) Si r,zgj # 0% k alors la méthode de Gauss ordinaire est applicable et donc A se
factorise sous forme L.U.

2) La décomposition L.U est unique.
3) Svilexiste 1 £ k < n —1tel que a:;, = 0. La méthode de Gauss ordinaire n’est plus

applicable. On applique la méthode de Gauss avec permutations de lignes pour avoir
la décomposition de A sous forme: A=P. L. U tel que: Pest la matrice de
permutation.

4) Si A se factorise sous forme L.U alors: A=L.D.V  avec:

L: matrice triangulaire inférieure unitaire.
D: matrice diagonale de U.

_ — _ U
V=D l.u—[ﬁ).

4) Décomposition en L. D. L' d’une matrice symétrique :

E
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Définition : A est dite symétrique si: A= A" : (a,;, = ay)
A=LU=LDV=A
A=A"=LDV=(LDV)=V.D.L donc:
L=Vipu V=L dou:

A=LDUL

gréce a l'unicité de la décomposition LU.

5) Méthode de Cholesky :

Définition : Soit A une matrice symétrique, on dit qu’elle est définie positive si et seulement
x*A x = 0 Vx vecteur de R"
si et

PAx=0x=0

Exemple :

A=t 2 x=[em

. . ;—14-21-.,) ) - -

*Ax= ). 2 | =(x,+2x) +42.7 2
x"Ax=(x;,x;) (2_1,14__{3@ (x,+2x) +4x,°=0
Et

5’;:‘1=G

Si: x"Ax=0alors (x;,+2x,)°+4x,°=0 = L. = 0

x=10

Théoréme 1: A est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont

strictement positifs (det Ay #0), 1 < k< n

Théoréme 2: Si A est strictement définie positive alors elle admet la décomposition L. D. L' et

dy >0,¥k1sk<n

On a:

A=LD. L*=L+D.VD. L'
Et

E
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(LVD ¥ = VD.L*

Donc :

A= (LVD).(LVD)"

Posons :

R =L~D

R : Matrice triangulaire inférieure et les éléments diagonaux de R sont strictement positifs.

On a donc :

Théoréme 3 :

Soit A une matrice symétrique d’ordre n, alors 4 = R.RE" ou R est triangulaire inférieure a

¢léments diagonaux strictement positifs si et seulement si A est strictement définie positive.

Remarque :

1) R n’est pas unique.
2) La décomposition devient unique si ’on fixe a I’avance les éléments diagonaux R,

avec R, = 0.

5-1) Algorithme de Cholesky :

Pour le calcul de R, on peut utiliser soit la décomposition L. U puis L. D. L' puis R = L.y/D,
soit utiliser un procédé d’identification qu’on appelle « Algorithme de Cholesky ».

On multiplie les matrices R et R®, puis on identifie les coefficients respectifs dans 1’égalité :

A = R.R colonne par colonne on obtient :

1¥* colonne 2°M¢ colonne
= (a__ = f 2
T = +/%n T2z = V82 —Tn-
_ Ty . 1 -
ry=_5 122 "';z=,_'f.ﬂ;:_’";1-’“n]a31‘ <“n

Ainsi a la k¥™* colonne :

On a I’algorithme suivant :

r

— | k—1,.2
Tex = |G — Loy Ty, 2= kS
A
) k-1
1 :
Tix = (ag — r:‘j'rk-j)
r
kk =1

E
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5-2) Résolution du systéme A.x = b

, ) L . R.y=
Résoudre 4.x = b revient alors A résoudre : R.B*.x = b = { -

Remarque :

1) La méthode de Cholesky nécessite i—- opérations élémentaires (meilleure que celle de
Gauss).
2) detA = det (R.R") = (det R)* =[], r

3) Pour une matrice définie positive, on a :

k-1

Top = Qgp — E Te; = 0

i=1
4) Si a une étape de calcul on trouve r,,~ = 0 alors A n’est pas définie positive et par

conséquent A n’admet pas la décomposition de Cholesky .Par contre elle peut étre

décomposé sous forme A=R.S avec S égale a R' & un signe prés.

3) Méthodes itératives :

Lorsque n est trés grand (n = 100), la résolution des systéemes A.x = b pour les matrices

directes devient trés compliquée.

On fait appel donc a des méthodes, dites itératives.

Définition :

Une méthode itérative de résolution de A.x =b , consiste d’abord a passer au systeme

x = B.x + ¢ (que I’on déterminera) et sa solution est alors la limite de la suite définie par :

(k+1) — (&)
x"“TH =B.x% e

D’une manicre générale : On décompose A sous forme 4 = M — N avec M facilement

inversible. Alors :

Ax=beo(M-Nzx=beosx=M1Nx+MLb

E
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On pose :

B=M'Net C=M?1b

Onobtient: x = B.x + C

En utilisant le principe du théoréme point fixe , on construit la suite :
x0H = P(x¥) = B.x* +C

Convergence :

(*){x k) —p x*¥ 1
x? donné

La méthode itérative (*) converge si et seulement si p(B) < 1.

( p(B) = max,_._,{l4,]} Ou A, sont les valeurs propres de B)

Lorsque (*) converge, la suite x*** posséde une limite ¥ et dans ce cas :
Lim, . x"**Y =B Lim x* 4 = A x=b.

Donc : la limite ¥ est la solution de 4.x = &.

3-1) Méthode de Jacobi

On suppose que lesa,;, = 0 ¥i=1,..n
On décompose la matrice  sous forme :
A = D-E-F = D-(E+F).
Avec :
D = diagonale de A.

_ [—n;} sii>j
0 ailleurs

P {—ai; Sit<j
0 ailleurs

Onpose: M =D, N=E+F
En partant de : 8.x"*) + ¢ avec B = M~ N, on obtient I’algorithme suivant :

M {x{“f’ =J.x*+C avecJ]=DYE+F), =D
x” donné

(1) est] algorithme de Jacobi, ] étant la matrice de Jacobi

1 . ..

Ck+1) -_k} h_pc"l
x - =—b, - E a .x = - E a .x; )
b i, 4 7 47

i Ty
i jnt

E
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LT . .
-, li_}
al;

J=D"YE+F)=

Dsii=j

Convergence de la méthode de Jacobi

Théoréme : L’algorithme de Jacobi converge ¥x'® si et seulement le rayon spectral de J est
strictement inférieur a 1 ,
C'est-a-dire :

p(]) = 1 ou p(J) = max(|4.]), A, sontles valeurs propres de J.

Remarque :
1) En pratique, le calcul de p(]) est trés compliqué. I suffit alors de vérifier si ||J]] < 1

puisque p(J) < lIJll.
2) La méthode de Jacobi converge si ['une des conditions suivantes est vérifiée :

a) |lIJll; = 1 pour I’'une des normes matricielles.

b) Si I]:-.}-I < %,'ﬁ‘f}j, o n est la dimension du systeme alors la methode
de Jacobi converge.

¢) Sila,|= Z_:Jlaul ,¥i Alors le processus converge.

Dans ce cas, on dit que la matrice A est a diagonale strictement dominante.

3-2) Meéthode de Gauss-Seidel
Posons: M=D—E,N =F

G=M1N=(D—E)LF
Et I’algorithme de Gauss —Seidel s’écrit :

[ x®* 0 = ¢ x®) 4 ¢ avec x® donné
G=(D—E)'Fetc=(D—E) b

Ou encore :

@ donné

(k+1) 1 (k#+1) 3] .
x. =—[b:-— ;. X — a;..x. ], i=1,..,n
i .. L9 / 7

B i =i

Remarque :

E
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1) Pour pouvoir appliquer la méthode de Gauss-Seidel, il faut que (comme Jacobi)

a; soient # 0.

2) Tous les résultats de convergences pour Jacobi restent valables pour la méthode de
Gauss-Seidel.
3) Si A symétrique strictement définie positive alors Gauss-Seidel converge.

4) Si A est tridiagonale alors : p(G) = PU\JH

Evaluation de Perreur :

Théoréeme :

yR*D =g y& 4
1'% donné

Soit [
Une méthode itérative quelconque avec B= G ou J ou une autre matrice d’itération.

Si lIBIl < 1 alors la suite (x**') converge vers la solution x de A.x = b ¥ x® € R™et on a I’inégalité

suivante :

[ — x[| < - [l — <@

[ 3]l peut étre remplacer par g(B).

La derniére inégalité permet d’estimer a I’avance le nombre d’itérations possibles pour approcher la

solution avec une précision £ donnée.
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