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1 Fonctions de variables réelles

1.1 Fonctions continues

Dé�nition 1 Soit f : I −→ R une application. L'application f est continue

en x0 ∈ I si et seulement si

∀ε > 0 ∃η > 0 : |x− x0| < η ⇒ |f (x)− f(x0)| < ε. (1)

Théorème 2 L'image d'un intervalle fermé borné par f est un intervalle

fermé borné (segment).

Proof. cf.[1]
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1.2 Les application linéaires

Dé�nition 3 Soit f une application de R → R :

(f est une application linéaire de E dans F )
⇕

(∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ E : f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)).

2 Une équation d'évolution

2.1 Le problème

Pour ρ > 0 , Qℓ = [0, T ]×Ωℓ on considère le problème d'évolution suivant

∂2uℓ
∂t2

−∆uℓ + |uℓ|ρ uℓ = f , f ∈ L2(Qℓ).

uℓ|Γ = 0

uℓ (0) = 0 and uℓ
′(0) = 0.

(NPℓ)

2.2 éxistence et unicité

On a le théorème suivant (cf. [2])

Théorème 4 Il existe une solution uℓ de (NPℓ) satisfaisant (r = ρ+ 2)

uℓ ∈ L∞ (
0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lr (Ω)
)
, u′ℓ ∈ L∞ (

0, T ;L2 (Ω)
)
. (2)

On a l'unicité si ρ ≤ 2
n−2 , (ρ quelconque si n = 2).

Lemme 5 (égualité d'énergie ) La solution uℓ du problème (NPℓ) satis-

fait∫
Ωℓ

∣∣u′ℓ(t)∣∣2 dx+

∫
Ωℓ

|∇uℓ(t)|2 dx+
1

r

∫
Ωℓ

|uℓ(t)|r dx

≤
∫
Ωℓ

∣∣u1ℓ ∣∣2 dx+

∫
Ωℓ

∣∣∇u0ℓ
∣∣2 dx+

1

r

∫
Ωℓ

|uℓ|r dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω
fu′ℓdxds.
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\tableofcontents

\section{Fonctions de variables réelles}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%

\subsection{Fonctions continues}

\begin{definition}
Soit $f:I\longrightarrow\mathbb{R}$\ une application. L'application f est continue en x$_{
0}$\ $\in I$\ si et
seulement si 
\begin{equation}
\forall \varepsilon >0\quad \exists \eta >0:\left\vert x-x_{0}\right\vert
<\eta \Rightarrow \left\vert f\left( x\right) -f(x_{0})\right\vert
<\varepsilon .
\end{equation}
\end{definition}

\begin{theorem}
L'image d'un intervalle fermé borné\ par $f$ est un intervalle ferm%
é borné \emph{(}segment\emph{)}.
\end{theorem}

\begin{proof}
cf.\cite{dd}
\end{proof}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

\subsection{Les application linéaires}

\begin{definition}



LaTeX_TP.tex - Printed on 20/03/2023 08:57:07

Page 2

Soit $f$ une application de $\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}:$
\begin{equation*}
\begin{array}{c}
(f\text{ est une application linéaire de }E\text{ dans }F) \\
\Updownarrow \\
(\forall \alpha ,\beta \in \mathbb{K},\text{ }\forall x,y\in E:f(\alpha
x+\beta y)=\alpha f(x)+\beta f(y)).%
\end{array}%
\end{equation*}
\end{definition}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

\section{Une équation d'évolution}
%%%%%%%%%%%%

\subsection{Le problème}

Pour $\rho >0$ , $Q_{\ell }=\left[ 0,T\right] \times \Omega _{\ell }$ on
considère le problème d'évolution suivant%
\begin{equation}
\left\{
\begin{tabular}{l}
$\displaystyle\frac{\partial ^{2}u_{\ell }}{\partial t^{2}}-\Delta u_{\ell
}+\left\vert u_{\ell }\right\vert ^{\rho }u_{\ell }=f$, $\ \ \ f\in
L^{2}(Q_{\ell }).\bigskip $ \\
$u_{\ell }|_{\Gamma }=0\bigskip $ \\
$u_{\ell }\left( 0\right) =0\text{ \ and \ }u_{\ell }{}^{\prime }(0)=0.$%
\end{tabular}%
\ \right.   \tag{$NP_{\ell }$} \label{pl}
\end{equation}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%

\subsection{éxistence et unicité}

On a le théorème suivant (cf. \cite{lio})

\begin{theorem}
Il existe une solution\ $u_{\ell }$ de\ \emph{(}$NP_{\ell }$\emph{)}
satisfaisant \emph{(}$r=\rho +2$\emph{)}
\begin{equation}
u_{\ell }\in L^{\infty }\left( 0,T;H_{0}^{1}\left( \Omega \right) \cap
L^{r}\left( \Omega \right) \right) ,\text{ \ \ }u_{\ell }^{\prime }\in
L^{\infty }\left( 0,T;L^{2}\left( \Omega \right) \right) .
\end{equation}%
On a l'unicité si $\rho \leq \frac{2}{n-2},$ \emph{(}$\rho $ quelconque
si $n=2$\emph{)}.
\end{theorem}

\begin{lemma}[égualité d'énergie ]
La solution $u_{\ell }$ du problème \emph{(}$NP_{\ell }$\emph{)}
satisfait%
\begin{multline*}
\int_{\Omega _{\ell }}\left\vert u_{\ell }^{\prime }(t)\right\vert
^{2}dx+\int_{\Omega _{\ell }}\left\vert \nabla u_{\ell }(t)\right\vert
^{2}dx+\frac{1}{r}\int_{\Omega _{\ell }}\left\vert u_{\ell }(t)\right\vert
^{r}dx \\
\leq \int_{\Omega _{\ell }}\left\vert u_{\ell }^{1}\right\vert
^{2}dx+\int_{\Omega _{\ell }}\left\vert \nabla u_{\ell }^{0}\right\vert
^{2}dx+\frac{1}{r}\int_{\Omega _{\ell }}\left\vert u_{\ell }\right\vert
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^{r}dx+2\int_{0}^{t}\int_{\Omega }fu_{\ell }^{\prime }dxds.
\end{multline*}
\end{lemma}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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