LES INTEGRALES

0.1 Motivation

Nous allons introduire l'intégrale a l'aide d’un exemple. Considérons la fonction expo-
nentielle f : x — €e*. On souhaite calculer I'aire A en-dessous du graphe de f et entre les
droites d’équation x = 0, z = 1, et l'axe (Ox).

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe.
Plus précisément, soit n > 1 un entier ; découpons notre intervalle [0, 1] & 'aide de la subdi-

vision (0, l, 2, ey %, s r ; 1, 1). Chaque intevalle pour une base [2 ; 1, %] et pour hauteur
, i —1
f(Z ; 1) =e n , i=1,...,n. Alors l'aire de chaque rectangle égale
o i—1 i—1
(1—2_1).6 n :1.6 n
n n n

La somme des aires des se calcule alors comme somme d’une suite géométrique :
On considere les «rectangles inférieurs» A, ¢
i—1 1

n n 1 11— (en)”
‘ > (en) Tt == (e7) = — (e —1) — (e — 1) lorsque n — 400
n=1 n

S|

1—6% en — 1

SEES

n
)3
n=1

1—1

) , . . i .
Maintenant les «rectangles supérieurs» Ag,,, ayant la méme base | , —] mais la hauteur
n

f(=) =en. Un calcul similaire montre que > _,; SN (e — 1) lorsque n — 400

L’aire A de notre région est supérieure a la somme des aires des rectangles inférieurs; et
elle est inférieure a la somme des aires des rectangles supérieurs. Lorsque 1'on considere des
subdivisions de plus en plus petites (c’est-a-dire lorsque 'on fait tendre n vers +o0) alors on
obtient a la limite que I'aire A de notre région est encadrée par deux aires qui tendent vers
e — 1. Donc laire de notre région est A =¢e — 1.

0.2 L’intégrale de Riemann

Pour une fonction quelconque définie sur un intervalle [a, b]. On reprendre la construction
faite, comme précédent. Ce qui va remplacer les rectangles seront des fonctions en escalier.
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Si la limite des aires en-dessous égale la limite des aires au-dessus on appelle cette limite
commune 1’intégrale de f que 'on note

/: f(z)dz

Remarque 0.2.1 [ n’est pas toujours vrai que ces limites (c’est-a-dire, la limite des aires
en-dessous et la limite des aires au-dessus) soit égales, l'intégrale n’est donc définie que pour
les fonctions intégrables. Heureusement nous verrons que st la fonction f est continue alors
elle est intégrable.

0.2.1 L’intégrale d’une fonction escalier

Soit f une fonction définie sur un intervalle férmé borné de R, (—oco < a < b < +00).
On appelle une subdivision de [a,b] une suite finie, strictement croissante, de nombres
Xg, X1, ..., T, telle que

a=20 <21 <..,T,=0b

Définition 0.2.2 Une fonction f : [a,b] — R est une fonction escalier s’il existe une sub-
division X, T1, ..., T, et des nombres réels ¢y, ca, ..., ¢, tels que pour tout i € {1,2,...,n} on
ait

Vo €|z, xi],  f(z)=¢

Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision.

Définition 0.2.3 Pour une fonction en escalier, son intégrale est le réel ff f(x) défini par

n

b

/ f@)de = iz — xim0)

@ i=1
Remarque :
Notez que chaque terme ¢;(x; — z;_1) est l'aire du rectangle compris entre les abscisses
x;_1 et x; et de hauteur ¢;. Il faut juste prendre garde que 'on compte l'aire avec un signe
(+) si ¢; > 0 et un signe (—) si ¢; < 0.
L’intégrale d'une fonction en escalier est bien un nombre réel qui mesure l'aire algébrique
(c’est-a~dire avec signe) entre la courbe de f et I'axe des abscisses.

0.2.2 Fonction intégrable

Rappelons qu'une fonction f : [a,b] — R est bornée §'il existe M > 0 tel que :
Vo € [a,b]: =M < f(z) < M.
Rappelons aussi que si 'on a deux fonctions f, g : [a,b] — R alors on note
f<gevrelab]: flr)<g(r)

On suppose a présent que f : [a,b] — R est une fonction bornée quelconque. On définit deux
nombres réels :

n

I7(f)=>_ if f(z)(x;—2i1)

i wi-1,mi]
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n

I(f)=>_ sup f(x)(z; —zi1)
i=1 [zi-1,2i]
Pour I7(f) on prend toutes les fonctions en escalier (avec toutes les subdivisions possibles)
qui restent inférieures a f. On prend l'aire la plus grande parmi toutes ces fonctions en
escalier, comme on n’est pas slir que ce maximum existe on prend la borne supérieure. Pour
I7(f) c’est le méme principe mais les fonctions en escalier sont supérieures a f et on cherche
I’aire la plus petite possible.

Définition 0.2.4 Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite intégrable (au sens de Rie-
mann) si I-(f) = IT(f). On appelle alors ce nombre l'intégrale de Riemann de f sur [a, ]

et on le note ,
/ f(z)dz

Exemple 0.2.5 Soit f : [a,0] = R, f(x) = z* Montrons qu’elle est intégrable et calculons
1 2 0 n—1

s f(x)dx. Soitn > 1 et considérons la subdivision réguliére de [0, 1] suivante (0, —, =, ..., —, ..., 1.
n'n'n n
Sur Uintervalle [Z — ,i] nous avons
n 'n
1—1 1 1 —1 1
v E . 2 < 2 < . 2
ve T (Clpcw< ()
LN -1 "2l 1 (n+1)(2n+1)
[+ = Z— i — ! = _—— = — 2 =
(/) ;n2<n n ) ZZ}fnzn n3;Z 6n?
~ "(i—-1)?%0 i—1 "i—-1)21 1 , (n—1)(2n-1)
I = _— = R _— ]_ pum—
(f)=> (=)= =5 (i-1) -

1
Lorsque lon fait n tendre vers +o00 alors I (f), I~ (f) tendent vers 3 On déduit que I (f) =

1
I-(f) = 3 Ainsi f est intégrable et [j x*dx = 1

Théoréme 0.2.6 Une condition suffisante pour q’une fonction soit Rieman-intégrable est
qu’elle soit continue, ou continue par morceaux

0.2.3 Propriétés de l’intégrale

— Linéarité : L’intégrale est une forme linéaire sur ’espace vectoriel des fonctions
continues par morceaux sur un segment |a, b]. c’est-a-dire

V(A 1) € R? Vf, g intégrables : / (A + pg)(z)dr = /\/ x)dx + u/

b a
[ 1@z =~ [ fla)da
a b
— Relation de Chasles :

Ve € [a,b]:/abf(x)dx:/acf(m)dx+/cbf(x)dx
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— Positivité : ,

(Var € [a,8], /() 2 0) = (| f(z)dw) = 0.

a

De plus si
(fcontinue surfa, b], f # 0;Vx € [a,b], f(z) > 0) = (/b f(z)dx) >0

— Croissance : soit f, g deux fonctions intégrables sur [a,b]. S

Va € [a,b], f(z) < g(x) alors/ r)dr < /

— Formule de la moyenne : Soit f intégrable sur [a,b], m, M les bornes de f sur
[a,b], (m < M); il existe un réel o de [m, M] tel que

/abf(m)da: = a(b—a).

Il résute que si f est continue sur [a, b], il existe un réel ¢ de [a, b] tel que

[ #wydr = - a) 7o)

— Soit f intégrable sur [a, b] alors

|/ d:p|</|f )|d

— Inégalité de Cauchy Schwarz : si f et g sont continues sur [a,b] on a I'inégalité

([ @o? < [ Pl [ s

0.3 Primitive

Définition 0.3.1 Nous dirons que F est une primitive de f, si et seulement si, f est la
dérivée de F.

Remarque 0.3.2 — Soit f une fonction continue sur un intervalle I alors f admet sur
I des primitives.
— La différence entre deux primitives de f est une constante. (résultat faux si I n’est
pas un intervalle)
— Sixg est un élément de I il existe une unique primitive de f nulle en xg :

:/mf(t)dt
z 1
lnx:/ —dt
1t

— Le calcule d’une intégrale se ramene alors au calcul des primitives. On trouvera a la
fin de ce chapitre un tableau des primitives usuelles d connaitre par coeur.
— St f est une fonction continue sur I, nous notons [ f(x)dx une primitive de f sur I.

Par exemple :

Pour trouver une primitive d’une fonction f on peut avoir la chance de reconnaitre que f
est la dérivée d'une fonction bien connue. C’est malheureusement tres rarement le cas, et on
ne connait pas les primitives de la plupart des fonctions. Cependant nous allons voir deux
techniques qui permettent des calculer des intégrales et des primitives : 'intégration par
parties et le changement de variable.
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0.3.1 Intégration par parties

Théoréme 0.3.3 Soient u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b).

0.3.2 Changement de variable

Théoreme 0.3.4 Soient u une fonction définie sur I et v : J — I une bijection de classe

Cl. Pour tout a,b € J
v(b)

/a w0 (t)ds = / u(z)dz

v(a)

En effet si 'on note x = v(t) alors par dérivation on obtient dz = v/(t)dt. D’ou la substitution
JPu(o(t)' (t)de = [3) u(x)dz

a

0.3.3 Intégration des fonctions rationnelles

P(x
Soit QE ; une fraction rationnelle, ou P(z), Q(z) # 0 sont des polynomes a coefficients
x
réels. On doit décomposé cette fraction en éléments simple de 1 — ére espece sous la forme
= A
Ty
(z —a)
et de 2 — eme espece sous la forme
= Ax+ B
x
[(x —a)? + 2"

ou A, B,a,beRetneN.
Cependent avant cette décomposition les deux regles suivantes doit vérifiées

1. Si d(P(z)) > d(Q(x)) on doit faire la division euclidienne

P(z) . R(x), - . (Ol
R(x)

2. En suite on décompose la fraction c’est-a-dire on doit mettre Q(z) en produit

Q(x)

de facteurs

— Facteur de 1 — ére degré non répéter.

— Facteur de 1 — ére degré répéter n fois.

— Facteur de 2 — éme degré non répéter.

— Facteur de 2 — éme degré répéter n fois.
Par exemple :

r+1

(r—1)(z— 2@ + 1)

On décompose en fractions simples la fraction suivante :
— x — 1 facteur de 1 — ére degré non répéter.
— (x — 2)? facteur de 1 — &re degré répéter 2 fois.
— 22 + 1 facteur de 2 — éme degré non répéter.
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rz+1 A B C Dx+ F

Al = Apré lcul
ors c— 1)@ =222 +1) $—1+$—2+($—2)2+ 241 prés calcul nous
3 1
rouvons , 5, O =3, 55 55

Toute fraction rationnelle s’écrit d’une maniere unique comme somme d’un nombre fini de
fractions simples et d'un polynome. Donc, le calcul des primitives d'une fraction rationnelle
revient au calcul des primitives des fractions simples.

1. 1-ere espece

1 Injz—a| sin=1
/ ( ) dv = -1 sin>1
T —a)”
(n—1)(x —a)®
2. 2-ieme espece

/ Ar+ B d

T

((x —a)®+b?)n

Les détails ont été apportés pendant le cours.

Exemple 0.3.5 Exemple d’application

52242+ 3 1
/[E x3+1x+ dmz%+1n|x—1|—iln(x2+x+1)+\/§arctan(
'I p—

Exercice : Trouver la fonction primitive de
2+ 2%+ 2 1
/ ——————dux; / dx
(22 + 2)? (22 + 2x + 2)?

0.4 Primitives des fonctions se ramenant aux fonctions

(o4 ) +e

2
V3

rationnelles

— Intégrale de type [ f(sinz,cosz)dz. On pose comme changement de variable ¢ =
tan g Donc on a :
, 2t 1—¢? . 2t p 2
sint = ——, cosx=-——, tanx=-——, dr=-—
1+¢% 1+ ¢ 1—1¢2 1+t
D’ou l'intégrale devient :

dt.

2t 1—t2. 2
dt
/f(1+t2’1+t2)1+t2

Exemple 0.4.1
i 4t 2
e P
1 —sinz (14+e2)(t—1)2 tan § — 1
— Intégrale de type [ f(e*)dx, ou bien [ f(chx,shx)dz. On pose t = e”
Exemple 0.4.2

+ c.

/ e” / t t , ﬁacta (26‘”—1)
= = = —— ar n

1+ ed® 1+ (1+8H)(1+t+12) 3 V3

Exemple 0.4.3

+ c.

xT

shx e? +e er —e”
I:/id. hy = ——, she = ————
chx + shx v Ona che 2 ) SHE 2
1 1
I=50+ g ¢
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0.5 Primitives des fonctions irrationnelles

— Intégrale de type I = [ f(z,vax? + bz + ¢). Dans ce cas la on distingue trois cas :

1. 1-ére cas A > 0. Danc soient «, f3 les racines de az? + bx + ¢ = 0. On pose

— at?
N e R N VN

a — t2

a _062 a _062
1= [P0 (PO i

a — t2 a — t2

qui est une primitive d’une fonction rationnelle en fonction de t.
dx
Vit +3r—4

Exemple 0.5.1 En calculant l'intégrale J = [
2 +3z—4=(z+4)(z—1) = (v +4)*>

weE Lt

5 = n|
e 1—t

J:

|+c

2. 2-éme cas A =0, a > 0 évidente. Si a < 0 impossible de résoudre.

3. 3-eme cas A < 0, a < 0 impossible. Mais si @ > 0 on pose comme changement

t? —
de variable vVaz? +bx + ¢ = ar +t =z = c

b—2/at
Exemple 0.5.2
?+ax+1
(= [YEEEEL,
x

1 —¢?

OnaA:—3<0,a:1>0,onpose\/x2+x+1:x+t:>x:2t ]

y —t2 42t —2
:Ij:—
(2t —1)2

et

dt alors l'intégrale I devient

(#+t—1)°
=2 [ G

L’étudiant doit continue la solution

Exercice : Trouver la fonction primitive de J et K tels que

= Vst K= [vai
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Exercice 01 : Calculer les intégrales suivantes :

N cos(In x) _ x
/(e ), /Tdaj, /cos(x) sin(x)dzx, /H—xQdI'

/exd:c /dx /dx /sh(ex)exdx
L+ex " ) 21— (nz)? 7/ V1+a?

1 5 _ .6 3 _
/—de’ / 1 dz, /de
11—z Vo —x

T3 — 2 '

Exercice 02 : Calculer les intégrales suivantes :

e’ xdx
[:/arcsinxdx, [:/xnlnxd:c, [:/7d$, I:/—
1 () 2 (> 3 2+€2x 4 I2+$+2
1—=x 2 cos T
1:/«1 2z, 1:/1 dz, 1:/
° T, s xn(1+x) S (1+sin®x)(1 + sinz)

dx.(pose t = sinz)

Exercice 03 : On considére

L :/ (z cos x)*dx; [2:/ (zsinz)?dx
0 0

- Trouver I; + Iy et I; — I, puis déduire I, I
Exercice 04 : Soit

F(x) = /j cos(Int)dt; G(x) = /j sin(Int)dt
1. En utilisant des intégrations par parties, montrer que
F(z) =xzcos(Inz) — 1+ G(z), G(z)==xsin(lnz)— F(x).
2. Déduire les expressions de F'(x) et G(z).
Exercice 05 : Soit la fonction : f(z) = T2

1. Trouver Dy, puis calculer 'aire S(«) entre le graphe de f et les droites y = 0, = =
a, r=—a, (a>0.)

2. Calculer lim S(«)
a—+00
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Exercice 06 : En utilisant la décomposition des fractions rationnelles, calculer les intégrales
suivantes :

4 dx 3 22 -1 4 r+1
——, 373 d;c7 dx
/z z(1 + 22?) /g (x =13 (22 +1) /z (m—;)(x—i—;)(vaLl)

Exercice 07 : Devoir
Calculer les intégrales suivantes :

/(1—\/W)2

1 1
e, [ ez,

Exercice 08 : Devoir

1. Calculer les intégrales suivantes :

3
dx, J:/ (sin z) dx

1
1= [
4 4 5sin(z) (cosz)4
2. On pose K = [e"sin(4x)dz, L = [e*cos(4x)dx
— Démontrer que K et L sont des inconnues d’un systeme linéaire de deux équations
que 'on déterminer.
— Déduire I'expression de K et L

Solution :
I 1l 4tan%a:+2 J —T72cosx — 44 cos3x — 12 cos dx
g =
3 4tanir +8’ 90 cos 2z + 36 cos 6z + 60

2

4 1 4
K = —¢e®sindx — ﬁe‘” cosdr, L = -—e®cosdxr+ —e*sindx

17 17 17
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