Chapitre 1 Rappels sur quelques méthodes numériques

Chapitre 1

Rappels sur quelques méthodes numériques

1.1 Introduction

L’analyse numérique a commencé bien avant la conception des ordinateurs et leur
utilisation quotidienne que nous connaissons aujourd’hui. Les premiéres méthodes ont été
développées pour essayer de trouver des moyens rapides et efficaces de s’attaquer a des
problemes soit fastidieux a résoudre a cause de leur grande dimension (systémes a plusieurs
dizaines d’équations par exemple), soit parce qu’il n’existe pas solutions explicites connues
méme pour certaines équations assez simples en apparence.

Dés que les premiers ordinateurs sont apparus, ce domaine des mathématiques a pris
son en- vol et continue encore a se développer de facon trés soutenue. Les applications
extraordinairement nombreuses sont entrées dans notre vie quotidienne directement ou
indirectement. Nous les utilisons désormais sans nous en rendre compte mais surtout en
ignorant la plupart du temps toute la théorie, I’expertise, le développement des compétences et
I’ingéniosité des chercheurs pour en arriver 1a. Nous pouvons téléphoner, communiquer par
satellite, faire des recherches sur internet, regarder des films ou plus rien n’est réel sur 1’écran,
améliorer la sécurité des voitures, des trains, des avions, connaitre le temps qu’il fera une
semaine a I’avance,...et ce n’est qu’une infime partie de ce que I’on peut faire. Le but de ce
cours et s’initier aux bases de 1’analyse numérique en espérant qu’elles éveilleront de 1’intérét,
de la curiosité et pourguoi pas une vocation.

1.2 Résolution des systémes d’équations linéaires

La méthode itérative contrairement a d’autres a ’avantage de ne pas avoir besoin de
garder en mémoire la totalité d’une matrice de trés grande taille gourmande en capacités
mémoire. Cette méthode permet de garder en mémoire que les coefficients non nuls d’une
matrice de grande taille. Cependant, le succés de calcul n’est pas assuré quelque soit la
matrice, certaines conditions sont nécessaire afin d’obtenir un résultat convergent, ce que

nous allons voir dans ce document au travers des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.
On considere un systeme linéaire suivant :

Ax = b (1.2)
Avec A inversible.
L’idée est de déduire un schéma iteratif de la décomposition de A sous la forme
A = M — N ou M est une matrice inversible.
Le systéeme (1) s’écrit alors :

(M—N)x =b ©Mx=Nx+b
o M *Mx =M INx+M1h
1
=x=MINx+M1bp
qui définit une équation de point fixe.
On considére alors le schéma itératif associé :
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Chapitre 1 Rappels sur quelques méthodes numériques

x D = M~INxk + M~1b (1.2)

Avec x(© e K™ (vecteur de départ). L algorithme est initialisé par un vecteur arbitraire
x© = (x?,x9,x2,....., x9)

Pour un € donné, il s’arréte quand:

(k+1) k)
i - X

VieN, |x <eg (1.3)
Selon les choix des matrices M et N on a différentes méthodes itératives. Le point de
départ de chacune de ces méthodes est I’'unique décomposition de la matrice 4 = (@;j)1<ij<n
sous laforme A =D — (E + F) avec :
* D = (d;j)1<ij<n diagonale, telle que d;; = a;;etd;; = 0 pour i # j ;
* —E = (e;j)1<ij<n triangulaire inferieure stricte telle que e;; = a;;si i > jete;; =

0sii<j,;
* —F = (fij)1<ij<n triangulaire supérieure stricte, telle que f;;=a;;si i<j et
Exemple

Considérons la matrice
2 -1 1
A= ( 2 2 2>
-1 -1 2

La décomposition de A sous la forme A = D — (E + F)décrite ci-dessus s’écrit alors :

2 -1 1 2 0 0 0 0 O 0 -1 1
A=\ 2 2 2|=(0 2 0] —{ 2 0O 0)J—=({0 O 2
-1 -1 2 0 0 2 \ -1 -1 (}) ‘ 0 O 0}

Y Y
D —E -F

1.2.1 Méthode de Jacobi

On suppose que A est une matrice inversible dont aucun élément de la diagonale est
nul (a; # 0, Vi). Cette méthode consiste & isoler le coefficient de la diagonale de chaque
ligne du systéme, si I’un des coefficients diagonaux est nul, il est parfois possible de permuter
certaines lignes pour éviter cette situation.

On considére un systeme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.
On pose :

A=M—-N, avec M = D et N = (E + F); sachant que D est inversible.
Le schéma itératif s’écrit alors :
x®*D = D=Y(E + F)x*¥ + D~'b (1.4)

avec x(© € K"
La matrice By = D~1(E + F) est appelée matrice de Jacobi.
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Algorithme de Jacobi
( x(® donné
e 2L, S
xl.(kﬂ) =—1| b; — Z aijxj(k) Vi=1,.... , .
k aj; e
Jj#i,j=1

Cet algorithme nécessite a;; # O pouri =1, ....,n
Explicitement, on obtient :

k+1 k k k

allxi ) = _alzxg ) - a13x?(, ) P alnxr(l ) + b1
k+1 k k k

azzxg ) == _a21X§ ) - a23X§ ) i aanr(l ) + b2
k+1 k k

annxr(L ) = _anlxi - ann—lxr(l—)1 + by,

Test de convergence

La méthode ne converge pas toujours. On démontre que si Aest une matrice définie
positive, la méthode itérative converge. De méme, si A est une matrice diagonalement
dominante, ¢’est-a-dire Si

laiil > X jzi|aij| (1.5)
alors la méthode de Jacobi converge. Par conséquent, on peut avoir intérét a réarranger les

termes de Ade fagon a mettre Asous la forme d’une matrice dont les éléments diagonaux sont
les plus grands possibles.

1.2.2 Méthode de Gauss-Seidel

Comme pour la méthode de Jacobi, on suppose cette fois que la matrice D est une
matrice inversible dont aucun élément de la diagonale est nul (a;; # 0, Vi). Cette méthode
consiste a isoler le coefficient de la diagonale de chaque ligne du systeme, si I’'un des
coefficients diagonaux est nul, comme pour la méthode de Jacobi, il est parfois possible de
permuter certaines lignes pour éviter cette situation.

On considere un systéeme linéaire suivant :

Ax = b, avec A inversible.
On pose :
A=M-—-N,avec M = D—E et N = F; avec (D — E) inversible

Le schéma itératif s’écrit alors :
x®+D = (D — E)"*Fxk + (D —E)™'b (1.6)
avecx(©® € K" (vecteur de départ).

La matrice Bgg(D — E)™1F est appelée matrice de Gauss-Seidel. A chaque pas, on
calcule

k+1 1 i k+1 k
xl( ) = a_u(bl — l]'=1 aijx]'( ) — ?=i+1 aijx]'( )) (17)
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Algorithme de Gauss-Seidel

x(© donné
i n

1 z
k+1 E : k+1 k ;
xi( ) = — bi - aijxj( ) - aijxj( ) Vi = 1; ------ n

a..
- j<1 J>i

Cet algorithme nécessitea;; # O pouri =1,....,n
Explicitement, on obtient :

(k+1) _ ) x) %)
11X, = —QypX,  — Q13X3  ..— AipX,  + by

(k+1) _ (k+1) (k) (k)
azzxz —_ _a21x1 - a23x3 wes aann + b2

(k+1) _ (k+1) (k+1) (k) (k)
a;;X; = —a;;x; = Qij_1X;_1  — Qjip1X4q e~ AinXy  + by

(k+1) _ (k+1) (k+1)

AnnXy = —0n1Xq — T App—1Xp_q + bn

1.3 Résolution des systémes d’équations non linéaires
1.3.1 Meéthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton(ou Newton-Raphson) consiste a prendre pour x;., la
racine du développement de Taylor de premier ordre autour de x® :cela revient, pour autant
que £/ (x®)) = 0, a déterminer x**+1 qui satisfait

f(x(k)) + f’(x(k))(x(k+1) — x(k)) = 0
Et donc

f(x(k))
xK+D) = () _ e (1.8)

Critere de convergence
Soit une fonction fdéfinie sur [a, b] telle que :

i f@f(b) <0

ii.  f'(x) etf" (x)sont non nulles et gardent un signe constant sur I’intervalle donné.

Algorithme de Newton

(entrée : £, f', x(©, Sortie : xk+D)
Répéter jusqu’a I’arrét
Pour autant que f'(x®) = 0
k
w41 — 4 (k) _ f(x( ))
f'(x®)
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Critere d’arrét
En géneéral, pour toutes les méthodes étudiées, on peut utiliser deux critéres d’arrét
différents : les itérations s’achévent dés que :

xi(k+1) _

xl.(k)| < & (Contrdle de I’incrément)

Sinon
|F(x®)| <& (Controle de résidu)

oue est une tolérance fixée. On a vu que pour la méthode de Newton le premier critere
(contrdle de I’incrément) est optimal au sens qu’il garantit que 1’erreur finale soit plus petite
que la tolérance fixée.

Par contre, le deuxieme critére (contrdle du résidu) est satisfaisant lorsque |f /| =~ 1
dans un voisinage de la racine o (un zéro pour la fonction f). Sinon il est soit trop restrictif (si
|f '] > 1)soittrop faible (si |f| « 1).

Remargue

Dans le cas d’un systeme de deux équations non linéaires a 2 inconnues, par exemple :

L’algorithme de Newton-Raphson devient :

(1.10)

1.4 Equation Différentielles Ordinaires (EDO)

De nombreux modeles s’expriment au moyen d’équations différentielles ordinaires (en
abrégé EDO). L’adjectif ordinaire est surtout la pour faire la distinction entre les EDO et les
EDP (équations aux dérivées partielles).Si toutes les dérivées sont prises par rapport a une
seule variable, on parle d’équation différenticlle ordinaire (EDO). Une équation mettant en
jeu des dérivées partielles est appelée équation aux dérivées partielles (EDP).

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation
entre la variable réelle t € I,I intervalle réel une fonction inconnu et — x(t) et ses dérivées
par rapport a t définie par :

F(t, x,x", ...,x(")) =0 (1.11)
Une fonction x qui vérifie F(t, x,x", .. ,x(")) = 0 s’appelle solution de ’EDO.
Remarque : Une EDO est d’ordre n si elle contient les dérivées de x jusqu’a 1’ordre n.

Exemplel

Les équations suivantes :
y'(®)—t=0
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y'(@)—y®)=0
Sont équation différentielles ordinaires.

Exemple2
L’EDO d’ordre 2 la plus célébre est la deuxi¢me loi de Newton :
d?x
m W = F(x)

qui décrit per exemple la dynamique d’un point matérielle soumis a larésultante des forces F.
On peut réécrire la loi de Newton sous la forme d’un systéme d’’équations
différentielles, en posant
dx

U=E

On obtient alors le systeme du premier ordre autonome :

_dx

V=

dv_lF
dt m €

1.4.1 Méthode de résolution des EDO

a) Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est une procédure numérique qui permet de résoudre de fagon
approximative des équations différentielles ordinaires du premier ordre avec condition
initiale. Elle a le mérite d’étre simple a comprendre et a programmer.

On cherche donc une solution approchée d’une équation ordinaire se mettant sous la

forme

Avec T: une durée bien déterminée dans e temps.
On peut intégrer cette équation comme suit :

La méthode d’Euler consiste a approcher ’intégrale par la méthode des rectangles a
gauche :

(1.13)

tk+1

ft,y@®)dt = h X f(te, y(te)

tk
D’ou le schéma itératif suivant
Vi+1 = Vi T (w1 — t) f (s Vi)

h : Taille de pas

ou y, désigne I’approximation numérique de y(t;). La mise en ceuvre est alors
extrémement simple :

Donc
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Algorithme d’Euler

1. Initialisation du pas h et de la durée T.
2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 et y = y(0).
3. Tantque t < T faire :

(@) Calcul de ky = f(t, y).

(b)y=y+hk;;t=t+h.

(c) Enregistrement des données.

Exemple

Pour le probleme de valeur initiale suivant:
y +2y=2—-eH
{ y(0) =1

Utilisez la méthode d’Euler avec un pas de h = 0,1 pour trouver les valeurs approximatives
de la solutiona t = 0.1,0.2,0.3,0.4 et 0.5. Comparez-les aux valeurs exactes de la solution
a ces points.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire assez simple, nous vous laisserons donc le soin
de verifier que la solution correcte est :

1 1
_ 24t _ -2t
y(t) 1+2e S e

De cela nous pouvons constater que :
fity)=y =2—e* -2y
Notez également quet, = 0 et y, = y(0) = 1.
Nous pouvons maintenant commencer a faire des calculs.
Ona:
Yir1 = Vi + A X f (e, vi)
Pourk =0
y1=Yo+hXf(to,y0) = y1 =1+4+0.1f(0,1)
fo=f01)=2-e*0-2(1) =-1
=y, =09
Donc, I’approximation de la solution at; = 0.1lest y; = 0.9.
Pourk =1
Yo =y1 +hXf(t,y1) = y1 =1+ 0.1f(0.1,0.9)
fi = £(0.1,0.9) = 2 — e~*0D _2(0.9) = —0.4703
= y, = 0.9 4+ (0.1)(—0.4703) = 0.85297
Par conséquent, I’approximation de la solution at, = 0.2 est y, = 0.85297.
Je vous laisse le soin de vérifier le reste de ces calculs.
f, = —0.1553 y; = 0.8374
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fs = 0.02392 v, = 0.8398
f, = 0.11843 ys = 0.8517

Voici un tableau (1.1) rapide qui donne les approximations ainsi que la valeur exacte
des solutions aux points donnés. Nous avons également inclus I’erreur en pourcentage. Il est
souvent plus facile de voir a quel point une approximation est efficace si vous examinez les
pourcentages. La formule pour cela est,

|valeur exacte — valeur approximée|
X

Erreur (%) =
() valeur exacte

100

Tableau 1.1 Approximations et valeur exacte des solutions aux points donnés

Temps &, Approximation Exacte Erreur
to =0 Vo =1 y(0)=1 0%
t; =01 vy, =09 y(0.1) = 0.9258 2.79%
t, =0.2 vy, = 0.8529 v(0.2) = 0.8895 4.11%
t; =0.3 y; = 0.8374 v(0.3) = 0.8762 4.42%
t, =04 vy, = 0.8398 v(0.4) = 0.8763 4.16%
ts = 0.5 ys = 0.8517 v(0.5) = 0.8837 3.63%

D’apres le tableau (1.1), I’erreur maximale dans les approximations du dernier
exemple était de 4,42%, ce qui n’est pas si mal, mais qui n’est pas non plus une si grande
approximation. Ce type d'erreur est cependant généralement inacceptable dans la plupart des
applications réelles. Alors, comment pouvons-nous obtenir de meilleures approximations?

Rappelons que nous obtenons les approximations en utilisant une ligne tangente pour
approximer la valeur de la solution et que nous avangons dans le temps par pas de h. Donc, si
nous voulons une approximation plus précise, il semble alors qu’il existe une seule fagon
d’obtenir une meilleure approximation c’est de ne pas avancer autant a chaque étape. En
d’autres termes, il faudrait prendre des h plus petits.

Remarque

* Ladiminution de la taille de pas h améliore la précision de I'approximation.
* La diminution d"un facteur 10 la taille du pas h, réduit I’erreur d'un facteur de
10 environ.

b) Méthode de Runge-Kutta

Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numeériques a un pas qui
permettent de résoudre les équations différentielles ordinaires. Elles font parties des méthodes
les plus populaires de par leur facilité de mise en ceuvre et leur précision. C’est Carle Runge
et Martin Kutta qui, au début du 20e siécle, ont inventé ces méthodes.

Dans de nombreux cas, les systemes d’équations différentielles que I’on rencontre en
science peuvent se mettre sous la forme d’une équation différentielle ordinaire du premier
ordre (Eq. 1.8).

A Ulinstar de la méthode d’Euler, celles de Runge-Kutta sont des schémas
numeériques a un pas basée sur la discrétisation de la variable t. On note h ce pas et y; la
valeur approchée de y(t;) pour les différents instants
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t, = kh. (1.15)

En intégrant I’équation différentielle entre ¢, et t, + h on a la relation :

RRENANY Sy wso

L’idée consiste a approcher cette intégrale de fagon plus précise que ne le fait la
méthode d’Euler.

Le schéma itératif de Runge-Kutta d’ordre 2 est (RK?2):

ki =ftioy,)

h
Vi1 = Vi t+ 3 (ky + ky),
k2 = f(tk + h,yk + hkl)

avec {
tk+1=tk+h; k=0,,N—1

La méthode classique de Runge-Kutta est une approximation d’ordre 4. On cherche
donc une solution approchée d’une équation ordinaire se mettant sous la forme

d
td = f(t,y) 0<t<T

dt
t(0) = to, y(0) =y,
Le schéma itératif de Runge-Kutta d’ordre 4 est (RK4):

ki =ftwy,)
{}’k+1=3’k+%[k1+2k2+2k3+k4] avec {k2=f(tk+%h,yk+%hk1)
tear =t +h ,k=0,..,N—1 Lk3=f(tk+%h,yk+%hk2)
ky = f(ti + by, + hks)

c) Méthode de d'Adams-Bashforth

La méthode d’Adams- Bashforth est une méthode a pas multiples qui repose sur une
approximation de I’intégrale suivant :
Lkt

Y(ties1) —y(tie) = f(ty(©)dt

tk
Les schémas itératifs de la méthode d’ Adams-Bashforth:

On note en abrégé f, = f(tx yi). Voici trois schémas :
= schéma explicite d’Adams-Bashforth d'ordre 2 a 2 pas (AB2):

o= ) a1

= schéma explicite d'/Adams-Bashforth d'ordre 3 a 3 pas(AB3) :

e = = 167, a9
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= schéma explicite d'/Adams-Bashforth d'ordre 4 a 4 pas (AB4):
Yo =H B, S ) (9

d) Méthode d’Adams-Moulton (AM)
Cette méthode est I’une des méthodes fermées, son algorithme est :

s = 21 Fni20) az
@

Avec y, -, estdonnée pour i = 0,1,2, ...
ygl)l est dite le prédicteur de yj.q, les nyrl sont appelés les correcteurs, pour les
calculés, on utilise la méthode d’Euler comme prédicteur et la méthode d’Adams-

Moulton comme correcteur. On obtient :

(1.21)

1.5 Intégration numérique
L’intégration numérique est le calcul par des méthodes numériques 1’intégrale :

1) = 7 Ferix a2

ou f(x) est une fonction connue seulement en quelques points ou encore une fonction n’ayant
pas de primitive.

1.5.1 Meéthodes des trapezes
On considére une subdivision de [a, b] en sous intervalles égaux [x;, x;,1] de bornes

o b—
x;i=a+ih (i=0,--,n),a=x9,b=2x, ¢t h= T“ On suppose connues les valeurs
f(x;) pour i =0,--,n. Sur chaque intervalle [x;, x;.,1] on remplace la fonction f(x) par la

droite :

L'aire exacte est donc remplacée par l'aire T; du trapéze. Par conséquent en sommant
les aires des n trapézes de base |x;, x; 41|, (i = 0,---,n), on obtient une approximation

suivante :

Aprés un calcul on déduit la formule de la méthode de Trapézes suivante :
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Remarque
Plus le nombre n de sous-intervalles est grand, plus la précision sur la valeur approchée de
I'intégrale est grande.

L’erreur commise a la méthode de trapézes est majorée :

= g ol o

Etant donnée la précision & on peut alors déterminer le nombre minimal n des sous-intervalles

par :

Dans cette méthode on suppose que n est pair (soit n = 2 s ), puis on subdivise [a, b] en s
sous intervalles égaux |x;_q, x; 1| de longueur 4, (i = 1:--s — 1), puis on remplace f(x) sur
chaque intervalle |xi_1,xi+_1| non pas par une droite comme dans les trapézes, mais par une
parabole ayant aux abscisses x;_1,x; et x;,; les mémes valeurs que f; c'est a dire par une
interpolation quadratique sur ces trois points. Le polyndme P; d'interpolation en x;_4,x; et
Xiyq €St:

1.5.2 Meéthode de Simpson

(x = i) = %)

Pi(x) = f(xi—1)

2h?
= f(x) (x — Xi_l_);g — Xi41)
(x = x)(x — x-41)

= f(Xi41) 2

D'autre part la surface S; délimitée par cette parabole, les droites x = x;_,,x = x;,, et I'axe
. . . X s
des abscisses s'obtient en calculant : [ x~l+11 P (x)dx d'ou;
i

h
S — 3 (FCxizq) + 47 () + £ (xi11))

Ceci donne I'approximation de Simpson Ig;mpson de I, en sommant les aires Igiy,pson POUr i =
1an — 1. Finalement :

2[f() +f) +o+ flas2]] (1.29)

C’estadire:
(1-36)
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L’erreur commise a la méthode de Simpson est majorée :

(1.27)

Etant donnée la précision & on peut alors déterminer le nombre minimal n des sous-intervalles

par :
Remarque

En général la méthode de Simpson donne une meilleure approximation que celle des
trapézes, (sous certaines conditions de régularité de f).
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Exercices corrigés Chapitre 1

Exercice 1:

Résoudre le systeme suivant :
4x, + 2%y +x3 =4
—x1+2x, +0x3 =2 ;
2x1 +x, +4x3=9

avecx(® = (0,0,0)T (vecteur de départ) et le critére d’arrét £ = 1075,

a 'aide de la méthode de Gauss-Seidel. Effectuer seulement les trois (3) premieres
itérations, en partant de point x(©® = (0,0,0)” (vecteur de départ).
Déduire la solution exacte ?

Exercice 2 :
On considere I’équation différentielle :

dy_

= fEY) =y +t

y(0) =1
a) Vérifier que la solution analytique est y(t) = —1 —t + 2et

b) Montrer que la méthode d’Euler s’écrit Yi+1 = Yk(1 + h) + ht,,
Calculer de la solution au point 0.3.

Exercice 3 :
On considere des équations différentielles suivantes :

(8) 2 = tsin(y(t)) ¥(0) =2)
(b) 2 = ety(t) (¥(0) = 2)
Utilisez la méthode d’Euler, puis la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, avec un pas de

h = 0,1 pour trouver les valeurs approximatives de la solutiona ¢t = 0.1,0.2,0.3.

Exercice 4 :
Soit I’équation f suivante
fx)=nkx)—x+2=0
Approcher de la racine a ¢ = 10~* prés par la méthode de Newton avec x, = 3.

Exercice 5 :

Déterminer par la méthode des trapezes puis par celle de Simpson fgf(x)dx sur la base du
tableau suivant :
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Chapitre 1 Rappels sur quelques méthodes numériques

x 0 /8 /4 31/8 /2

f(x) | 0| 0382683 | 0.707107 | 0.923880 1

Ces points d'appui sont ceux donnant sin x, comparer alors les résultats obtenus avec la valeur
exacte.

Exercice 6 :
On lance une fusée verticalement du sol et I'on mesure pendant les premiéres 80 secondes
I'accéleration y :

t(s) 0 10 20 30 40 50 60 70 80

y(m/s?) | 30 | 31.63 | 33.44 | 35.47 | 37.75 | 4033 | 43.29 | 46.70 | 50.67

Calculer la vitesse V de la fusée a l'instant t = 80 s, par les Trapezes puis par Simpson.

Solutions des Exercices de Chapitre 1

Solution Exercice 1 :

Résolution a I’aide de la méthode de Gauss-Seidel du systéme suivant :

—x14+2x,+0x3=2; £=10"et x© =(0,0,0)7

{4x1+2x2+x3=4
2x1+x2+4X3=9

Ona:

(kt1) _ 1 (k) (k)
!’ﬁ —1(4_2"2 - ;")
(k+1) _ 1 (k+1)
X, =3 (2 +x; )

(k+1) _ 1 (k+1) (k+1)
lx3 =3 (9 - 2x; ) )

Itération (1) (pour k = 0)
En partant de x©@ = (0,0,0)7

(x0 =2 (4 - 2% — x{© (x® =2 -200)-(0) =1
1 2 2 3 1 2
xM = %(2 +xM) > {xV = %(2 +1) = 3/2
1 1
| P =:00-2¢"-xY) (& = 2(9-2(1)-3/2) =11/8
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Chapitre 1 Rappels sur quelques méthodes numériques

@ _ (13 1) -
X (1,2, 8) =~ (1,1.5000, 1.3750)

Itération (2) (pour k = 1)
En partant de x™ = (1,;%)T

W=t ) (P =1(e-2()-&) =3
xéz) = %(2 + xfz)) =
WD =lo-n® ) @ = o-2@)-8) -

~3 61 527
@ = (

T
32764 ﬁ) = (—0.0937,0.9521, 2.0585)

Itération (3) (pour k = 2)

En partant de x® = (=, %, 207
32 64 256
@ _L(g_o () _(527)) —_°_
!xi” = i(‘l' - 2x§2) - x§2)) |(x1 T4 <4 2 (64) (256)) " 1024
@ _1 ®3) @ _ 1 2 — 2057
Ixz —2(2+x1 ) :{Ixz - 2(2+1024) T 2048
2 _1 3) (3)
=1(9g_-2x® _ @ _ 1(q_ (9 \_ (2057 16339
%3 "’( o =) " =g (9 2 (1024) (2048)) ~ 8192

- ( 9 2057 16339)T
X = ) ’
1024°2048" 8192

= (0.0087,1.0043,1.9945)

La suite x® converge vers la solution du systéme x = (0,1, 2).

Solution exercice 2

1- On considere 1’équation différentielle :

D _ it y) = y(©) +t
y(0) =1
a) Vérification de la solution analytique: y(t) = —1 —t + 2et

Ona:y'(t)=—-1+2et=y(t)+t
b) Méthode d’Euler s’écrit:
Yier1 = Vi + hf (&, Vi)
=y + h(t + yi)
Yir1 = Ye(1+ h) + hty
¢) Calcule de la solution au point 0.3.
Onah=0.1,yo=1et t, =ty +kh et yrq =1.1y,+0.1¢;
Donc:
Pourk=0,y; =11y, + 0.1t, = 1.1 x (1) + 0.1(0) = 1.1
Pourk=1,y, =11y, + 0.1¢t; = 1.1 x (1.1) + 0.1(0.1) = 1.22
Pourk =2,y; = 1.1y, + 0.1t, = 1.1 x (1.22) + 0.1(0.2) = 1.362
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C’est a dire que I'approximation en t = 0.3 de y(t), est y3 = 1.362.

Solution de I’exercice 3 :

1) Méthode d’Euler

a)Onay = tsin(y(t)),y(0) = 2eth = 0,1. On adonc que t, = 0, que y, = 2 et que
f (e, vi) = tisin(y).

(Vk+1 = Yk + Af (e, Yi)
Euler : { teas =t + b

—Yo = 2

—y;=24+0,1%X0Xxsin2 =2

-y, =2+0,1x0,1sin2 = 2,0090929

—y3 = 2,0090929 + 0,1 X 0,2 X sin 2,0090929 = 2,02720249
y3 = 2,02720249.

2) Méthode RK4

I( klzf(tk'yk)
1 1
{Yk+1=3’k+%[k1+2k2+2k3+k4] avec {kZ:f(tk-FEh'yk'i'Ehkl)
1 1
tk+1:tk+h Ik:0)"-)N_1 lk3=f(tk+5h,yk+zhk2)
k4_ = f(tk + h’yk + hkg)

Onaque h=0,1,t, = 0,y, = 2 et que f(ty, yx) = trsin(yy).
= Pour la premiére itération, on obtient :

k1 =f(t0,y0)=0,1><0><sin2=0
0
ky =f (0 + 0,05,2 + E) = £(0,05,2) = 0,05 X sin2 = 0,04546487

ks = f£(0,05,2 + 0,004546487/2) = f(0,05,2,002273244)
= 0,05 x sin(2,002273244) = 0,04541745
k, = f(0,1,2,004541745) = 0,0907398

h
Yi=Yo+ 3 lkq + 2k, + 2k3 + k,] = 2.004541741

De méme, on trouve que:
= Pour la deuxiéme itération, on obtient :

k, =0,09074, k, = 0,13582, k3 = 0,13568, k, = 0,18032
y2 = 2,01810947.

= Pour la troisieme itération, on obtient :

k, = 0,18032, k, = 0,22442, ks = 0,22418, k, = 0,26751
y3 = 2,04052645.
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b)Ona:

y'(t) = y(t)et, y(0)=2eth=0,1.
Donc, on a également que t, = 0,7y, = 2 et que f (tx, Vi) = yretk.
1) Méthode d’Euler

v, =22, y, = 2,4431376, y; = 2,741543

2) Méthode de Runge-Kutta 4 (RK4)

e Premiére itération :
k=2, k,=220767, ks = 221859, k, = 2.45553
y1 = 2.2218007

e Deuxiéme itération :

k, = 245547,  k, = 2.72401, ks =2.73961,  k, = 3.04833
y, = 2.495651

e Troisiéme itération :
k, = 0,304820 k, = 0,340018 k3 = 0,342278 k, = 0,383080
y, = 2,8377328

Solution de I’exercice 4 :
Approche de la racine a e = 107* pres par la méthode de Newton avec x, = 3.

xO = 3
Algorithme de Newton L0+ D) = (o £(x)
f!(x®)
Ona:
fE) =) —x+2=0=f(x)=--1

Avec f(x®) = in(x®) — x® + 2

W = @ L&) 3 SO M) _ 4O = _3| =
X X = Gy Sy = 31479 |x® — x| = [3.1479 — 3]
0.1479

@ = 0 _ L&) _ f1a79) @ — x| = _ -
x@ = xW - S0 = 31479 — G0 = 3.1462 |x@® —x®| = 3.1462 — 3.1479
0.0017

@) = x@ _ L&) _JG@1s62) @ _ x| = _ =
x@) = x® - Zr7 = 31462 — Go208 = 3.1462 |x@® —x®| = |3.1462 — 3.1462
0.0000

Donc la solution approchée est x®) = 3.1462.

Solution de l’exercice 5 :
On lintégrale :
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I = f;_rf(x)dxdx

a) Soit T I'approximation de I par la méthode des trapézes, le pas T est donné par, h =

Zs—Zy _ T

N 8’
3
h
T =3 f(xo)+f(x1)+2;: f )

Vs
= ¢ (0+1+2(0,382683 +0.707107 +0.92388))
= 0.987116

b) Soit S I'approximation de I par la méthode de Simpson. Celle-ci s'écrit,

h
s = §(3’0 +ys + 41 +y3) + 2y5)
T 1
3 §[(0 +1+44(0.38-+0.92-)42-0.707)]
= 1.000135

Les points d'appui donnés dans cet exercice correspondent a la fonction sinx. Et I =
fOTsinxdx = 1. On constate done que l'approximation de | par Simpson est meilleure que
celle par les trapézes, puisque |S — I| = 0.000135 et |T — I| = 0.012884.

Solution de I’exercice 6 :
On sait que l'acceleration y est la dérivée de la vitesse V, donc,

t
V() =V(0) +f y(s)ds
b
V(80)=0 +f y(s)ds
0

—_— —
I

a) Calculons I par la méthode des trapézes. Ici, d'apres le tableau des valeurs, h = 10.
n-1

h
1= v + v +2 Z y(x)

1
=5+ 10(30 + 50,67 + 2(31,63 + -+ 46,70))
-1

= 3089m~*

b) Calculons I par la méthode de Simpson.

h
vEo =3 (¥ (o) + ¥ (xn) + 4y (xg) + y(x3) + ) + 2(y (x2) + ¥ (x4) + )

10
= 5 (30 + 50,67 + 4(31,63 + 3547 + ) + 2(33,44 + 37,75 + )
=3087m 1s71
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