LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

0.1 Equations Différentielles du 1-ére ordre

Définition 0.1.1 Une équation de la forme

y'=F(z,y,y") =0;
ou Yy qui est une fonction de x est l'inconnu, s’appelle équation différentielle du premicre
ordre.

0.1.1 Quelques types des E.D du 1-er ordre
0.1.1.1 E.D a variable séparables :

Elles sont de la forme

La solution générale est donnée par

/f(y)dy = /g(l')dx’ car y/ _ Zi

Exemple 0.1.2 On considére ’équation différentielle
y'—4y:O<:>/C;y:/4dx<:>y:C.e4x, CeR
Exercice 1 : Intégrer les deux équations suivantes :
(PHly =z+1.  (@—1y +/1-y2=0.

0.1.1.2 E.D a variable séparables :

Elles sont de la forme

= F).
y=rC)
La résolution se ramenant a la résolution d'une équation différentielle a variable séparable.
( B ;o . dy di
On pose = =t < y=tx, alorsy = xt' +t ou bien —— = xr— +t.
x ) dx dz
La solution générale est donné par
dt

| re—
r=Ce F)—t
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Exemple 0.1.3

dt
)+ 1, donca:zC.eth‘f'l = (/2

Y

my'—3y:x<:)y':3(g -

—~
<

~—

—_

x
Exercice 2 : Intégrer I’équation homogene suivante :

2yde — yPdy = 23dy

0.1.1.3 E.D Linéaires :

Elles sont de la forme
Y + f(x)y+ = g(z)....... (1)

Ou f, g sont des fonctions continues sur un intervalle /de R, g(z) est appelé le second membre
de I’équation.

1. Résolution sans second membre :
v+ fl@)y =0,
c’est une équation a variable séparable. La solution générale est donnée par
Yg = Ce_ff(x)dx, CeR
2. Résolution avec second membre : La solution générale de I’équation compléte (1)

Yo = Yu +yp,

ol yg : Solution générale de (1), wypy : Solution générale sans second membre, yp :
Solution particuliere de (1)

Question : Comment trouver yp?

— Par constatation a I’ceil nu. Sinon

— Par la méthode de variation de constantes

On pose yp(x) = C(z).y1(z), o yi(z) = e J 1@z Done

y;(;):) = C/(x)e—ff(z)da: _ C(:E)f(:t)e_ff(m)dgc.
En suite on substitue dans (1), on trouve

C'(z) = glx)e) T@% = C(z) = /g(x>eff(x)d:c7 alors yp(z) = /g(x)eff(x)dxdx_e—ff(x)dx

Exemple 0.1.4 On résoudre ’équation xy' — 2y = x.
— Par constatation, (—x solution particuliére) Résolution sans second membre :

vy —2y=0=y=0Cz2% doncyg=Cua*—ux.
— Par la méthode de la variation de constante :

1 1
y =Ca*+226.C alorsC'=— =C=—=+K,
T T

Donc
La solution générale de l’équation compléte y = Ka® — x.

Exercice : Résoudre 'équation linéaire (1 — 2%)y’ — zy = x.
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0.1.1.4 E.D de Bernoulli :

Elles sont de la forme
y + f@)y+ =y g(z)
— y = 0, c’est une solution particuliere.
— « = 0, équation différentielle complete.
— «a = 1, équation linéaire sans second membre.
— a#0, a# 1, y #0, équation de Bernoulli.
La résolution de cette équation. En multipliant par y~¢, on trouve

y =y +y T f(2)+ = g(a).
On pose z =y @ = 2 = (1 —a)y™y. D’'ou

Z/

+ f(x)z = g(x).
On est dans le cas d'une équation linéaire.
Exemple 0.1.5

11—«

zy —y=vy*Inz.
E.D de Bernoulli , o = 2. On multiplier par 1>

ry 2y —y P =lnz. onposez=y =2 = -y,
on trouve . 1
nx
Y+ ~2= "= E.D linéaire compléte
x x

0.2 Equations Différentielles de second ordre

Définition 0.2.1 On appelle équation différentielle de second ordre toute relation sous la
forme

(,9,9.y") =0,
entre la variable x, la fonction y(x) et ses deuzx dérivées premiéres.
Exemple 0.2.2 — 3" + w?y = 0, admet pour solutions sur R les fonctions pi(x) =
sinwz, () = coswz
— " = 0, admet pour solutions tout polynome de la forme ax + b, avec a;et b deux

constantes arbitraires.

0.2.1 Equations ne contenant pas de y

Soit
F(z,y',y") = 0.
On pose iy’ = z, I’équation devient alors
F(x,z,2") =0.
Exemple 0.2.3
' +y? =0, onposey =z, alorsZ + 2> =0= —ij =dr= 2= letc = dy = :Ej—xC

y=In(z+C)+ K, C, K étant des constantes

Exercice : Résoudre I'équation xy” 4 2y" = 0.

0. Responsable de module : M. TOUAHRIA



0.2.2 Equations différentielles linéaires de second ordre

Définition 0.2.4 On appelle équation linéaire de second ordre une équation de la forme
a(z)y” +b(z)y" + c(x)y = f(z),
ot a(x), b(z), c(x) et f(x) sont des fonctions.

On associe a cette équation I’équation sans second membre appelée équation homogeéne,
c’est-a-dire a(z)y” + b(z)y’ + c(x)y = 0, avec second membre appelée équation compléte.

Théoreme 0.2.5 La solution générale s’obtient en ajoutant a une solution particuliére de
Iéquation compléte la solution général de l’équation homogéne (i.e sans second membre)

Yo =Yyp +Yymu.

0.2.2.1 Résolution de I’équation sans second membre

Si on connailt y;, Y2 comme des solutions particulieres, alors la solution générale s’écrit
Yy = AMy1 + Ays et les deux solutions doivent étre linéairement indépendantes, ce qui se
traduit par

9 y? # 0. Est appelé le Wronskien

yi Yo

0.2.3 Equations différentielles linéaires & coefficients constantes

Elles sont de la forme
ay” + by +cy = f(x),

ou a, b, ¢, sont des constantes réelles et f(z) est une fonction. Pour résoudre ce type
d’équations
1. On cherche la solution générale de I’équation homogene c’est-a-dire f(z) = 0. Sous la
forme y = €™ et on remplace dans ay” + by’ + cy = 0, on obtient

e (ar* +br+¢c)=0=ar’ +br +c=0, appelée I’équation caractéristique

— Si A > 0, donc rq, 79 deux racines réelles distinctes. La solution générale de
I’équation homogene est sous la forme

y = Cre™* 4+ Che™®, (7, Caysont des constantes réelles.

— Si A = 0, I'équation caractéristique admet une racine double r; = ry = r. La
solution générale est de la forme

Yy = (Cll' + Og)emc.

— Si A < 0, donc 71, 7ry deux racines complexes 1, = a + 18, 19 = a —if. La
solution générale est de la forme

y = e**(Acos(fzx) + Bsin(fr))

2. On cherche la solution générale de I’équation complete c’est-a-dire f(x) # 0.
— Cas ou f(z). est un polynome alors on cherche la solution particuliere sous forme
d’un polynome.
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— Casou f(z) = e* P,(x), on cherche la solution particuliere, on pose y = ¢** P(x),
(P polynéme quelconque)

— Cas ou f(x) = Acos(ax) + Bsin(az), «, A, B € R.
e Siia n’est pas une solution de I’équation caractéristique, on cherche yp sous
la forme yp = A’ cos(ax) + B’ sin(ax)
e Sida est une racine de I’équation caractéristique (nécessairement simple), on
cherche yp sous la forme yp = x(A’ cos(ax) + B’ sin(ax))

— Dans le cas générale , pour résoudre I’équation complete, on applique la mé-
thode de variation des constantes. Comme suit :
e Soit y = Ciy; + Coyy solution générale de 1’équation sans second membre.
Recherche dune solution particuliere par la méthode de variation des constantes.
On pose y = C1(2)y1(x) + Co(z)y2(x) avec C1(x)y1(z) + Ch(x)y2(xz) = 0. Apres
calcul, on aura deux équations a deux inconnues

{Ci (@)y1(x) + Coa)ys(x) = f(x)
Ci(@)yi(2) + Co(@)ya(z) = 0

Ce systeme a une et une seule solution car y;, y, sont linéairement indépendants.

donc C4(x), Cy(z).
Exemple 0.2.6 Résoudre l'équation y" + y = xsin z.

1. Résoudre I’équation sans second memebre :
L’équation caractéristique : 72 +1 =0 = r = =4, alors

yg = Cycosx + Cysinz.

2. Avec second memebre :
En utilisant la méthode de la variation de constante

{01 ()y1 () + C(@)ya(a) = 0
C () (x) + Cy(w)yh(x) = wsinw

{C’{ cosx 4+ Chsinz =0

—Cisinz + C)cosx = xsinx

cosxr sinzx
—sinx cosx

Donc O] = —zsin?z, C)=xcoszsinz
Apres intégration on trouve :
2
x x 1 x 1 1
Ci=——+ —sin2x + —cos2x, Cy = —cos2x — —-x+ —sin2x
T4 T4 T3 27 1" 73

On remplace C7, C5 dans yg On obtient la solution générale y.

0. Responsable de module : M. TOUAHRIA



UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF M’SILA
Faculté de Mathématiques et d’Informatique
Département de I’Informatique

Année universitaire : 2022/2023

1-ére année Informatique - Semestre 2
Module Analyse 02- Série :03

Exercice 01 : Donner le type des équations différentielles suivantes (sans les résoudre)
Lay=@-1y, (A+y’)=z 22y -y +2=0.
r—y / Y
; Yy—7_23
T+y l—=z
Exercice 02 : Résoudre les équations suivantes :
o (1+e%)yy = e°, o tan(z)sin®(y)dz + cos?(x) cot(y)dy.

e 1 1—e
= -, 3e” ta d dy.
ey—l—ly x o 3ettan(y)dr + cos?y 4
o y tan(z) = v, o (®+1)y =y*+4
Exercice 03 : Résoudre les équations homogenes suivantes :

=1+z.

2.y =

oy’:g—l, o y,:_x+y o (r—y)ydr — zdy = 0.
x x
o (2% + y*)dx — 2zydy = 0, o y,zx—y
r+y
Exercice 04 : Résoudre les équations différentielles suivantes :
r Y 2\, _
oy — = =u, o (1—2z%)y + 2y =2x.

x
o y' —ycos(z) = sin(2x).
Exercice 05 : Trouver les solutions particulieres vérifiant les conditions données :

Loay +y—e"=0; yla)=0;

y
2. y/_l—xQ_l_x:O’ y(0) = 0.
1
3.9 —yt - 0) = 0.
y — ytan(z) cos(@)’ y(0)

Exercice 06 : Trouver la solution générale des équations suivantes :
oy + % = —xy?, o y'sinzcosz —3y=—3yisindz, o y —y= 2\/ye".
Exercice 07 : Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y +3y +2y =222+ 8z + 7.
y”—y:eh—e”‘
y" — 6y + 9y = 2e3* — e*.
y'+y=uxsinx

y" + 2y +y = cos?z.

A

y" — 2y’ + 2y = sin(x).e”
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