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Barème Exercice : 1 7pt

Soit f la fonction définie sur R2 par : f(x, y) =


y4

x2 + y2 : (x, y) ̸= (0, 0)

0 : (x, y) = (0, 0)

2 1 Montrer que la fonction f est continue sur R2.

2 2 Étudier la dérivabilité de f en point (0, 0).

2 3 f est elle differentiable en point (0, 0).

2 4 f est elle de classe C1 en point (0, 0).

Barème Correction d’exercice 1: 7pt

1 On étude la continuité de la fonction f sur R2.

a La fonction f est clairement continue sur R2 \ {(0, 0)}. Car, elle est un fraction rationnel.

0.5 b On étude la continuité de la fonction f en point (0, 0).

0.5 Posons :


x = r cos θ : r > 0, θ ∈]0, 2π[

y = r sin θ.

0.5 Donc, f(x, y) =
y4

x2 + y2 =
(r sin θ)4

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 = r2r sin4 θ ≤ r2 −→ 0,
r→0

0.5 d’où lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0), c’est à dire f est continue en point (0, 0).

2 f est dérivable en point (0, 0). ssi
∂f

∂x
(0, 0) et

∂f

∂y
(0, 0) sont existent. Alors,

1 a
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0) − f(0, 0)
x − 0

= 0.

1 b
∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y) − f(0, 0)
x − 0

= 0.

D’où f est dérivable en point (0, 0), et ∇f(0, 0) = (0, 0).

3 f est différentiable en point (0, 0). ssi

0.5 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) − f(0, 0) − ∂xf(0, 0)(x − 0) − ∂yf(0, 0)(y − 0)√
x2 + y2

= 0.

On a bien

1 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) − f(0, 0) − ∂xf(0, 0)x − ∂yf(0, 0)y√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

y4

x2 + y2 = 0.

Car
y4

x2 + y2 =
(r sin θ)4

((r cos θ)2 + (r sin θ)2)
3
2

≤ r −→ 0
r→0

.
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Donc f est différentiable en point (0, 0) et sa différentille est donner par :

0.5 Pour tout (x, y) ∈ R2 : df(0,0)(x, y) = ∂xf(0, 0)(x − 0) + ∂yf(0, 0)(y − 0) = 0

4 f est de classe C1 en point (0, 0). En effet :

0.5 a D’après question 2 f est dérivable en point (0, 0).

b Il reste démontrer que les dérivées partielles de f sont continues en (0, 0).

Pour tout (x, y) ̸= (0, 0), on a :

|∂xf(x, y)| =
∣∣∣∣ −2xy4

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ = 2
∣∣∣∣ r sin θ(r sin θ)4

((r cos θ)2 + (r sin θ)2)2

∣∣∣∣ ≤ 2r −→ 0
r→0

, et,

1 |∂yf(x, y)| =
∣∣∣∣2y3(2x2 + y2)

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ = 2
∣∣∣∣(r sin θ)3(2(r cos θ)2 + (r sin θ)2)

((r cos θ)2 + (r sin θ)2)2

∣∣∣∣ ≤ 18r3 −→ 0
r→0

.

On a donc, lim
(x,y)→(0,0)

∂xf(x, y) = 0 = ∂xf(0, 0),

0.5 et lim
(x,y)→(0,0)

∂yf(x, y) = 0 = ∂yf(0, 0),

0.5 D’où la fonction f est de classe C1 en point (0, 0).
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